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e Elvis M. G. Stancanelli; ao colega Fernando Ciriaco Dias Neto do Laboratório de
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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo sobre alguns métodos propostos de obtenção de

famı́lias de seqüências adequadas para a função de espalhamento em sistemas QS-

CDMA. Neste estudo, são consideradas seqüências binárias, polifásicas e uma famı́lia

de seqüências ternárias recentemente proposta na literatura. Especial atenção é dada às

famı́lias de seqüências binárias. Para algumas destas famı́lias, são apresentadas figuras

de desempenho em termos de taxa de erro de bit para um sistema de comunicação

móvel QS-CDMA com recepção convencional em canal Rayleigh multipercurso. Tais

figuras auxiliam a avaliação destas famı́lias de seqüências binárias.

Na literatura, poucos trabalhos são encontrados sobre seqüências adequadas a sis-

temas QS-CDMA de taxa de dados variável (multitaxa). Nestetrabalho, avalia-se a

utilização das seqüências binárias previamente estudadas em um sistema QS-CDMA

multitaxa do tipo múltiplos códigos de espalhamento. Para o sistema QS-CDMA mul-

titaxa do tipo múltiplos ganhos de processamento é proposta uma metodologia de

seleção de seqüências.

As conclusões deste trabalho envolvem a classificação das metodologias de obten-

ção das famı́lias de seqüências em termos de complexidade do método, caracterı́sticas

das famı́lias de seqüências resultantes, desempenhos proporcionados em um sistema

QS-CDMA e a aplicabilidade em um sistema QS-CDMA multitaxa.



Abstract

This work presents a study on some proposed methods of obtaining families of ap-

propriate sequences for the spreading function in QS-CDMA systems. In this study,

binary and poliphase sequences and a family of ternary sequences recently proposed

in the literature are considered. Special attention is given to the families of binary se-

quences. For some of these families, performance illustrations are presented in terms

of bit error rate for a QS-CDMA mobile communication system with conventional re-

ception in multipath Rayleigh fading channel. Such illustrations aid the evaluation of

these families of binary sequences.

In the literature they are found few works on appropriate sequences for QS-CDMA

systems with variable data rates (multirate). In this work,it was evaluated the use of

the binary sequences previously studied in a multirate QS-CDMA system with multiple

code scheme. For the multirate QS-CDMA system with multipleprocessing gains a

methodology of sequence selection was proposed.

The conclusions of this work involve the classification of the methodologies of

obtaining the families of sequences in terms of: complexityof the method, character-

istic of the resulting families of sequences, proportionate performance in a QS-CDMA

system and the applicability in a multirate QS-CDMA system.
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Apêndice F -- Procedimento de simulaç̃ao Monte-Carlo 250
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adequadas para sistemas QS-CDMA. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
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Nas expressões matemáticas, os sı́mbolos principais e demaior ocorrência estão lista-

dos abaixo.

sı́mbolo descrição

Tc perı́odo dechip.

Load carregamento do sistema dado porU
N .
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Ik,ℓ MAI sobre o ℓ-ésimo componente multipercurso dok-
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ϕu,L fase relativa das portadoras do sinal de interesse e do sinal

interferente (ϕu,L = φu,L − φk,ℓ).
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(τu,L = τu,L − τk,ℓ).
τu, j,L atraso relativo entre o sinal de interesse e o sinal interferente
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ck,i(t) sinal relativo à seqüência de espalhamento utilizada pelok-

ésimo usuário do serviçoi em um sistema que utiliza o es-
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em um sistema que utiliza o esquema MC.
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usuário em um sistema de taxa única.
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usuário do serviçoi em um sistema que utiliza o esquema

MPG.

n(t) sinal relativo ao AWGN.
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que utiliza o esquema MPG.

ℜ{x} parte real dex.

N0 densidade espectral de potência bilateral den(t).

δ(t) função delta de Dirac.

Ru,k(τ) função de correlação parcial par entrecu(t) eck(t).

R̃u,k(τ) função de correlação parcial ı́mpar entrecu(t) eck(t).

Ru,g,k,h(τ) função de correlação parcial par entrecu,g(t) e ck,h(t).

R̃u,g,k,h(τ) função de correlação parcial ı́mpar entrecu,g(t) eck,h(t).

Cu,k(d) função de correlação aperiódica entre as seqüênciascu eck.

Cu,g,k,h(d) função de correlação aperiódica entre as seqüênciascu,g e

ck,h.

θ(ci , cj, d) (ou θi, j(d)) função de correlação periódica par entre as

seqüênciasci ecj.
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Θ(ci , cj , d) (ou Θi, j(d)) função de correlação periódica ı́mpar entre as

seqüênciasci ecj.

T perı́odo de bit.

K número de seqüências em um conjunto.

φ(.) função de Euler.

GF(p) corpoD mod p, ondeD é o conjunto fundamental ep um

número primo.

Trn
m(α) função traço, apêndice B.1.8.

ord(α) ordem do elementoα.

mdc(x, y) máximo divisor comum entrex ey.

⌊x⌋ maior inteiro menor ou igual ax.

⌈x⌉ menor inteiro maior ou igual ax.

BERk taxa de erro de bit para ok-ésimo usuário em um sistema de

taxa única.

BERk,h taxa de erro de bit para oh-ésimo canal dok-ésimo usuário

em um sistema que utiliza o esquema MC.

BERk,i taxa de erro de bit para ok-ésimo usuário do serviçoi em

um sistema que utiliza o esquema MPG.

BER taxa de erro de bit média.



1

1 Introduç ão

O sistema de telefonia móvel celular comercial começou a operar na América em 1983

com o sistemaAdvanced Mobile Phone System(AMPS). Projeções indicavam que os

telefones celulares seriam utilizados apenas por uma pequena parcela da população,

a qual não superaria um milhão de usuários nos Estados Unidos até 1990. Porém, já

no inı́cio da década de 90, os EUA contavam com mais de cinco milhões de usuários;

em 2002 eles já eram quase 140 milhões. Nesse mesmo ano, no mundo todo, eram

mais de um bilhão de usuários de telefonia sem fio (wireless telephony), superando o

número de telefones fixos (WHALEN, 2002). Segundo a ANATEL (Agência Nacional

de Telecomunicações), em agosto de 2003 o número de telefones celulares no Brasil

ultrapassou o número de telefones fixos: 40, 09 milhões de celulares contra 39, 10

milhões de telefones fixos.

Os primeiros sistemas celulares, ou sistemas de primeira geração (1G), utilizavam

tecnologia analógica de acesso múltiplo por divisão de freqüência (frequency division

multiple access, FDMA) para prover os canais de voz. Tais sistemas eram bastante

restritivos: possuı́am cobertura limitada, baixa capacidade, reduzida eficiência em

potência e banda e baixa qualidade de voz. Na segunda metadeda década de 1980, os

sistemas de segunda geração (2G) foram desenvolvidos utilizando tecnologia digital.

O primeiro sistema de 2G introduzido nos EUA utilizava a técnica de acesso múltiplo

por divisão de tempo (time division multiple access, TDMA), a qual foi, em 1990, ado-

tada para oGlobal System for Mobile Communication(GSM) na Europa. Em meados

de 1990, a técnica de acesso múltiplo por divisão de códigos (code division multiple

access, CDMA) surgiu como o segundo tipo de sistemas de 2G, o qual foichamado

de Interim Standard-95(IS-95). Hoje, a indústria está caminhando para sistemasde

maior capacidade que suportam altas taxas de transmissão eaplicações multimı́dia.

Assim, surgem os sistemas de terceira geração (3G), utilizando também a técnica de

multiplexação CDMA e os antigos FDMA e TDMA vão sendo abandonados.



0 Introdução 2

Em 1990, a seção de padronização do ITU (International Telecommunication Union)

iniciou seus trabalhos visando o futuro dos sistemas de comunicações móveis terres-

tres, os quais resultaram no padrãoInternational Mobile Telecommunication-2000

(IMT-2000). O número 2000 foi adicionado ao nome do padrãoporque previa-se

que seus serviços estariam disponı́veis por volta do ano 2000. Porém, tais serviços

começaram a operar somente durante o ano de 2002.

Como especificado no padrão, os sistemas de 3G integram diferentes serviços para

diferentes áreas de cobertura. Por exemplo, um usuário debaixı́ssima mobilidade den-

tro de um escritório coberto por uma “picocélula”, pode ter disponı́vel uma taxa de

dados maior que 2, 048Mbps. Para um pedestre coberto por uma “microcélula”, a taxa

de dados pode ser superior a 384kbpse, para um usuário com mobilidade veicular

operando em uma macrocélula, a taxa de dados é de, no mı́nimo, 144kbps. A figura

1.1 ilustra a hierarquia de um sistema de 3G.

Figura 1.1: Hierarquia das áreas de serviços, conforme IMT-2000.

Nos últimos anos, os sistemas de comunicação móvel est˜ao exigindo elevadas ta-

xas de dados e também taxa de dados variáveis para integrarserviços variados como o

de voz, de comunicação de dados e de multimı́dia. Disponibilizar tais serviços exige

um sistema de elevada capacidade. Para utilizar o espectro disponı́vel de forma efici-

ente, o sistema deve maximizar a taxa de dados (ou a capacidade, ou ainda o desempe-

nho). Assim, importantes critérios utilizados na avaliac¸ão de sistemas de comunicação

móvel são a probabilidade de erro na comunicação e a eficiência espectral, ou seja, a
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capacidade do sistema para uma determinada largura de banda.

A técnica de multiplexação por divisão de código (code-division multiple access,

CDMA) por seqüência direta (direct sequence CDMA, DS/CDMA) permite que um

número de usuários utilize simultaneamente um mesmo canal de comunicação, modu-

lando seus sinais por diferentes seqüências, ou códigosde espalhamento. No receptor,

o sinal original de um dado usuário é recuperado correlacionando-se o sinal recebido

com a correspondente seqüência de espalhamento (SIMON et al., 1994).

O sinal transmitido em um canal de rádio móvel terrestre épropagado do trans-

missor para o receptor através de diversos caminhos devidoaos fenômenos de refração

e reflexão em diferentes meios e obstáculos (STUBER, 2001), como mostra a figura

1.2. Tal fenomeno é chamado de propagação multipercurso. A propagação multi-

percurso fará com que, no canal reverso de um sistema de telefonia móvel celular

DS/CDMA, réplicas dos sinais transmitidos pelos usuários ativos cheguem com di-

ferentes atrasos no receptor da estação rádio base (ERB). Os sinais dos usuários não

demodulados e suas réplicas podem provocar a interferência de múltiplo acesso (mul-

tiple access interference, MAI) e as réplicas do sinal do usuário de interesse podem

provocar a auto-interferência (self-interference, SI). A MAI e a SI são resultados dos

atrasos aleatórios entre os sinais dos usuários ativos e suas réplicas, os quais tornam

impossı́vel a manutenção da ortogonalidade entre todas as formas de onda de códigos

de espalhamento. A MAI torna-se substancial quando o número de usuários cresce

e/ou quando as disparidades de potência entre usuários ativos tornam-se significativas

(efeitonear-far) (PICKHOLTZ; MILSTEIN; SCHILLING, 1991).

O desempenho dos sistemas CDMA é limitado principalmente pela MAI e pela

SI, as quais podem ser controladas através da escolha adequada de seqüências de es-

palhamento com boas propriedades de correlação. Adicionalmente, a MAI pode ter

seu efeito minimizado através do controle de potência de todos os sinais recebidos dos

usuários ativos no sistema, de forma a manter as potênciasrecebidas as mais próximas

possı́veis.

Se todos os usuários transmitirem sincronizadamente, ou quase, pode-se obter a

condição dos sinais de todos os usuários estarem chegando ao receptor da ERB com

diferenças de atrasos confinadas em um intervalo de tempo definido, dependendo das

caracterı́sticas do canal de comunicação. Esse sistema,chamado de DS/CDMA quase

sı́ncrono (ouquasi-synchronous DS/CDMA, QS-CDMA), tem a capacidade de mini-
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Figura 1.2: Propagação multipercurso.

mizar drasticamente a MAI e a SI através da utilização de conjuntos de seqüências

com boas propriedades de correlação (MASSEY; MITTELHOLZER, 1991) (GAUDENZI;

ELIA; VIOLA , 1992).

Assim, em um sistema QS-CDMA, a caracterı́stica de quase ortogonalidade entre

as seqüências de espalhamento designadas para os usuários ativos é explorada de forma

a minimizar a interferência maximizando a capacidade do sistema.

O estudo de conjuntos de seqüências de espalhamento para sistemas CDMA é jus-

tificável, pois suas propriedades de correlação e caracterı́sticas, como comprimento e

número de seqüências disponı́veis, definem limites de eficiência espectral e de desem-

penho e, portanto, limites de capacidade do sistema os quaispodem ser otimizados

com a alteração do conjunto de seqüências utilizado.

Como indicado na figura 1.1, os satélites de comunicação podem prover serviços

sobre uma vasta área para usuários móveis ou fixos. A ESA (European Space Agency)

propôs, para um sistema de comunicação terrestre via satélite anterior ao de 3G, sin-

cronizar o canal reverso para que os sinais de todos os usuários cheguem alinhados no

satélite (MASSEY; MITTELHOLZER, 1991). O sincronismo no canal reverso proposto

em (GAUDENZI; ELIA; VIOLA , 1992) consiste em transmitir umclock de referência

juntamente com a estrutura do sinal CDMA, através de um código dedicado (chamado

master code), modulado por uma freqüência de referência precisa. A estrutura desse

sinal, chamado de sinal mestre (master signal), é similar a outros sinais que acessam

a rede. Durante o estabelecimento do sincronismo, cada usu´ario transmite seu sinal
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sincronizadamente com omaster signal. O sinal recebido pelo satélite é retransmi-

tido ao usuário imediatamente (sinalecho). A partir da diferença de tempo entre o

momento em que o sinal foi enviado pelo usuário e a recepção do echo, estima-se e

compensa-se o atraso de propagação. Uma vez estabelecidoo sincronismo, continua-

se o processamento para compensar variações do atraso de propagação. Essa técnica

de sincronismo é chamada de malha fechada local, pois cada unidade móvel possui sua

própria malha de sincronismo. Dessa forma, ojitter temporal nesse sistema é restrito a

poucas dezenas ou mesmo unidades de chip. Em casos práticos, esse pode ser mantido

abaixo de 0, 3 chips para uma taxa de chip de 1Mchip/s (GAUDENZI; ELIA; VIOLA ,

1992). Monitorando-se a potência domaster signaltambém pode-se implementar um

controle de potência de malha aberta, reduzindo assim o efeito near-far1.

Assim como em muitos casos práticos, o reuso de freqüência é aplicado nesse

sistema para aumentar a capacidade e o conjunto de códigos utilizáveis. Nesse caso,

é necessário um mı́nimo isolamento entre feixes adjacentes. Em um satélite multi-

feixes, pode-se designar diferentes famı́lias de códigospara diferentes feixes. Dessa

forma, a interferência causada por um feixe adjacente reutilizando a mesma freqüência

de portadora é atenuada pela isolação entre os feixes e também pelas boas propriedades

de correlação entre seqüências de famı́lias distintas(GAUDENZI; ELIA; VIOLA , 1992).

No sistema celular de telefonia móvel terrestre, pode-se obter o sincronismo no ca-

nal reverso utilizando também ummaster signalque contenha a informação doclock

de referência, figura 1.3. Assim como no sistema via satélite, os usuários recebem

o master signalde referência, com o qual transmitem de forma sincronizada. Em

uma microcélula, as distâncias envolvidas são pequenas(100m a 1000m) e, portanto,

a ERB receberá os sinais de todos os usuários com pequenas diferenças de atraso

de propagação (muito menores que um perı́odo de sı́mbolo), mesmo quando há um

usuário na borda da célula e outro muito próximos à ERB. Por exemplo (KAJIWARA;

NAKAGAWA , 1994), assumindo-se um sistema microcelular CDMA de 2G comtaxa

de bit de 9, 6kbps (modulação BPSK) e uma taxa de chip de 9, 6 × 103 × 127 ≈
1, 2Mchips/s (seqüência de espalhamento com comprimento de 127chips), o atraso

de propagação corresponde a 2∼ 8chipspara células de 300∼ 1000mde raio, respec-

tivamente.

Outra aplicação em telefonia móvel, a qual os usuários tentam transmitir sincroni-

1Esse efeito ocorre no canal reverso (da estação móvel para a ERB) quando sinais de estações móveis
são “sufocados” por sinais fortes provenientes de estaç˜oes móveis mais próximas à ERB.
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Sincronismo

Figura 1.3: Aplicação do QS-CDMA em telefonia móvel.

zadamente, utiliza oclockderivado do sistema local de posicionamento global (Global

Positioning System, GPS). Os receptores móveis equipados com receptores GPS,per-

mitem à ERB receber os sinais dos vários usuários com atrasos relativos mantidos em

uma fração de perı́odo de sı́mbolo (ILTIS, 1996) (ILTIS; MAILAENDER , 1996). Em

(ILTIS; MAILAENDER , 1996), duas abordagens são consideradas: a) o usuário desco-

nhece a distância da ERB; b) a distância da ERB é conhecidapelo usuário. Definindo

o perı́odo de chip comoTc, o raio da célula comorcel, e um erro temporal máximo no

clock do GPS porTGPS. Para o caso a), a diferença temporal entre um usuário loca-

lizado a uma distânciad = 0 e outro usuário no perı́metro da célula, comd = rcel, é

± rcel

2clight
, ondeclight = 3×108m/s representa a velocidade da luz no vácuo. Considerando

o pior caso de alinhamento declock, o erro temporal total dado em perı́odos de chip é:

∆ = ± 1
Tc

(
rcel

2clight
+ 2TGPS

)
(1.1)

Esse erro pode ser reduzido se for assumido que o usuário possa estimar o atraso de

percurso para a ERB (caso b). Utilizando o serviço de estimação de posição do GPS, o

usuário pode estimar o atraso de percurso e compensá-lo. Nesse caso, define-sePGPS

como o erro na estimativa de posicionameto do GPS, o que significa que qualquer

usuário conhece sua posição com erro de±PGPS metros. O erro temporal resultante
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para a ERB passa a ser±PGPS

clight
. Novamente, para o pior caso de alinhamento declock,

o erro temporal dado em perı́odos de chip é:

∆ = ± 1
Tc

(
PGPS

clight
+ 2TGPS

)
(1.2)

ConsiderandoTc = 8, 14×10−7s, o que corresponde a uma taxa de chip do sistema

2G de 1, 2MHz, TGPS = ±0, 5 × 10−6s, PGPS = 15m, e rcel = 2km (macrocélula),

obtém-se um erro temporal, conforme o caso a), de∆ = ±5, 3 chips, e∆ = ±1, 3 chips,

conforme o caso b) (ILTIS; MAILAENDER , 1996).

A técnica de multiplexação CDMA também pode ser utilizada em redes de paco-

tes, permitindo que usuários transmitam simultaneamente. Tal situação foi discutida

em (SAITO et al., 1998) utilizando o protocolo ALOHA. O protocolo ALOHA foi pro-

posto pela Universidade do Hawaii em 1970, para permitir a comunicação entre o

Centro de Computação da Universidade do Havaı́ e seus terminais, distantes geogra-

ficamente. A principal caracterı́stica desse protocolo é que cada terminal, assim que

receber a mensagem da fonte, transmite-a imediatamente. Sehouver colisão com a

transmissão de um outro terminal, cada terminal envolvidona colisão retransmitirá

sua mensagem em tempos aleatórios na tentativa de se evitarnovas colisões. O termi-

nal detecta se obteve ou não sucesso em sua transmissão através de uma informação

da Central por um outro canal auxiliar (LIMA , 1996). Uma modificação do ALOHA

é conhecida comoslottedALOHA. Nesse protocolo, as mensagens são enviadas em

um slot de tempo entre dois pulsos de sincronismo, sendo que a transmissão iniciará

somente no começo de umslot de tempo. Dessa forma, a taxa de colisões pode ser

reduzida para a metade (HARADA; PRASAD, 2002). Para transmitir o pacote com su-

cesso, deve-se garantir apenas um pacote noslot de tempo, como mostra a figura 1.4.

Se dois ou mais pacotes são gerados no mesmoslot de tempo, ocorrerá colisão.

Multiplexando os terminais com a técnica CDMA (CDMA ALOHA), o sistema

será capaz de transmitir pacotes simultaneamente. Uma vezque noslotedALOHA os

terminais estão sincronizados, o sistema QS-CDMA é perfeitamente aplicável para mi-

nimizar a interferência MAI e com isso, aumentar o desempenho (SAITO et al., 1998).

Existem outras aplicações para o sistema QS-CDMA, incluindo um sistema de

telefonia móvel celular de quarta geração (4G) propostorecentemente. Esse sistema,

chamado de LAS-CDMA, é brevemente discutido no apêndice D.
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Figura 1.4: SlottedALOHA.

Neste trabalho, são apresentados alguns métodos propostos de obtenção de famı́lias

de seqüências adequadas para a função de espalhamento em sistemas QS-CDMA. As

famı́lias estudadas aqui são: QS, OQS, Lin-Chang, LCZ-GMWbinária, LCZ-GMW

polifásica, ZCZ binária, ZCZ quadrifásica, PS, SP e LAS.Para estudar os métodos de

obtenção de algumas dessas famı́lias, é necessário compreender também os métodos

de construção e as caracterı́sticas das seqüências de máximo comprimento (SMC) e

seqüências GMW e da famı́lia Gold. A famı́lia de seqüências No complementa o es-

tudo, pois essa representa a generalização de SMC e seqüˆencias GMW, da famı́lia Gold

e da famı́lia pequena de Kasami.

Dentre as famı́lias de seqüências analisadas neste trabalho, especial atenção é dada

às famı́lias de seqüências binárias: QS, OQS, Lin-Chang, LCZ-GMW binária e ZCZ

binária. Para estas, são apresentadas figuras de desempenho, em termos de taxa de

erro de bit, de um sistema de comunicação móvel QS-CDMA. Para essa análise de

desempenho, foi considerada recepção convencional e canal Rayleigh multipercurso.

Conforme já mencionado, os sistemas de comunicação móvel estão exigindo taxa

de dados variável para integrar serviços variados. Entretanto, existem poucos trabalhos
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sobre seqüências adequadas a sistemas QS-CDMA de taxa de dados variável (multi-

taxa). Neste trabalho, é proposta uma metodologia para seleção de seqüências ade-

quadas a sistemas QS-CDMA multitaxa do tipo múltiplos ganhos de processamento

(multi-processing gain, MPG). A famı́lia de seqüências obtida com esse método éava-

liada comparativamente com a famı́lia de seqüências OVSF, a qual é composta de

seqüências Walsh-Hadamard, por meio de figuras de desempenho de um sistema QS-

CDMA multitaxa.

A seguir, a seção 1.1 apresenta o modelo do sistema adotadopara auxiliar o es-

tudo das famı́lias de seqüências. A seção 1.1.1 apresenta os critérios de seleção de

seqüências para sistemas QS-CDMA, baseados no modelo de sistema adotado anteri-

ormente. Alguns limites teóricos para as funções de correlação de seqüências são dis-

cutidos na seção 1.2. O estudo das metodologias de obtenção de famı́lias de seqüências

binárias encontra-se no capı́tulo 2, juntamente com uma comparação de suas carac-

terı́sticas e desempenhos proporcionados quando aplicadas em um sistema QS-CDMA

de taxa única de dados. O capı́tulo 3 traz uma breve discuss˜ao sobre sistemas CDMA

multitaxa, além de figuras de desempenho de sistema QS-CDMAmultitaxa do tipo

múltiplos códigos (multi-code, MC) utilizando algumas famı́lias de seqüências previa-

mente estudadas. Ainda nesse capı́tulo é proposto um método de seleção de seqüências

para sistemas QS-CDMA MPG. Por fim, o capı́tulo 4 apresenta asconclusões deste

trabalho, bem como propostas de trabalhos futuros. Os apêndices C, E e D com-

plementam o estudo com famı́lias de seqüências polifásicas, sistemas QS-CDMA com

detecção multiusuário do tipo cancelamento de interferência paralelo e o sistema LAS-

CDMA e as seqüências ternárias, respectivamente.

Neste trabalho, algumas demonstrações foram incluı́das, e detalhadas, apesar de

poderem ser encontradas na literatura aberta. A motivação para esse procedimento foi

a de buscar a completeza do texto e, adicionalmente, pelo fato de várias delas estarem

disponı́veis em uma forma muito compacta e dispersa.

1.1 Modelagem do sistema QS-CDMA

As seqüências de espalhamento são definidas como:

ci = {ci,0 ci,1 ... ci,N−1} (1.3)
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ondei representa ai-ésima seqüência do conjunto;N o comprimento da seqüência de

espalhamento; eci, j é o chip j da i-ésima seqüência, tal que
∑N−1

j=0 |ci, j | = N.

A razão entre o perı́odo do sı́mbolo de informaçãoT e o perı́odo de chipTc é

chamada de ganho de processamentoG = T
Tc

. Neste trabalho, todos os chips de uma

seqüência espalham cada um dos sı́mbolos de informação, logoG = N.

O carregamento do sistemaLoad= U
N relaciona o número de usuários ativosU no

sistema com o comprimentoN das seqüências utilizadas.

Em um sistema QS-CDMA, o sinal transmitido pelok-ésimo usuário pode ser dado

por:

sk(t) =
√

2Pbk(t)ck(t)cos(ωct) (1.4)

ondeP é a potência do sinal transmitido, a qual será considerada igual para todos os

usuários;bk(t) é um sinal BPSK (binary phase shift keying) representando a informação

eck(t) o sinal relativo à seqüência de espalhamento dado por:

ck(t) =
∞∑

m=−∞
p(t −mTc)ck,m (1.5)

ondeck,m = ck,m(mod N) é om-ésimo chip da seqüência de espalhamento de comprimento

N utilizada pelok-ésimo usuário;p(t) é a formatação de pulso retangular de amplitude

unitária no intervalo [0;Tc) e zero fora.

O sinal recebido na estação rádio base, figura 1.5, será:

r(t) =
U∑

u=1

L∑

L=1

αL(t)su(t − τu,L) + n(t) (1.6)

ondeU é o número de usuários ativos no sistema;αL(t) representa o ganho do canal

para o componente multipercursoL; τu,L é o atraso absoluto doL-ésimo componente

multipercurso dou-ésimo usuário en(t) é o ruı́do aditivo branco Gaussiano (additive

white Gaussian noise, AWGN).

A saı́da doℓ-ésimo correlacionador dok-ésimo usuário, analisada apenas em um

sı́mbolo de informação (sem perda de generalidade considera-se o intervalo 0≤ t < T,

ondeT = NTc é o perı́odo de sı́mbolo eτk,ℓ = 0) será:
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n(t)

r(t)

s1(t)

sk(t)

sU(t)

bk(t)

ck(t)
√

2Pcos(ωct)

τℓ,k eαℓ,k

Rayleigh multipercurso
Canal com desvanecimento

Figura 1.5: Sinal transmitido, canal e sinal recebido.

zk,ℓ =

∫ T

0
r(t)c∗k(t)cos(ωct − φk,ℓ)dt

=
√

2P
∫ T

0
αℓ(t)bk(t)ck(t)c

∗
k(t)cos2(ωct − φk,ℓ)dt+ Ik,ℓ + S Ik,ℓ + nk,ℓ(t)

(1.7)

onde o primeiro termo representa o sinal de interesse, o segundo a MAI, o terceiro

a SI e o último o AWGN processado;φk,ℓ = ωcτk,ℓ é o deslocamento de fase devido

ao atrasoτk,ℓ. Foram consideradas as estimativas perfeitas de atrasoτ̂k,ℓ e faseφ̂k,ℓ no

receptor, logôτk,ℓ = τk,ℓ e φ̂k,ℓ = φk,ℓ. Será considerado que o ganho de canalαℓ(t) é

constante no intervalo de integraçãoT (ou perı́odo do sı́mbolo de informação). Logo,

αℓ(t) = αℓ. Rearranjando a equação anterior, tem-se:

zk,ℓ =

√
P
2
αℓTb(0)

k + Ik,ℓ + S Ik,ℓ + nk,ℓ(t) (1.8)

ondeb(0)
k ∈ {−1; 1} é a informação de interesse.

Considerando recepção Rake comD correlacionadores (fingers), figura 1.6, e com-

binador de razão máxima (maximum ratio combiner, MRC), figura 1.7, tem-se:

yk =

D∑

ℓ=1

ℜ{zk,ℓα̂ℓ}

b̂(0)
k = sign(yk) (1.9)

ondeα̂ℓ é a estimativa do ganho de canal, a qual foi considerada perfeita, eb̂(0)
k é a

informação de interesse estimada.
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r(t)

cos(ωct − φ̂k,ℓ)

cos(ωct − φ̂k,D)

cos(ωct − φ̂k,1)

zk,1

zk,ℓ

zk,D∫
T

∫
T

∫
T

c∗k(t − τ̂k,ℓ)

c∗k(t − τ̂k,D)

c∗k(t − τ̂k,1)

Figura 1.6: Receptor Rake.

A MAI sobre oℓ-ésimo correlacionador dok-ésimo usuário será:

Ik,ℓ =

U∑

(u=1, u,k)

L∑

L=1

√
2P ·

·
∫ T

0
αL(t)bu(t − τu,L)cu(t − τu,L)c∗k(t)cos(ωct − φu,L)cos(ωct − φk,ℓ)dt

=

U∑

(u=1, u,k)

L∑

L=1

√
2PαL ·

·
∫ T

0
bu(t − τu,L)cu(t − τu,L)c∗k(t)

1
2
(
cos(ϕu,L) + cos(2ωct − (φu,L − φk,ℓ))

)
dt

=

U∑

(u=1, u,k)

L∑

L=1

√
P
2
αL

∫ T

0
bu(t − τu,L)cu(t − τu,L)c∗k(t)dt cos(ϕu,L)

(1.10)

ondeτu,L = τu,L − τk,ℓ é o atraso relativo entre o sinal de interesse (sinal doℓ-ésimo

componente multipercurso dok-ésimo usuário) e o sinal interferente (sinal doL-ésimo

componente multipercurso dou-ésimo usuário);ϕu,L = φu,L−φk,ℓ é a fase relativa entre

as portadoras do sinal de interesse e do sinal interferente.Os termos que correspondem

ao atraso relativo e à fase relativa não possuem os ı́ndices do sinal de interesse para
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zk,1

zk,ℓ

zk,D

ℜ{·}
b̂(0)

kyk

α̂1

α̂ℓ

α̂D

Figura 1.7: Combinador MRC.

simplificar a notação.

Será considerada a fase relativaϕu,L com função densidade de probabilidade (pro-

bability density function, pdf) uniforme definida no intervalo [0; 2π) e o atraso rela-

tivo τu,L com pdf uniforme definida no intervalo
[−τmax+ γL; τmax+ γL

]
, ondeγL =

∆L − ∆ℓ e τmax é o erro máximo de sincronismo, dado pela maior diferençaentre

os atrasos dosL-ésimos componentes multipercurso de dois usuários. As variáveis

∆ℓ assumem apenas valores positivos e múltiplos deTc e representam os atrasos dos

componentes multipercurso dado um perfil atraso-potênciadeterminı́stico, figura 1.8.

Observe queγL também não possui o ı́ndice do componente multipercurso de interesse

para simplificar a notação. Considera-se também, os sı́mbolos de informaçãob = −1

eb = 1 equiprováveis.

Analogamente à MAI, a SI sobre oℓ-ésimo correlacionador dok-ésimo usuário

será:

S Ik,ℓ =
L∑

L=1, L,ℓ

√
P
2
αL

∫ T

0
bk(t − τk,L)ck(t − τk,L)c∗k(t)dt cos(ϕk,L) (1.11)

O AWGN processado para oℓ-ésimo correlacionador dok-ésimo usuário é dado

por:
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Potência normalizada

seg.
∆ℓ ∆L∆1 = 0 ∆2

Figura 1.8: Perfil atraso-potência determinı́stico.

nk,ℓ(t) =
∫ T

0
n(t)c∗k(t)cos(ωct − φk,ℓ)dt

=

N−1∑

m=0

c∗k,m

∫ (m+1)Tc

mTc

n(t)cos(ωct − φk,ℓ)dt (1.12)

Será calculada a relação sinal-ruı́do-interferência(signal-to-noise plus interference

ratio, SNIR) na saı́da doℓ-ésimo correlacionador dok-ésimo usuário:

S NIRk,ℓ =
potência do sinal de interesse

potência da MAI, da SI e do AWGN processado
(1.13)

onde a potência do sinal de interesse será:

Eα




√

P
2
αℓTb(0)

k


2

=

P
2

T2Eα{α2
ℓ} (1.14)

A potência do AWGN processado será:

E
{(

nk,ℓ(t)
)2
}
= E




N−1∑

m=0

c∗k,m

∫ (m+1)Tc

mTc

n(t)cos(ωct)dt


2
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= E


N−1∑

m=0

(
|ck,m|2

∫ (m+1)Tc

mTc

∫ (m+1)Tc

mTc

n(t)n(u)cos(ωct)cos(ωcu) dt du+

+

N−1∑

p=0

c∗k,mc∗k,p

∫ (m+1)Tc

mTc

∫ (p+1)Tc

pTc

n(t)n(u)cos(ωct)cos(ωcu) dt du





=

N−1∑

m=0

(∫ (m+1)Tc

mTc

∫ (m+1)Tc

mTc

N0

2
δ(t − u)cos(ωct)cos(ωcu) dt du

)

=

N−1∑

m=0

N0 Tc

4

=
N0 T

4
(1.15)

Comoϕ, b, τ eα são variáveis aleatórias independentes, a potência daMAI e da

SI sobre oℓ-ésimo correlacionador dok-ésimo usuário serão:

Eϕ,b,τ,α

{(
Ik,ℓ

)2
}
= Eα

{
Eτ

{
Eb

{
Eϕ

{(
Ik,ℓ

)2
}}}}

Eϕ,b,τ,α

{(
S Ik,ℓ

)2
}
= Eα

{
Eτ

{
Eb

{
Eϕ

{(
S Ik,ℓ

)2
}}}}

(1.16)

Inicialmente, será calculada a potência da MAI, a qual pode ser reescrita como:

Ik,ℓ =

U∑

(u=1, u,k)

L∑

L=1

√
P
2
αLJu,L cos(ϕu,L) (1.17)

ondeJu,L =
∫ T

0
bu(t − τu,L)cu(t − τu,L)c∗k(t)dt. Realizando a média na variávelϕu,L:

Eϕ

{(
Ik,ℓ

)2
}
=

U∑

(u=1, u,k)

L∑

L=1

P
2
α2
LJ2

u,L

∫ 2π

0
cos2(ϕu,L)

1
2π

dϕu,L

=

U∑

(u=1, u,k)

L∑

L=1

P
4
α2
LJ2

u,L (1.18)

Realizando a média na variávelbu:

Eb

{
Eϕ

{(
Ik,ℓ

)2
}}
=

U∑

(u=1, u,k)

L∑

L=1

P
4
α2
LEb

{
J2

u,L
}

(1.19)

ReescrevendoJu,L:
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Ju,L =

∫ T

0
bu(t − τu,L)cu(t − τu,L)c∗k(t)dt

=



(
b(−1)

u Ru,k(τu,L) + b(0)
u R̃u,k(τu,L)

)
, paraτu,L ≥ 0(

b(0)
u Ru,k(τu,L) + b(1)

u R̃u,k(τu,L)
)
, paraτu,L < 0

(1.20)

ondeb(−1)
u , b(0)

u e b(1)
u são as informações do usuário interferente que participam da

integração e as funçõesRu,k(τu,L) e R̃u,k(τu,L) são chamadas de funções de correlação

cruzada parcial par e ı́mpar, respectivamente, definidas como:

Ru,k(τ) =
∫ τ

0
cu(t − τ)c∗k(t) dt

R̃u,k(τ) =
∫ T

τ

cu(t − τ)c∗k(t) dt, comτ = τ paraτ ≥ 0 eτ = T + τ paraτ < 0

(1.21)

Observa-se que, paraτ < 0, Ru,k(τ) e R̃u,k(τ) são equivalentes aRu,k(T + τ) e

R̃u,k(T + τ), respectivamente.

Assim, tem-se:

Eb

{
J2

u,L
}
=



Eb

{(
b(−1)

u Ru,k(τu,L) + b(0)
u R̃u,k(τu,L)

)2
}
, τu,L ≥ 0

Eb

{(
b(0)

u Ru,k(τu,L) + b(1)
u R̃u,k(τu,L)

)2
}
, τu,L < 0

=
1
2

{(
Ru,k(τu,L) + R̃u,k(τu,L)

)2
+

+
(
Ru,k(τu,L) − R̃u,k(τu,L)

)2
}

=

{(Ru,k(τu,L)
)2
+

(
R̃u,k(τu,L)

)2
}

(1.22)

O próximo passo é realizar a média na variávelτu,L:

Eτ

{
Eb

{
Eϕ

{(
Ik,ℓ

)2
}}}
=

U∑

(u=1, u,k)

L∑

L=1

P
4
α2
LEτ

{
Eb

{
J2

u,L
}}

(1.23)

onde:
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Eτ

{
Eb

{
J2

u,L
}}
=

1
2τmax

∫ τmax+γL

−τmax+γL

[(Ru,k(τu,L)
)2
+

(
R̃u,k(τu,L)

)2
]

dτu,L

(1.24)

Fazendo−τmax+γL eτmax+γL múltiplos deTc, tem-se−τmax+γL
Tc

= υ1 e τmax+γL
Tc
= υ2

números inteiros. Como os sinaiscu(t) são periódicos com perı́odoNTc, tem-se que:

Ru,k(υ1Tc) ≡ Ru,k((υ1 modN)Tc)

Ru,k(υ2Tc) ≡ Ru,k((υ2 modN)Tc)

R̃u,k(υ1Tc) ≡ R̃u,k((υ1 modN)Tc)

R̃u,k(υ2Tc) ≡ R̃u,k((υ2 modN)Tc) (1.25)

Assim, pode-se reescrever (1.24) como:

Eτ

{
Eb

{
J2

u, j,L
}}
=

1
2τmax

υ2−1∑

m=υ1

·

·
∫ ((m mod N)+1) Tc

(m mod N)Tc

[(Ru,k(τu,L)
)2
+

(
R̃u,k(τu,L)

)2
]

dτu,L

(1.26)

O desenvolvimento da integral da expressão acima é apresentado no apêndice A.1.

Com esse resultado, tem-se:

Eτ

{
Eb

{
J2

u, j,L
}}
=

1
2τmax

υ2−1∑

m=υ1

ρu,k(m modN) (1.27)

onde:

ρu,k(m) =
T3

c

3
(
Cu,k(m− N + 1)Cu,k(m− N) +Cu,k(m+ 1)Cu,k(m)+

+ C2
u,k(m− N) +C2

u,k(m) +C2
u,k(m− N + 1)+C2

u,k(m+ 1)
)

(1.28)



1.1 Modelagem do sistema QS-CDMA 18

e

Cu,k(d) =



∑N−d−1
v=0 cu,vc∗k,v+d 0 ≤ d ≤ N − 1

∑N+d−1
v=0 cu,v−dc∗k,v 1− N ≤ d < 0

0 |d| ≥ N

(1.29)

ondeck = {ck,1, ck,2, ..., ck,N} ecu = {cu,1, cu,2, ..., cu,N}.

Finalmente, realiza-se a média na variávelαL:

Eα

{
Eτ

{
Eb

{
Eϕ

{(
Ik,i,ℓ

)2
}}}}

=

U∑

(u=1, u,k)

L∑

L=1

P
8τmax

Eα{α2
L} ·

·
υ2−1∑

m=υ1

ρu,k(m modN) (1.30)

Portanto, a potência da MAI sobre oℓ-ésimo correlacionador dok-ésimo usuário

será:

Eα,ϕ,b,τ

{(
Ik,i,ℓ

)2
}
=

U∑

(u=1, u,k)

L∑

L=1

P
8τmax

Eα{α2
L(t)}

υ2−1∑

m=υ1

ρu,k(m modN) (1.31)

Será calculada a potência da SI como em (1.16). Inicialmente, calcula-seEϕ
{(

S Ik,ℓ
)2
}
,

ondeS Ik,ℓ é dado por (1.11):

Eϕ

{(
S Ik,ℓ

)2
}
=

L∑

L=1, L,ℓ

P
4
α2
LJ2

k,L (1.32)

ondeJk,L é dado por:

Jk,L =

∫ T

0
bk(t − τk,L)ck(t − τk,L)ck(t)

∗dt

=


b(−1)

k Rk,k(τk,L) + b(0)
k R̃k,k(τk,L), τk,L ≥ 0

b(0)
k Rk,k(τk,L) + b(1)

k R̃k,k(τk,L), τk,L < 0
(1.33)

onde:
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Rk,k(τ) =
∫ τ

0
ck(t − τ)c∗k(t) dt

R̃k,k(τ) =
∫ T

τ

ck(t − τ)c∗k(t) dt, comτ = τ paraτ ≥ 0 eτ = T + τ paraτ < 0

(1.34)

são as funções de autocorrelação parciais par e ı́mpar, respectivamente. Observa-se

que, paraτ < 0,Rk,k(τ) e R̃k,k(τ) são equivalentes aRk,k(T + τ) e R̃k,k(T + τ), respecti-

vamente.

Realizando a média para o sı́mbolo de informaçãobk:

Eb

{
Eϕ

{(
S Ik,ℓ

)2
}}
=

L∑

L=1, L,ℓ

P
4
α2
L(t)Eb

{
J2

k,L
}

(1.35)

ondeEb

{
J2

k,L

}
:

Eb

{
J2

k,L
}
=

(Rk,k(τk,L)
)2
+

(
R̃k,k(τk,L)

)2
(1.36)

Considera-se o perfil atraso-potência determinı́stico, assim,τk,L = τk,ℓ − τk,L =
∆ℓ − ∆L é uma constante e não uma variável aleatória. Adicionalmente,τk,L assume

apenas valores múltiplos deTc, impostos pelo perfil atraso-potência do canal. Assim,

do apêndice A.2, pode-se reescrever:

Rk,k(τk,L) = TcCk,k(
τk,L
Tc
− N)

R̃k,k(τk,L) = TcCk,k(
τk,L
Tc

) (1.37)

Realizando a média na variávelαL:

Eα

{
Eb

{
Eϕ

{(
S Ik,ℓ

)2
}}}
=

L∑

L=1, L,ℓ

P
4
Eα

{
α2
L
} 

(
TcCk,k(

τk,L
Tc
− N)

)2

+

(
TcCk,k(

τk,L
Tc

)

)2

(1.38)

A potência da SI é, portanto, dada por:
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Eϕ,b,α

{(
S Ik,ℓ

)2
}
=

L∑

L=1, L,ℓ

P
4
Eα

{
α2
L(t)

} 
(
TcCk,k(

τk,L
Tc
− N)

)2

+

(
TcCk,k(

τk,L
Tc

)

)2

(1.39)

Então, obtém-se a relação sinal-ruı́do-interferência (SNIR) na saı́da doℓ-ésimo

correlacionador dok-ésimo usuário:

S NIRk,ℓ =

P
2T2Eα{α2

ℓ
}

Eϕ,b,τ,α

{(
Ik,ℓ

)2
}
+ Eϕ,b,α

{(
S Ik,ℓ

)2
}
+

N0T
4

(1.40)

ondeEϕ,b,τ,α
{(

Ik,ℓ
)2
}

é dado pela equação (1.31) eEϕ,b,α
{(

S Ik,ℓ
)2
}

é dado pela equação

(1.39).

Como as energias de sı́mbolo recebidoEb = P · T foram admitidas iguais para

todos os usuários:

S NIRk,ℓ =
Eb Eα{α2

ℓ
}

2
T

{
Eϕ,b,τ,α

{(
Ik,ℓ

)2
}
+ Eϕ,b,α

{(
S Ik,ℓ

)2
}}
+

N0
2

(1.41)

Para maximizar o desempenho do sistema para todos os usuários, deve-se maxi-

mizar a SNIR na saı́da de todos os correlacionadores de todosos usuários.

A seguir serão apresentadas algumas definições que auxiliarão o estudo de seqüências

de espalhamento adequadas para sistemas QS-CDMA.

Sejad ∈ Z. Define-se função de correlação cruzada periódica par(even cross-

correlation, ECC), figura 1.9, como:

θ(ci , cj , d) = θi, j(d) =


Ci, j(d) +C∗j,i(N − d), 0 ≤ d < N

Ci, j(d) +C∗j,i(−N − d), −N < d < 0
(1.42)

e função de correlação cruzada periódica ı́mpar (odd cross-correlation, OCC), figura

1.10, como:

Θ(ci , cj , d) = Θi, j(d) =


Ci, j(d) −C∗j,i(N − d), 0 ≤ d < N

Ci, j(d) −C∗j,i(−N − d), −N < d < 0
(1.43)
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ondeCi, j(d) é a função de correlação aperiódica dada por (1.29) ereescrita a seguir:

C(ci , cj, d) = Ci, j(d) =



∑N−d−1
m=0 ci,mc∗j,m+d, 0 ≤ d < N

∑N+d−1
m=0 ci,m−dc∗j,m, −N < d < 0

0 |d| ≥ N

(1.44)

onde i , j; ∗ denota o complexo conjugado;d representa o deslocamento entre as

seqüências de espalhamento. Em (1.42) e (1.43), quandoi = j, define-se a função de

autocorrelação par (even autocorrelation, EAC) e ı́mpar (odd autocorrelation, OAC),

respectivamente.

∑

c∗j,dc∗j,0 c∗j,d−1c∗j,N−1c∗j,dc∗j,d−1

ci,0ci,0 ci,N−d−1 ci,N−d ci,N−1ci,N−1

θi, j(d) ECC

Figura 1.9: Função de correlação periódica par.

É fácil verificar a propriedade:

Ci, j(−d) = C∗j,i(d) (1.45)

De (1.42) e (1.45) tem-se a propriedade:

θi, j(−d) = Ci, j(−d) +C∗j,i(−N + d) = C∗j,i(d) +Ci, j(N − d) = θ∗j,i(d) (1.46)

Analogamente, de (1.43) e (1.45) tem-se a propriedade:
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∑

c∗j,dc∗j,d−1 c∗j,N−1 −c∗j,0 −c∗j,d−1 −c∗j,d

ci,0ci,0 ci,N−d−1 ci,N−d ci,N−1ci,N−1

Θi, j(d) OCC

Figura 1.10: Função de correlação periódica ı́mpar.

Θi, j(−d) = Ci, j(−d) −C∗j,i(−N + d) = C∗j,i(d) −Ci, j(N − d) = Θ∗j,i(d) (1.47)

De (1.42) e (1.44), tem-se:

θi, j(d) =
N−1∑

m=0

ci,mcj,m+d( mod N), para |d| < N (1.48)

1.1.1 Critério de seleç̃ao de seq̈uências para sistemas QS-CDMA

Observando (1.18) e (1.20) verifica-se que a potência da MAIprovocada sobre oℓ-

correlacionador dok-ésimo usuário será função da potência do sinal transmitido, do

valor médio quadrático dos coeficientes de desvanecimento do canal e das funções de

correlação parciais ponderadas pelos sı́mbolos de informação. O apêndice A.2 mostra

que pode-se reescrever a função de correlação parcial (1.21) em termos da função de

correlação aperiódica (1.44):

Ru,k(τ) = TcCu,k(d − N) +
[
Cu,k(d − N + 1)−Cu,k(d − N)

]
(τ − dTc),

R̃u,k(τ) = TcCu,k(d) +
[
Cu,k(d + 1)−Cu,k(d)

]
(τ − dTc),
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0 ≤ dTc ≤ τ < (d + 1)Tc < NTc (1.49)

A soma e a subtração dessas funções de correlação parcial podem ser expressas

em termos da função de correlação periódica par,θi, j(τ) (1.42), e ı́mpar,Θi, j(τ) (1.43),

respectivamente:

Ru,k(τ) − R̃u,k(τ) = Tc
(
Θu,k(d)

)
+ (τ − dTc)

(
Θu,k(d + 1)− Θu,k(d)

)
,

Ru,k(τ) + R̃u,k(τ) = Tc
(
θu,k(d)

)
+ (τ − dTc)

(
θu,k(d + 1)− θu,k(d)

)

0 ≤ dTc ≤ τ < (d + 1)Tc < NTc (1.50)

Fazendoτ = rTc eTc =
T
N em (1.50), tem-se:

Ru,k(rTc) − R̃u,k(rTc) = T

(
Θu,k(d)

N

)
+ T(r − d)

(
Θu,k(d + 1)

N
− Θu,k(d)

N

)
,

Ru,k(rTc) + R̃u,k(rTc) = T

(
θu,k(d)

N

)
+ T(r − d)

(
θu,k(d + 1)

N
− θu,k(d)

N

)

0 ≤ d ≤ r < (d + 1) < N (1.51)

De (1.51) e (1.20), tem-se, na situação de bits consecutivos iguais,b(−1)
u = b(0)

u ,

a potência da MAI dependente da função de correlação cruzada periódica par e, na

situação de bits consecutivos opostos,b(−1)
u = −b(0)

u , a potência da MAI dependente

da função de correlação cruzada periódica ı́mpar. Considerando bits equiprováveis, a

função de correlação cruzada periódica par e a função de correlação cruzada periódica

ı́mpar são igualmente importantes para a determinação da potência da MAI.

Fazendo a mesma análise para a potência da SI, equações (1.32) e (1.33), verifica-

se que na situação de bits consecutivos iguais,b(−1)
k = b(0)

k , a potência da SI depende

da função de autocorrelação periódica par. Na situação de bits consecutivos opos-

tos, b(−1)
u = −b(0)

u , a potência da SI depende da função de autocorrelação periódica

ı́mpar. Assim, novamente, considerando bits equiprováveis, a função de autocorrelação

periódica par e a função de autocorrelação periódicaı́mpar são igualmente importantes

para a determinação da potência da SI.

Então, para minimizar a potência da MAI e da SI e, em conseq¨uência, maximizar

o desempenho do sistema, deve-se obter conjuntos de seqüências de espalhamento que
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resultem em reduzidos valores para as funções de correlac¸ão periódica par e ı́mpar.

Como o atraso relativoτu,L em (1.20) possuipdf uniforme definida no intervalo
[−τmax+ γL; τmax+ γL

]
, a potência da MAI dependerá das funções de correlação cru-

zada periódica parθu,k(d) e ı́mparΘu,k(d) apenas para2 |d| ≤
⌈
max

{∣∣∣∣− τmax
Tc
+
γL
Tc

∣∣∣∣ ;
∣∣∣∣τmax

Tc
+

γL
Tc

∣∣∣∣
}⌉
=

⌈
τmax
Tc
+
∆L
Tc

⌉
, onde∆L é o espalhamento máximo multipercurso. Analogamente,

comoτk,L em (1.33) não será maior que∆L, a potência da SI dependerá das funções de

autocorrelação periódica parθk,k(d) e ı́mparΘk,k(d) apenas para|d| ≤
⌈
∆L
Tc

⌉
.

Dado que o erro máximo de sincronismoτmax e o espalhamento máximo multi-

percurso∆L podem ser pequenos, as potências da MAI e da SI podem ser reduzidas

utilizando-se conjuntos de seqüências que resultam em valores reduzidos paraθu,k(d)

e Θu,k(d), com |d| ≤
⌈
τmax
Tc
+
∆L
Tc

⌉
, e θk,k(d) e Θk,k(d), com |d| ≤

⌈
∆L
Tc

⌉
, para quaisquer

seqüênciascu eck pertencentes ao conjunto.

Será mostrado na seção 1.2 que quanto menor for o intervalo em que as funções de

correlação assumem valores reduzidos, maior é o limite superior teórico para o número

de seqüências do conjunto.

No próximo capı́tulo, serão apresentadas várias famı́lias de seqüências que resul-

tam em funções de correlação cruzada periódica par reduzida. Obter expressões para as

funções de correlação periódica par para uma dada fam´ılia de seqüências é mais fácil

do que obter expressões para as funções de correlação periódica ı́mpar. Existem pou-

cos trabalhos publicados sobre funções de correlação periódica ı́mpar de seqüências.

Conforme será mostrado, a maioria das seqüências de comprimento ı́mpar é obtida

a partir das seqüências de máximo comprimento (SMC), também conhecidas como

m-sequences. As propriedades das funções de correlação periódicapar das SMC

são conhecidas. Com esse conhecimento, são obtidas expressões para as funções de

correlação cruzada periódica par para seqüências obtidas a partir das SMC.

Analogamente, as seqüências de comprimento par são, em sua maioria, obtidas a

partir de seqüências complementares, das quais apenas aspropriedades de correlação

periódica par são conhecidas. Então, obter expressõespara as funções de correlação

periódica par das seqüências de comprimento par é imediato.

Observe a diferença entre as funções de correlação periódicas par e ı́mpar:

2⌈x⌉ representa o menor inteiro maior ou igual ax.



1.2 Limites teóricos 25

θi, j(d) − Θi, j(d) =


2C∗j,i(N − d), 0 ≤ d < N

2C∗j,i(−N − d), −N < d < 0
(1.52)

Parad = ±1 essa diferença será no máximo 2, em módulo, e parad = ±2 a

diferença será no máximo 4, em módulo. Então, para valores ded reduzidos, se a

função de correlação periódica par assumir valores reduzidos, a função de correlação

periódica ı́mpar também assumirá valores reduzidos. Isso significa que, para sistemas

QS-CDMA, pode ser suficiente utilizar conjuntos de seqüências que resultam valores

reduzidos apenas para as funções de correlação periódica par, a fim de minimizar as

potências da MAI e da SI e, consequentemente, maximizar a SNIR e o desempenho

do sistema. Essa constatação auxilia o estudo de seqüências, visto que pouco foi pu-

blicado sobre as funções de correlação periódica ı́mpar de seqüências.

A seção seguinte apresentará alguns limites teóricos para as funções de correlação.

Esses limites mostram quão pequenos podem ser os valores assumidos pelas funções

de correlação das seqüências de um conjunto.

1.2 Limites teóricos

Conforme foi mostrado na seção anterior, é desejável obter seqüências que resultam

em valores reduzidos para as funções de autocorrelaçãoe de correlação cruzada. Inici-

almente em (WELCH, 1974), foi apresentado um limite que estabelece quão reduzidos

podem ser os valores da função de correlação cruzada periódica par e da função de

autocorrelação periódica par para um conjuntoA de K seqüências compostas de ele-

mentos complexos tal queθ(u, u, 0) = N, comu ∈ A. Esse limite é chamado de limite

de Welch e é dado por:

(
θmax

N

)2

≥ K − 1
KN − 1

(1.53)

onde:

θmax = max{θc, θa}

θc = max{|θ(u, v, d)| : u , v, |d| < N}
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θa = max{|θ(u, u, d)| : 0 < |d| < N} (1.54)

ondeu, v ∈ A.

Para as funções de correlação aperiódica, o limite de Welch é dado por:

(Cmax

N

)2

≥ K − 1
K(2N − 1)− 1

(1.55)

onde:

Cmax = max{Cc,Ca}

Cc = max{|C(u, v, d)| : u , v, |d| < N}

Ca = max{|C(u, u, d)| : 0 < |d| < N} (1.56)

A demonstração do limite de Welch utiliza-se de um teoremado produto escalar

(WELCH, 1974) o que a torna relativamente longa. Em (MASSEY, 1991), apresentou-

se uma forma elementar de derivar o limite de Welch.

Em (SARWATE, 1979), Sarwate faz a observação que se um conjunto de seq¨uências

possui boas propriedades de correlação cruzada, as propriedades de autocorrelação não

serão muito boas. Essa observação qualitativa é verificada com limites inferiores que

relacionam as funções de correlação cruzada e de autocorrelação. Para as funções de

correlação periódica par, o limite de Sarwate é dado por:

(
θ2c

N

)
+

N − 1
N(K − 1)

(
θ2a

N

)
≥ 1 (1.57)

Para as funções de correlação aperiódica, o limite de Sarwate é dado por:

(2N − 1)
N

(
C2

c

N

)
+

2(N − 1)
N(K − 1)

(
C2

a

N

)
≥ 1 (1.58)

Fazendoθmax = max{θc, θa} em (1.57) eCmax = max{Cc,Ca} em (1.58), obtém-se

os limites de Welch (1.53) e (1.55), respectivamente. Assim, tem-se que os limites de

Welch são casos particulares dos limites de Sarwate.

O limite de (1.57) mostra que não é possı́vel obter conjuntos de seqüências ideais.

Considera-se ideais os conjuntos de seqüências tais que:
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|θ(u, v, d)| = 0, para u , v, |d| < N

|θ(u, u, d)| = 0, para 0< |d| < N (1.59)

Isso não é suficiente para afirmar que conjuntos ideais, quando utilizados em sis-

temas DS/CDMA, eliminam totalmente a MAI e SI. Deve-se considerar a função de

correlação ı́mpar na determinação da MAI e da SI, como mostrado na seção anterior.

Além de (SARWATE, 1979) apresentar limites para as funções de correlação periódica

par e aperiódica, esse apresenta também um limite que relaciona as funções de correlação

periódica ı́mpar:

(
Θ2

c

N

)
+

N − 1
N(K − 1)

(
Θ2

a

N

)
≥ 1 (1.60)

onde:

Θmax = max{Θc,Θa}

Θc = max{|Θ(u, v, d)| : u , v, |d| < N}

Θa = max{|Θ(u, u, d)| : 0 < |d| < N} (1.61)

Em sistemas QS-CDMA, os sinais chegam ao receptor confinadosem um intervalo

de tempo. Assim, as seqüências utilizadas no sistema ser˜ao observadas quase sincroni-

zadas. Então, é suficiente que o conjunto seja ideal ou resulte em valores reduzidos de

correlação apenas para uma faixa de deslocamentos. Conforme já mencionado, para a

função de correlação cruzada, é desejável que a faixaseja|d| ≤
⌈

1
Tc

(τmax+ ∆L)
⌉
, onde

τmax + ∆L representa o maior atraso observado entre sinais de usuários distintos em

um sistema QS-CDMA. Para a função de autocorrelação, édesejável que a faixa seja

0 < |d| ≤
⌈
∆L
Tc

⌉
, onde∆L representa o maior atraso observado entre os multipercursos

de um mesmo usuário (espalhamento máximo multipercurso). Assim, para analisar os

conjuntos de seqüências adequados para sistemas QS-CDMA, definem-se zonas (fai-

xas) nas quais as funções de correlação são reduzidas.

A zona de correlação cruzada periódica par reduzida paraum conjuntoAde seqüên-

cias é definida como:



1.2 Limites teóricos 28

LCCZ = max{Z : |θ(u, v, d)| ≤ θcCZ, ∀u, v ∈ A, u , v, |d| ≤ Z} (1.62)

A zona de autocorrelação periódica par reduzida é definida como:

LACZ = max{Z : |θ(u, u, d)| ≤ θaCZ,∀u ∈ A, 0 < |d| ≤ Z} (1.63)

e a zona de correlação reduzida (low correlation zone, LCZ) é definida como:

LCZ = min{LCCZ, LACZ} (1.64)

Quandoθm = max{θcCZ, θaCZ} = 0, (1.62) define a zona de correlação cruzada nula

(ZCCZ) e (1.63) define a zona de autocorrelação nula (ZACZ). Conseqüentemente, (1.64)

define a zona de correlação nula (zero correlation zone, ZCZ).

Os conjuntos que possuemθm = 1 e LCZ = 0 são chamados de conjuntos quase

ortogonais e os que possuemθm = 1 e LCZ > 0 são chamados de conjuntos quase

ortogonais generalizados. Em contrapartida, os conjuntosque possuemθm = 0 eZCZ =

0 são chamados de conjuntos ortogonais e os que possuemθm = 0 e ZCZ > 0 são

chamados de conjuntos ortogonais generalizados.

A partir das observações anteriores, tem-se que as funç˜oes de correlação devem ser

consideradas apenas no intervalo|d| ≤ LCZ ou |d| ≤ ZCZ, para a análise dos conjuntos

de seqüências aplicadas em sistemas QS-CDMA.

Em (TANG; FAN; MATSUFUJI, 2000) e (TANG; FAN, 2001a) foram apresentados

os limites para as funções de correlação para o intervalo |d| ≤ LCZ:

θ2mCZ ≥ N
KLCZ + K − N
KLCZ + K − 1

C2
mCZ ≥ N2 (K − 1)(LAPCZ+ 1)− N + 1

(KLAPCZ)(N + LAPCZ)

Θ2
mCZ ≥ N

KLOPCZ+ K − N
(KLOPCZ+ K − 1)

(1.65)

onde,θmCZ = max{θcCZ, θaCZ} e analogamente àLCZ, definem-se:
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LAPCZ =

= max{Z : |C(u, v, d)| ≤ CmCZ, onde (|d| ≤ Z e u , v) ou (0< |d| ≤ Z e u = v)}

LOPCZ =

= max{Z : |Θ(u, v, d)| ≤ ΘmCZ, onde (|d| ≤ Z e u , v) ou (0< |d| ≤ Z e u = v)}

(1.66)

Os limites de (1.65) são chamados de limites de Tang-Fan.

Recentemente em (PENG; FAN, 2002) e (PENG; FAN, 2003a) foram derivados limi-

tes que relacionam as funções de correlação periódicapar e aperiódica para seqüências

binárias, respectivamente, considerando a zona de correlação reduzida (LCZ). Em

(PENG; FAN, 2003b), o limite que relaciona a função de autocorrelação periódica par

com a função de correlação cruzada periódica par considerando a LCZ foi generali-

zado para seqüências compostas de elementos complexos demódulos unitários. Esse

é dado por:

1
K

(
1− 1

LCZ + 1

)
θ2aCZ +

(
1− 1

K

)
θ2cCZ ≥ N − N2

K(LCZ + 1)
(1.67)

FazendoLCZ = N−1,θaCZ = θa eθcCZ = θc em (1.67), obtém-se o limite de Sarwate

(1.57) para as funções de correlação periódica par. Fazendoθm = max{θcCZ, θaCZ} e

LCZ = N−1 em (1.67), obtém-se o limite de Welch (1.53) para as funç˜oes de correlação

periódica par.

Como o limite de Sarwate para as funções de correlação periódica par (1.57) é um

caso particular de (1.67), este é chamado de limite de Sarwate generalizado. Neste

trabalho, é dada maior atenção às funções de correlac¸ão periódica par, pois a maioria

das metodologias de seleção de seqüências aqui discutidas objetivam obter conjuntos

de seqüências que resultam em reduzidos valores de correlação periódica par. Assim,

a seção seguinte apresenta a demonstração do limite de Sarwate generalizado apenas

para as funções de correlação periódica par.
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1.2.1 Limite de Sarwate generalizado

Considereq um inteiro positivo maior que 1, o conjunto dos números inteiros menores

queq, Zq = {0, 1, ..., q− 1}, os elementos complexos de módulo unitário,Wn
q = e

√
−12π
q n,

e o conjunto deq elementosWq, E = {W0
q,W

1
q, ...,W

q−1
q }. Considere a seqüênciax =

(x0, x1, ..., xN−1) ∈ EN de comprimentoN. Quandoq = 2 a seqüênciax é binária.

Para derivar o limite de Sarwate generalizado serão demonstradas 4 propriedades

de correlação (Lema 1.2.1 a 1.2.4).

Lema 1.2.1 Para qualquer seqüênciax ∈ EN e qualquer inteiro d= 0, 1, ...,N − 1

tem-se:

∑

y∈EN

|θ(x, y, d)|2 = NqN (1.68)

A prova é apresentada a seguir (PENG; FAN, 2003a).

Sejamx = {Wu0
q ,W

u1
q , ...,W

uN−1
q } e y = {Wv0

q ,W
v1
q , ...,W

vN−1
q }, ondeui , vi ∈ Zq com

i = 0, 1, ...,N − 1. Tem-se que:

∑

y∈EN

|θ(x, y, d)|2 =
∑

y∈EN

θ(x, y, d)θ∗(x, y, d)

=
∑

y∈EN


N−1∑

i=0

Wui−vi+d
q




N−1∑

j=0

W
−uj+vj+d
q



=

N−1∑

i, j=0

W
ui−uj
q H(i, j, d) (1.69)

onde

H(i, j, d) =
∑

y∈EN

W
−vi+d+vj+d
q (1.70)

Existe um total deqN seqüênciasy ∈ EN. Observando dois elementos quaisquer

vi+d e vj+d das seqüênciasy = {v0, v1, ..., vi+d, ..., vj+d, ...vN−1}, existemq2 combinações

distintas de elementosvi+d e vj+d. Então, percorrendo todas asqN seqüênciasy ∈ EN,

observa-se cada uma dasq2 combinações distintas de elementosvi+d evj+d se repetirem
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qN−2 vezes, totalizando asq2qN−2 = qN seqüências. Assim, sei , j em (1.70):

H(i, j, d) = qN−2
q−1∑

r,s=0

W−r+s
q = 0 (1.71)

Sei = j em (1.70):

H(i, j, d) =
∑

y∈EN

W0
q = qN (1.72)

De (1.69) tem-se:

∑

y∈EN

|θ(x, y, d)|2 =
N−1∑

i, j=0

W
ui−uj
q H(i, j, d) =

N−1∑

k=0

W0
qH(k, k, d) +

N−1∑

i, j=0, i, j

W
ui−uj
q H(i, j, d)

(1.73)

Substituindo (1.71) e (1.72) em (1.73):

∑

y∈EN

|θ(x, y, d)|2 =
N−1∑

i, j=0

W
ui−uj
q H(i, j, d) = NqN (1.74)

Assim, prova-se o Lema 1.2.1.

Considere elementoswi ≥ 0, comi = 0, 1, ..., LCZ, considere também
∑LCZ

i=0 wi = 1

ew = (w0,w1, ...,wLCZ). Define-se o operador deslocamento cı́clico como:

Tix = (xi , xi+1, ..., x0, xN−1, ..., xN−i) (1.75)

O número de seqüências em um conjuntoA será denotado por|A|. Considere

x ∈ EN e A, B ⊆ EN, com|A| > 0 e |B| > 0. Define-se:

F(A, B) =
1
|A||B|

∑

x∈A

∑

y∈B

LCZ∑

s=0

LCZ∑

t=0

| < Tsx,Tty > |2wswt (1.76)

onde< x, y >=
∑N−1

i=0 xiy∗i .

Lema 1.2.2 Para qualquerx ∈ EN e A⊆ EN:



1.2 Limites teóricos 32

F({x},EN) = F(A,EN) = F(EN,EN) = N (1.77)

Segue a prova do Lema 1.77 (PENG; FAN, 2003a).

F({x},EN) =
1
|1||qN|

∑

y∈EN

LCZ∑

s=0

LCZ∑

t=0

| < Tsx,Tty > |2wswt (1.78)

Observe que:

< Tsx,Tty >=


θ(x, y, t − s) se s≤ t;

θ(x, y,N + t − s) caso contrário.
(1.79)

Substituindo (1.79) em (1.78):

F({x},EN) =
1

qN


∑

0≤s≤t≤LCZ

∑

y∈EN

|θ(x, y, t − s)|2wswt+

+
∑

0≤t≤s<LCZ

∑

y∈EN

|θ(x, y,N − s+ t)|2wswt

 (1.80)

Substituindo (1.68) em (1.80):

F({x},EN) =
1
qN


∑

0≤s≤t≤LCZ

NqNwswt +
∑

0≤t≤s<LCZ

NqNwswt

 = N (1.81)

Observe queF({x},EN) não depende dex. Assim, prova-se o Lema 1.77.

Lema 1.2.3 Para C⊆ EN tem-se F(C,C) ≥ N

Segue a prova do Lema 1.2.3 (PENG; FAN, 2003a).

Inicialmente, será verificado que:

F(A, B) =
1
|A||B|

∑

X∈U(A)

∑

Y∈U(B)

N−1∑

i, j=0

f (i, j, s; X) f ∗(i, j, t; Y) (1.82)
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ondeU(x) = {Tix|i = 0, 1, ..., LCZ}, U(A) =
⋃

x∈A U(x), X = Tsx = (xs, xs+1, ..., xs+n−1)

e Y = Tty = (yt, yt+1, ..., yt+n−1). Para qualqueri = 0, 1, ...,N − 1, j = 0, 1, ...,N − 1 e

s= 0, 1, ..., LCZ define-se a funçãof (i, j, s,X) sobreU(EN) como:

f (i, j, s; X) = xs+i xs+ jws (1.83)

Para qualquerx ∈ A ey ∈ B, tem-se que:

∑

X∈U(A)

∑

Y∈U(B)

N−1∑

i, j=0

f (i, j, s; X) f ∗(i, j, t; Y) =
LCZ∑

s,t=0

N−1∑

i, j=0

f (i, j, s;Tsx) f ∗(i, j, t;Tty)

=

LCZ∑

s,t=0

N−1∑

i, j=0

(xs+i x
∗
s+ jws)(yt+iy

∗
t+ jwt)

∗

=

LCZ∑

s,t=0

(
N−1∑

i=0

xs+iy
∗
t+i)(

N−1∑

j=0

xs+ jy
∗
t+ j)
∗wswt

=

LCZ∑

s,t=0

|
N−1∑

i=0

xs+iy
∗
s+ j |2wswt

=

LCZ∑

s,t=0

| < Tsx,Tty > |2wswt (1.84)

e substituindo esse resultado em
∑

x∈A
∑

y∈B
∑LCZ

s,t=0 | < Tsx,Tty > |2wswt:

∑

x∈A

∑

y∈B

LCZ∑

s,t=0

| < Tsx,Tty > |2wswt =
∑

x∈A

∑

y∈B

∑

X∈U(x)

∑

Y∈U(y)

N−1∑

i, j=0

f (i, j, s; X) f ∗(i, j, t; Y)

=
∑

X∈U(A)

∑

Y∈U(B)

N−1∑

i, j=0

f (i, j, s; X) f ∗(i, j, t; Y) (1.85)

Substituindo (1.85) em (1.76), verifica-se (1.82).

Usando a desigualdade de Cauchy em (1.82):

{|A||B|F(A, B)}2 =


N−1∑

i, j=0


∑

X∈U(A)

f (i, j, s; X)




∑

Y∈U(B)

f ∗(i, j, t; Y)





2
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≤
N−1∑

i, j=0

∣∣∣∣∣∣∣
∑

X∈U(A)

f (i, j, s; X)

∣∣∣∣∣∣∣

2

×
N−1∑

i, j=0

∣∣∣∣∣∣∣
∑

Y∈U(B)

f (i, j, s; Y)

∣∣∣∣∣∣∣

2

= |A|2F(A,A)|B|2F(B, B) (1.86)

Portanto:

{F(A, B)}2 ≤ F(A,A)F(B, B) (1.87)

FazendoA = EN e B = C em (1.87), tem-se:

{F(EN,C)}2 ≤ F(EN,EN)F(C,C) (1.88)

De (1.77):

N2 ≤ NF(C,C) (1.89)

Portanto:

F(C,C) ≥ N (1.90)

Assim, prova-se o Lema 1.2.3.

Lema 1.2.4 Para C⊆ EN e |C| = K > 0, tem-se:

F(C,C) ≤ N2

K

LCZ∑

s=0

ws +
1
K

1−
LCZ∑

s=0

w2
s

 θ2aCZ +

(
1− 1

K

)
θ2cCZ (1.91)

A prova é apresentada a seguir (PENG; FAN, 2003a).

Tem-se que:

F(C,C) =
1
|K||K|

∑

x∈C

∑

y∈C

LCZ∑

s=0

LCZ∑

t=0

| < Tsx,Tty > |wswt (1.92)

Rearranjando os termos dos somatórios e lembrando que< Tsx,Tty >=
∑N−1

i=0 xi+syi+t =
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θ(x, y, t − s):

K2F(C,C) =
∑

x∈C

LCZ∑

s=0

θ2(x, x, 0)wsws +
∑

x∈C

LCZ∑

s,t=0, s,t

θ2(x, x, t − s)wswt

+
∑

x,y∈C, x,y

LCZ∑

s,t=0

θ2(x, y, t − s)wswt (1.93)

Comoθ2(x, x, 0) = N2, θ2(x, x, t− s) ≤ θ2aCZ, paras, t, eθ2(x, y, t− s) ≤ θ2cCZ, para

x , y, pode-se obter a desigualdade:

K2F(C,C) =
∑

x∈C

LCZ∑

s=0

θ2(x, x, 0)wsws +
∑

x∈C

LCZ∑

s,t=0, s,t

θ2(x, x, t − s)wswt

+
∑

x,y∈C, x,y

LCZ∑

s,t=0

θ2(x, y, t − s)wswt

≤ N2
∑

x∈C

LCZ∑

s=0

w2
s + θ

2
aCZ

∑

x∈C

LCZ∑

s,t=0, s,t

wswt + θ
2
cCZ

∑

x,y∈C, x,y


LCZ∑

s=0

ws




LCZ∑

t=0

wt



(1.94)

Lembrando que
(∑LCZ

s=0 ws

)
=

(∑LCZ
t=0 wt

)
= 1:

K2F(C,C) ≤ N2K
LCZ∑

s=0

w2
s + θ

2
aCZK

LCZ∑

s,t=0, s,t

wswt + θ
2
cCZK(K − 1) (1.95)

Assim, prova-se o Lema 1.2.4.

Dos Lemas 1.2.3 e 1.2.4 obtém-se o Teorema (PENG; FAN, 2003a):

Teorema 1.2.1Para C⊆ EN e |C| = K > 0, tem-se que:

N − N2

K

LCZ∑

s=0

w2
s ≤

1
K

1−
LCZ∑

s=0

w2
s

 θ2aCZ +

(
1− 1

K

)
θ2cCZ (1.96)

ParaθmCZ = max{θaCZ, θcCZ}, obtém-se:



1.2 Limites teóricos 36

θ2mCZ ≥
KN − N2 ∑LCZ

s=0 w2
s

K −∑LCZ
s=0 w2

s

(1.97)

Fazendows =
1

LCZ+1, ondes= 0, 1, ..., LCZ, tem-se
∑LCZ

s=0 w2
s =

1
LCZ+1 e de (1.97):

θ2mCZ ≥
KLCZ + K − N
KLCZ + K − 1

N (1.98)

Esse é o limite de Tang-Fan (TANG; FAN; MATSUFUJI, 2000) dado por (1.65).

Novamente, fazendows =
1

LCZ+1 em (1.96), tem-se:

1
K

(
1− 1

LCZ + 1

)
θ2aCZ +

(
1− 1

K

)
θ2cCZ ≥ N − N2

K(LCZ + 1)
(1.99)

denominado limite de Sarwate generalizado (PENG; FAN, 2003a).

FazendoLCZ = N − 1, θaCZ = θa e θcCZ = θc em (1.99), tem-se:

(
θ2c

N

)
+

N − 1
N(K − 1)

(
θ2a

N

)
≥ 1 (1.100)

definido como limite de Sarwate (SARWATE, 1979) dado por (1.57).

Fazendoθm = max{θa, θc} em (1.100) obtém-se o limite de Welch (WELCH, 1974),

o qual já foi apresentado por (1.53):

(
θmax

N

)2

≥ K − 1
KN − 1

(1.101)

Então, os limites de Tang-Fan, Sarwate e Welch para as funções de correlação

periódica par são casos particulares do limite de Sarwategeneralizado (1.99) apresen-

tado aqui. Esse limite é adequado para avaliar seqüências quase ortogonais generaliza-

das e ortogonais generalizadas que são os principais objetos de estudo deste trabalho.

A figura 1.11 ilustra as relações entre o limite de Welch e o de Sarwate. Segundo

Welch (1.53), um ponto{ θ
2
c

N ,
θ2a
N } nunca estará no interior da região hachurada. Em

contrapartida, o limite de Sarwate (1.57) garante que um ponto { θ
2
c

N ,
θ2a
N } nunca estará no

interior da região sombreada (abaixo da reta
(
θ2c
N

)
+ N−1

N(K−1)

(
θ2a
N

)
= 1). Assim, o limite de

Sarwate é mais restritivo que o limite de Welch.

A figura 1.12 ilustra as relações entre os limites de Sarwate generalizado, Tang-
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(
θ2c
N

)
+ N−1
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(
θ2a
N

)
= 1

N(K−1)
N−1

Figura 1.11: Esboço dos limites de Welch e Sarwate.

Fan, Welch e Sarwate. Segundo o limite de Tang-Fan (1.98), nenhum ponto{ θ
2
cCZ

N ,
θ2aCZ

N }
estará no interior da região duplamente hachurada. O limite de Sarwate generalizado

é mais restritivo, pois garante que nenhum ponto{ θ
2
cCZ

N ,
θ2aCZ

N } estará abaixo das retas
1
K

(
1− 1

LCZ+1

)
θ2aCZ +

(
1− 1

K

)
θ2cCZ = N − N2

K(LCZ+1) definidas porLCZ. Observe no gráfico

que paraLCZ = N − 1 obtém-se o esboço do limite de Sarwate e Welch, conforme já

mencionado.

O esboço do limite de Sarwate mostra que quanto menor a zona de correlação re-

duzida (LCZ), maior será a região com pontos{ θ
2
cCZ

N ,
θ2aCZ

N } com reduzidos valores deθcCZ

e θaCZ. Na figura 1.12, observa-se também que aumentando-se a relação N
K , aumenta-

se também a região com pontos{ θ
2
cCZ

N ,
θ2aCZ

N } com reduzidos valores deθcCZ e θaCZ. O

que é intuitivo, pois para um dado comprimentoN, quanto mais seqüências tiver um

conjunto, haverá mais pares de seqüências que apresentam valores mais elevados de

correlação. Essa caracterı́stica será verificada nos conjuntos de seqüências que serão

apresentados no próximo capı́tulo.
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LCZ < N − 1

LCZ = N − 1

1
K

(
1− 1

LCZ+1

)
θ2aCZ+

(
1− 1

K

)
θ2cCZ = N − N2

K(LCZ+1)

θ2aCZ/N

θ2cCZ/N1

KLCZ+K−N
KLCZ+K−1

N(K−1)
NK−1

K(LCZ+1)−N
LCZ

KLCZ+K−N
KLCZ+K−1

N(K−1)
NK−1

Figura 1.12: Esboço dos limites de Sarwate generalizado e Tang-Fan.
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2 Métodos de seleç̃ao de seq̈uências
adequadas para sistemas
QS-CDMA

Este capı́tulo está dividido em três partes. A primeira parte descreve os seguintes

métodos de obtenção de famı́lias de seqüências quase ortogonais generalizadas: QS,

Lin-Chang e LCZ-GMW binária. São também apresentadas caracterı́sticas dessas

seqüências como: funções de correlação, número de seqüências em uma famı́lia e

zona de correlação reduzida. Para auxiliar o estudo dessas famı́lias de seqüências, no

apêndice B.1 é feita uma revisão sobre corpos finitos.

Inicialmente, serão descritas as seqüências de máximocomprimento (SMC) e a

famı́lia de Gold, da qual é derivada a famı́lia QS. A seqüência GMW também é estu-

dada, pois é a base para a construção das famı́lias Lin-Chang e LCZ-GMW binária. A

primeira parte do capı́tulo 2 é encerrada com a famı́lia No.Essa famı́lia, apesar de não

ser quase ortogonal generalizada, é apresentada porque representa a generalização de

SMC, seqüências GMW e da famı́lia pequena de Kasami.

A segunda parte deste capı́tulo descreve as famı́lias de seqüências ortogonais gene-

ralizadas OQS e ZCZ binária. Antes de descrever a famı́lia ZCZ binária, são apresen-

tadas as seqüências Walsh-Hadamard, pois essas são casos particulares da famı́lia ZCZ

binária. O estudo de famı́lias de seqüências ortogonaisou quase ortogonais generali-

zadas é complementado com o apêndice C, o qual descreve a famı́lia quase ortogonal

generalizada LCZ-GMW polifásica e as famı́lias ortogonais generalizadas ZCZ qua-

drifásica, PS e SP.

Finalmente, a terceira parte deste capı́tulo faz comparações entre as metodologias

de obtenção de famı́lias de seqüências quase ortogonais e ortogonais generalizadas.

Para auxiliar a avaliação das famı́lias de seqüências,são apresentadas figuras de de-
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sempenho em termos de taxa de erro de bit para o sistema modelado no capı́tulo ante-

rior.

2.1 Seq̈uências quase ortogonais e quase ortogonais ge-
neralizadas

2.1.1 Seq̈uências de Ḿaximo Comprimento (SMC)

Nesta seção é investigada algumas propriedades da classe de seqüências denominadas

Seqüências de Máximo Comprimento(SMC), também conhecidas comom-sequences.

Essas seqüências possuem propriedades pseudo-aleatórias1 muito importantes para

aplicações em sistemas de comunicações. Inicialmente, tratar-se-á apenas das SMC

binárias, ou seja, seus elementos estão no corpo fundamental2 GF(q), comq = 2.

Uma SMC de graum é uma seqüência binária que satisfaz uma recorrência linear

cujo polinômio caracterı́stico de graum é primitivo (MCELIECE, 1987). O polinômio

primitivo de graum é um polinômio mı́nimo do elementoα, o qual é raiz primitiva

de um corpoGF(2m), apêndice (B.1). Todo polinômo primitivo é irredutı́vel, apêndice

(B.1), e do Teorema B.1.3 a seqüência definida por3 st = Trm
1 (θαt) tem perı́odo4 N =

ord(α). A ordem do elementoα é 2m − 1 poisα é raiz primitiva deGF(2m). Assim,

tem-se que o perı́odo da SMC é 2m − 1. A seguir, as principais propriedades da SMC

são enunciadas.

2.1.1.1 Principais propriedades da SMC

Uma propriedade muito importante das SMC é a da distribuição dos blocos de com-

primentor. Por exemplo, a seqüência 1110000110000 possui um bloco-1 de compri-

mento 3, dois blocos-0 de comprimento 4 e um bloco-1 de comprimento 2. Determinar

a distribuição dos blocos em uma seqüência de perı́odo pequeno é fácil, basta contar.

Verificar-se-á a seguir que as SMC possuem a distribuiçãodos blocos bem determi-

1propriedades que fazem as SMC se comportarem como seqüências cujos elementos são escolhidos
aleatoriamente.

2GF(p) é a notação usual para o corpo finitoD mod p, ondeD é o conjunto fundamental ep um
número primo (apêndice B.1.3)

3Trn
m(α) representa a função traço deα, a qual mapeia elementos deGF(2n) em elementos deGF(2m)

(apêndice B.1.8).
4ord(α) representa a ordem do elementoα (apêndice B.1.3).
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nada.

Da recorrência linear (equação B.47) tem-se que a SMC é gerada da combinação

de m termos anteriores, chamados de grânulo-m. Por exemplo: considere a SMC

(s0, s1, ..., sN−1); um grânulo-m é definido como:

(st, st+1, ..., st+m−1), parat = 0, 1, ...,N − 1 (2.1)

onde os ı́ndices de (2.1) são tomados modN, se necessário.

Pode-se identificar o perı́odo da seqüência quando houveruma repetição de um dos

grânulos-m. Como a SMC tem perı́odoN = 2m − 1, verifica-se que uma SMC contém

2m − 1 grânulos-m distintos. Tais grânulos-m são dados por todas as combinações

de (2.1), exceto o (0, 0, ..., 0), pois uma soma de zeros resultará sempre em zero e a

seqüência definida pela recorrência linear (B.47) deixade ser periódica.

Com isso prova-se um importante Teorema para as SMC:

Teorema 2.1.1Cada um dos2m−1 grânulos-m, exceto o(0, 0, ..., 0), em uma SMC de

perı́odo N= 2m− 1 ocorre apenas uma vez.

Observa-se na figura B.1 (apêndice) que o número de coeficientesai iguais a 1 da

recorrência linear (ou do polinômio caracterı́stico) para uma SMC deve ser par, pois, se

for ı́mpar, o grânulo-m dado por 11...1 aplicado na recorrência linear (B.47) resultará

sempre em 1 e a seqüência deixa de ser periódica.

Então, tem-se que uma SMC não tem nenhum bloco-0 de comprimentome apenas

um bloco-1 de comprimentom. O único bloco-1 de comprimentom está cercado

(delimitado) por 0. Assim, a subseqüência 011...10 de comprimentom+ 2 aparecerá

apenas uma vez na SMC. Em conseqüência, aparecerão os grˆanulos 011...1 e 11...10.

Se, na SMC, existir um bloco-1 de comprimentom− 1, este estará cercado por 0 e, em

conseqüência, novamente, os grânulos 011...1 e 11...10 apareceriam novamente. Isso

é contraditório ao Teorema 2.1.1, o que significa que em umaSMC não há blocos-1

de comprimentom− 1. Porém, ocorre um bloco-0 de comprimentom− 1, devido aos

grânulos-m 100...0 e 00...01, os quais ocorrem em seqüência e apenas uma vez cada,

conforme o Teorema 2.1.1.

Observe que os blocos de comprimentor ≤ m− 2 aparecerão nos grânulos-m na

forma:
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m︷             ︸︸             ︷
0 11...1︸︷︷︸

r

0 xx...x︸︷︷︸
m−r−2

(2.2)

ondex ∈ {0, 1}.

De (2.2) tem-se que o número de grânulos-m contendo um bloco-1 de compri-

mentor ≤ m−2 é 2m−r−2. Assim, o número de blocos-1 de comprimentor ≤ m−2 em

uma SMC é 2m−r−2. Analogamente, o número de blocos-0 de comprimentor ≤ m− 2

em uma SMC é 2m−r−2.

Com os comentários anteriores prova-se o Teorema da distribuição dos blocos em

uma SMC:

Teorema 2.1.2A distribuição dos blocos em uma SMC de perı́odo N é dada pela

Tabela 2.1.

comprimento blocos-0 blocos-1
1 2m−3 2m−3

2 2m−4 2m−4

...
...

...

r 2m−r−2 2m−r−2

...
...

...

m− 2 1 1
m− 1 1 0

m 0 1
Total: 2m−2 2m−2

Tabela 2.1:Distribuição dos blocos em uma SMC.

Observe na Tabela 2.1 que o número de elementos 1 em uma SMC supera em uma

unidade o número de elementos 0. Então, uma SMC de perı́odoN = 2m − 1 possui

2m−1 elementos 1 e 2m−1 − 1 elementos 0.

As funções de correlação definidas na seção 1.1 consideram seqüências compostas

de elementos de módulo unitário. Para se obter tal caracterı́stica a partir de seqüências

sobreGF(p), faz-se:

ct = exp

(√
−1

2π
p

st

)
(2.3)

Assim,c = {ct} é uma seqüência composta de elementos tais que|ct| = 1.



2.1 Seqüências quase ortogonais e quase ortogonais generalizadas 43

Outra propriedade importante da SMC é sobre a sua função de autocorrelação

periódica par dada por:

θ(c, c, τ) =
N−1∑

t=0

(−1)Tr(θαt)+Tr(θαt+τ)

=

N−1∑

t=0

(−1)Tr(θαt(1+ατ)) (2.4)

onde foi utilizado a propriedade 2 do traço, seção B.1.8.

Se τ ≡ 0 (modN), Tr(θαt(1 + 1)) = Tr(0) = 0. Então,θ(c, c, τ) = N, para

τ = 0 (modN).

Seτ . 0 (modN), tem-se que 1+ατ , 0. Observe que 1+ατ é um elementoασ de

GF(2m), comσ ∈ {1, 2, ...,N−1} eα o elemento primitivo doGF(2m). Adicionalmente,

existe apenas umσ que satisfaz 1+ ατ = ασ. Assim,Tr(θαt(1 + ατ)) = Tr(θαt+σ),

ou seja, é uma SMC com faseθασ. Como o número de elementos 1 em uma SMC

supera em uma unidade o número de elementos 0, tem-se queθ(c, c, τ) = −1, para

τ , 0 (modN).

Assim prova-se duas importantes propriedades da SMC. Uma para a função de

autocorrelação da SMC, descrita pelo Teorema 2.1.3, e outra descrita pelo Teorema

2.1.4.

Teorema 2.1.3A função de autocorrelação periódica par de uma SMC é dada por:

θ(c, c, τ) =


−1 seτ . 0 (modN)

N seτ ≡ 0 (modN)
(2.5)

Nota-se que esse comportamento é válido também para uma seqüência den ele-

mentos, os quais são variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuı́das.

Teorema 2.1.4Seja(st) uma SMC de perı́odo N= 2m − 1. Então, para qualquer

τ . 0 (modN) existe um único inteiroσ, com1 ≤ σ ≤ N − 1, tal que:

st + st+τ = st+σ (2.6)

Por fim, será mostrado que existem exatamente5 φ(2m − 1)/m SMC distintas de
5φ(.) representa a função de Euler (apêndice B.1.6).
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perı́odo 2m− 1, bem como algumas formas de obtê-las.

Se duas SMC de mesmo perı́odo distinguem-se por apenas uma fase, ou translação,

elas são equivalentes. De outra forma, foram geradas de umamesma recorrência linear.

Assim, para duas SMC serem distintas, ou uma não ser o resultado da translação da

outra, elas devem ser geradas de recorrências lineares diferentes. Então, SMC distintas

possuem seus respectivos polinômios caracterı́sticos distintos.

Conclui-se, portanto, que o número de SMC distintas de mesmo perı́odoN =

2m − 1 é dado pelo número de polinômios primitivos de graum, pois os polinômios

caracterı́sticos das SMC devem ser primitivos. Esse número é dado pela função de

Euler com argumento 2m− 1 dividido porm, φ(2m− 1)/m, seção B.1.6.

A SMC dada porst = Tr(θαt), ondeα é o elemento primitivo do corpoGF(2m)

ou D modp, com6 D = F2[x] e p(x) um polinômio primitivo de graum, será distinta

da SMC dada porr t = Tr(θβt), ondeβ é o elemento primitivo do corpoGF(2m) ou

D modh, comD = F2[x] e h(x) um polinômio primitivo de graum, se e somente se

h(x) for distinto dep(x).

Há outra forma de obter SMC distintas. Inicialmente, obtém-se os polinômios

mı́nimos dos elementos do corpoGF(2m) que gerou a SMC. Para algum elemento

αd, entre outro(s) param > 2, seu polinômio mı́nimo será de graum e primitivo.

Construindo um novo corpoGF′(2m) com esse polinômio primitivo, obtém-se uma

SMC, distinta da original, pelo traço (foi assumido a faseθ = 1 para simplificar a

notação):

r t = Tr(βt) (2.7)

ondeβ é o elemento primitivo do novo corpoGF′(2m), ouβ = αd, comα o elemento

primitivo do corpo originalGF(2m). Assim:

r t = Tr(αdt) (2.8)

Conclui-se que basta decimar a SMC original ded para obter a nova SMC:

6Fp[x] é o conjunto de polinômios no indeterminadox com coeficientes no corpo finitoFp =

Zmodp (apêndice B.1.3).
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r t = std, para todot ≥ 0 (2.9)

Essa decimação, que resulta em outra SMC, é chamada de decimação própria.

Observe-se que, sed for tal que o polinômio mı́nimo deαd for um polinômio pri-

mitivo deGF(2k) com k < m, a decimação conforme (2.9) resulta em uma SMC de

perı́odoN′ = 2k − 1 menor queN = 2m − 1. Agora, considered tal que o polinômio

mı́nimo deαd não é um polinômio primitivo. Ou seja,αd não gera um grupo cı́clico

GF(2m)∗ = GF(2m) − {0} e portanto não é raiz primitiva. Comoαd não gera um grupo

cı́clico GF(2m)∗, a ordem deαd é menor queN = 2m − 1 e do Teorema B.1.3 tem-se

que o perı́odo da seqüência gerada não será máximo (2m − 1) e, portanto, não será

uma SMC. O perı́odoN′ dessa seqüência cujo polinômio caracterı́stico não éprimi-

tivo é diretamente obtido do Lema7 B.1.1, N′ = ord(αd) = ord(α)/mdc(d, ord(α)) =

N/mdc(d,N). Essa decimação, que resulta em outra seqüência que n˜ao é SMC, é cha-

mada de decimação imprópria. O perı́odo da seqüência decimada é obtido do perı́odo

da seqüência original e da decimação utilizada. Como resultado, tem-se que em uma

decimação própria, o máximo divisor comum entre a decimação e o comprimento da

SMC é 1, mdc(d,N) = 1. Assim, tem-se que as decimações próprias são elementos

dos coconjuntos próprios do subgrupo{1, 2, 4, 8, ..., 2m−1} e as decimações impróprias

são elementos dos coconjuntos impróprios desse mesmo subgrupo.

2.1.1.2 Propriedades de correlaç̃ao cruzada de SMC

Considere as duas SMC:

xt = Tr(αt)

yt = Tr(αdt) (2.10)

ondeα é uma raiz primitiva deGF(2m) e d é qualquer inteiro na faixa{1, 2, ...,N − 1}
e primo relativo àN.

A função de correlação cruzada periódica par para essas duas SMC é dada por:

7mdc(x, y) representa o máximo divisor comum entrex e y.
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θ(x, y, τ) =
N−1∑

t=0

(−1)Tr(αt−τ+αdt) (2.11)

Substituindoα−τ porβ e observando que na medida quet percorre de 0 aN − 1,αt

percorre todos os elementos não nulos deGF(2m), obtém-se:

θ(x, y, τ) =
∑

x,0

(−1)Tr(βx+xd) (2.12)

ondeβ = α−τ.

Desenvolver a expressão (2.12) para obter o espectro de correlação8 é uma tarefa

complexa do ponto de vista matemático. Um resultado conhecido e muito importante

foi obtido parad = 2e + 1. Como visto anteriormente, uma decimaçãod = 2e + 1 de

uma SMC só resultará em outra SMC se mdc(2e + 1, 2m − 1) = 1. O apêndice B.2

mostra que mdc(2e + 1, 2m− 1) = 1 se e somente se mdc(2e,m) = mdc(e,m).

SeTr(βx + xd) = 0 tiver M soluções emGF(2m), o argumento do somatório de

(2.12) será 1 porM − 1 vezes, desconsiderando a soluçãox = 0, e−1 por 2m − M

vezes. Então, tem-se queθ(x, y, τ) = (M − 1)− (2m− M) = 2M − 2m− 1. Observa-se,

portanto, que obtendo-se as soluções de:

F(x) = Tr(βx+ xd) = Tr(βx) + Tr(xd) = 0 (2.13)

caracteriza-se o espectro de correlação cruzada par discreta das SMCxt e yt previa-

mente definidas.

A funçãoTr(βx) é linear, então, pode ser representada por:

Tr(βx) = x · b (2.14)

ondex é a representação vetorial dex eb = (b0, b1, ..., bm−1) um vetor não nulo.

Em relação ao outro termo de (2.13),Tr(xd), pode-se fazer a expansão binária

d = d0 + 2d1 + 4d2 + ... + 2m−1dm−1, dk ∈ {0; 1} e então:

xd =

m−1∏

k=0

(x2k
)dk (2.15)

8número de ocorrências de cada valor assumidos porθ(x, y, τ) para 0≤ τ < N.
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Observe que para qualquer inteirok, o mapeamentox→ x2k
deGF(2m) no próprio

corpo é linear (verificado na equação (B.27)):

x2k
= (x0 + x1α + x2α

2 + ... + xm−1α
m−1)2k

= x0 + x1α
2k
+ x2α

2k+1
+ ... + xm−1α

2k(m−1) (2.16)

ondeα é uma raiz primitiva deGF(2m).

Em representação vetorial dex, x = (x0, x1, ..., xm−1), o mapeamento será:

x→ xQk (2.17)

ondeQk é uma matrizm×mnão singular exQk é a representação vetorial dex2k
. Então,

cada componente da representação vetorial dex2k
é uma função linear dos componen-

tes dex.

De (2.15) tem-se quex → xd é o produto dew(d) funções lineares dex, onde

w(d) denota o número de uns na expansão binária ded. Como o operador traço é

simplesmente um produto escalar (2.14), tem-se que cada um dosm componentes da

representaçao vetorial deTr(xd) é uma função Booleana de grau no máximow(d) das

m variáveis Booleanasx0, x1, ..., xm−1. Por exemplo: para o caso ded = 2e + 1, a

expansão binária ded será:

d = d0 + 2ede, comd0 = de = 1 (2.18)

Assim,w(d) = 2. E oTr(xd):

Tr(xd) = Tr
(
(x20

)(x2e
)
)

= Tr
(
(x0 + x1α + ... + xm−1α

m−1)(x0 + x1α + ... + xm−1α
m−1)2e)

= Tr
(
(x0 + x1α + ... + xm−1α

m−1)(x0 + x1α
2e
+ ... + xm−1α

2e(m−1))
)

= Tr
(
(x2

0 + x0x1α + ... + x0xm−1α
m−1)+

+ (x1x0 + x2
1α + ... + x1xm−1α

m−1)α2e
+ ... +

+ (xm−1x0 + xm−1x1α + ... + x2
m−1α

m−1)α2e(m−1)
)

(2.19)
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ou seja, uma função Booleana de grau no máximo 2 das variáveis Booleanasx0, x1, ...,

xm−1.

Para analisar o termoTr(xd) de (2.13) na condição ded = 2e+ 1, é necessário uti-

lizar algumas propriedades de polinômios quadráticos nos indeterminadosx1, x2, ..., xm

sobre um corpo finito. Essas propriedades estão demonstradas no Anexo B.3.

Conforme (2.13), para obter o espectro de correlação cruzada dext e yt comd =

2e+ 1 em (2.10), deve-se calcular o número de soluções emGF(2m) da equação:

F(x) = Tr(x1+2e
) + Tr(βx) = 0 (2.20)

Do Corolário B.3.3, tem-se que o termoTr(x1+2e
) de F(x) = 0 pode ser trans-

formado emx1x2 + ... + x2s−1x2s ou x1x2 + ... + x2s−1x2s + x2s+1 ou aindax1x2 + ... +

x2s−1x2s+ x2s−1+ x2s. O outro termoTr(βx) é linear (conforme (2.14)), assim, pode ser

transformado ema1x1 + a2x2 + ... + amxm. Então,F(x) = 0 será transformado em:

x1x2 + ... + x2s−1x2s+ a1x1 + a2x2 + ... + amxm = 0 (2.21)

ondex1, x2, ..., xm assumem apenas os valores 0 e 1, pois são os coeficientes da repre-

sentação vetorial de um elemento deGF(2m); s = ⌊r/2⌋, onder é o rank9 da forma

quadrática representada porTr(x1+2e
). Observa-se que para um valor fixo des, cada

escolha de (a1, a2, ..., am) resulta em uma equação (2.21) diferente. Assim, existem2m

equações na forma de (2.21) para um valor fixo des.

Considere o caso deai = 1 para algumi > 2s. Existem 2m− 22s opções diferentes

para (a1, a2, ..., am). No total são 2m opções de (a1, a2, ..., am) e 22s opções em que

(a1, a2, ..., am) = (a1, a2, ..., a2s, 0, 0, ..., 0), restando, então, 2m − 22s opções em que

ai = 1 para algumi > 2s. Nesse caso, (2.21) poderá ser escrito como:

f (x1, x2, ..., xi−1, xi+1, ..., xm) + xi = 0 (2.22)

ondexi não é argumento def (.). Então, para cada escolha do argumento def (x1, x2, ...,

xi−1, xi+1, ..., xm), ou seja, os 2m−1 coeficientesx exceto oxi, haverá exatamente umxi

que satisfaz (2.22), poisf (x1, x2, ..., xi−1, xi+1, ..., xm) = 0 ou 1. Então, o número de

9rankde uma forma quadráticaQ é definido como o número de variáveis no qualQ pode ser expresso
através de transformações lineares não singulares de variáveis (apêndice B.3). O apêndice B.3 apresenta
um resumo sobre formas quadráticas sobre um corpo finito.
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soluções de (2.21) no caso deai = 1 para algumi > 2s é 2m−1.

Considere agora o casoa2s+1 = a2s+2 = ... = am = 0. Conforme já mencionado,

existem 22s possibilidades para (a1, a2, ..., am) = (a1, a2, ..., a2s, 0, 0, ..., 0). Nesse caso,

(2.21) resulta:

x1x2 + x3x4 + ... + x2s−1x2s + a1x1 + a2x2 + ... + a2sx2s = 0 (2.23)

Realizando-se a transformação:

y1 = x1 + a2, y2 = x2 + a1, y3 = x3 + a4, y4 = x4 + a3, etc. (2.24)

tem-se:

y1y2 + y3y4 + ... + y2s−1y2s + a1a2 + a3a4 + ... + a2s−1a2s = 0

y1y2 + y3y4 + ... + y2s−1y2s = a (2.25)

ondea = a1a2 + a3a4 + ... + a2s−1a2s.

Observa-se que em (2.25)a pode ser 1 ou 0. Considerandoa = 0, tem-se a

equação:

y1y2 + y3y4 + ... + y2s−1y2s = 0 (2.26)

Define-seNs o número de soluções (y1, y2, ..., y2s) de (2.26). Observe queNs re-

presenta o número de equações do tipo (2.21) coma2s+1 = a2s+2 = ... = am = 0 e

a1a2 + a3a4 + ... + a2s−1a2s = 0. Fazendo a contagem exaustiva, obtém-se:

N1 = 3,N2 = 10,N3 = 36, ... (2.27)

Se Ns é o número de soluções para (2.26), então,Ns+1 é o número de soluções

para:

y1y2 + y3y4 + ... + y2s−1y2s = y2s+1y2s+2 (2.28)
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Observe que na equação acima,y1y2 + y3y4 + ... + y2s−1y2s será zero emNs formas

(por definição). Para cada uma dessas formas,y2s+1y2s+2 será zero em três formas, 0·0,

0 · 1 e 1· 0. Em contrapartida,y1y2 + y3y4 + ... + y2s−1y2s será 1 em 22s − Ns formas e

y2s+1y2s+2 será 1 em apenas uma forma. Então, o número de soluções de (2.28) é:

Ns+1 = 3× Ns + (22s − Ns)

Ns+1 = 2Ns + 22s (2.29)

e o número de soluçõesNs de (2.26) será:

Ns = 2Ns−1 + 22s−2 (2.30)

Para obter uma expressão geral deNs em termos de umNs− j genérico, expande-se

(2.30):

Ns = 2Ns−1 + 22s−2

= 2(2Ns−2 + 22s−4) + 22s−2

= 4Ns−2 + 22s−2 + 22s−3

= 4(2Ns−3 + 22s−6) + 22s−2 + 22s−3

= 8Ns−3 + 22s−2 + 22s−3 + 22s−4

= 8(2Ns−4 + 22s−8) + 22s−2 + 22s−3 + 22s−4

Ns = 16Ns−4 + 22s−2 + 22s−3 + 22s−4 + 22s−8 (2.31)

Observando-se o comportamento deNs em (2.31), pode-se escrever:

Ns = 2 jNs− j + 22s
j+1∑

i=2

2−i (2.32)

Fazendoj = s, tem-se:

Ns = 2sN0 + 22s
s+1∑

i=2

2−i (2.33)
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De (2.30) e (2.27) tem-seN0 = N1/2− 1/2 = 3/2− 1/2 = 1. Assim:

Ns = 2s+ 22s
s+1∑

i=2

2−i (2.34)

O termo
∑s+1

i=2 2−i = 1
22 +

1
23 +

1
24 + ...+

1
2s+1 é uma série geométrica com termo inicial

b = 1
22 , razãor = 1

2 e termo final 1
2s+1 =

1
22

1
2s−1 = b · r s−1. Uma série geométrica finita

tem como resultadob(1−r s)
1−r . Assim:

s+1∑

i=2

2−i =
2−2(1− 2−s)

1− 2−1
= 2−1 − 2−1−s (2.35)

Substituindo (2.35) em (2.34) obtém-se:

Ns = 2s + 2s(2−1 − 2−1−s)

= 2s + 22s−1 − 2s−1

= 22s−1 + 2s(1− 2−1)

Ns = 22s−1 + 2s−1 (2.36)

SeNs = 22s−1 + 2s−1 é o número de soluções (y1, y2, ..., y2s) para (2.26), o número

de soluções (y1, y2, ..., ym) para a transformação (2.24) de (2.21) para o casoa2s+1 =

a2s+2 = ... = am = 0 ea = a1a2 + a3a4 + ... + a2s−1a2s = 0 será 2m−2sNs = 2m−1 + 2m−s−1.

Isso porque para cada solução (y1, y2, ..., y2s) para (2.26), irão existir 2m−2s soluções

(y1, y2, ..., ym) de (2.21) para o casoa2s+1 = a2s+2 = ... = am = 0.

Considerando ainda o caso dea2s+1 = a2s+2 = ... = am = 0, porém agora com

a = 1 em (2.25). Se existemNs vetores (y1, y2, ..., y2s) tais quey1y2 + ... + y2s−1y2s = 0,

existem 22s − Ns = 22s−1 − 2s−1 vetores (y1, y2, ..., y2s) tais quey1y2 + ... + y2s−1y2s = 1.

Assim, o número de equações do tipo (2.21) coma2s+1 = a2s+2 = ... = am = 0 e

a1a2+a3a4+ ...+a2s−1a2s = 1 será 22s−1− ss−1. Adicionalmente, o número de soluções

(y1, y2, ..., y2s) para (2.25) coma1 = 1 será 22s−Ns = 22s−1 − 2s−1. Em conseqüência, o

número de soluções (y1, y2, ..., ym) de (2.21) para o casoa2s+1 = a2s+2 = ... = am = 0 e

a = a1a2 + a3a4 + ... + a2s−1a2s = 1 será 2m−2s(22s − Ns) = 2m−1 − 2m−s−1.

Relembrando o que foi feito até aqui para obter o número de soluçõesF(x) = 0,
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equação (2.20). O problema foi separado em dois casos, comrespeito aos coeficientes

ai de (2.21):

1. ai = 1 para algumi > 2s.

2. a2s+1 = a2s+2 = ... = am = 0.

Para o primeiro caso, verificou-se que existem 2m−22s formas de escolher (a1, ..., am)

em (2.21) que resultem em equações do tipo do caso 1. Adicionalmente, para cada uma

dessas equações existem 2m−1 soluções.

Para o segundo caso, (2.21) foi transformado emy1y2 + ... + y2s−1y2s = a. Ainda

no segundo caso,y1y2 + ... + y2s−1y2s = a foi separado nos casos dea = 0 e a = 1.

Para o caso dea = 0, verificou-se que existemNs = 22s−1 + 2s−1 vetores (y1, y2, ..., y2s)

para os quaisy1y2 + ... + y2s−1y2s = 0. Em conseqüência desse resultado, existem

2m−2sNs = 2m−1 + 2m−s−1 soluções para (2.21), no caso dea = 0. No caso dea = 1,

verificou-se que existem 22s − Ns = 22s−1 − 2s−1 vetores (y1, y2, ..., y2s) para os quais

y1y2 + ... + y2s−1y2s = 1. Em conseqüência desse resultado, existem 2m−2s(22s − Ns) =

2m−1 − 2m−s−1 soluções para (2.21), no caso dea = 1.

A partir desses resultados, segue-se o Teorema:

Teorema 2.1.5O número de soluções de (2.21) segue a tabela abaixo:

no. de soluções no. de equações

2m−1 2m− 22s

2m−1 + 2m−s−1 22s−1 + 2s−1

2m−1 − 2m−s−1 22s−1 − 2s−1

Para determinar o espectro deθ(x, y, τ) (2.12) no caso ded = 1+2e, será necessário

identificar o parâmetros do Teorema 2.1.5. Do Corolário B.3.3 tem-se ques = ⌊r/2⌋
e r é orank da forma quadrática:

Qe(x) = Tr(x1+2e
) (2.37)

Conforme mostrado no inı́cio da seção, a decimaçãod = 2e + 1 da SMC resultará

em outra SMC se e somente se mdc(m, 2e) = mdc(m, e). Para esse caso, tem-se:
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rank(Qe) = m−mdc(m, 2e) + 1 (2.38)

Para provar (2.38) será calculado o tamanho do conjuntoYe, definido por:

Ye =
{
y ∈ GF(2m) : Tr

(
(x+ y)2e+1

)
= Tr(x2e+1), para todox ∈ GF(2m)

}
(2.39)

Observe que o conjuntoYe é o conjunto de elementosy ∈ GF(2m) tais que a

condiçãoTr
(
(x+ y)2e+1

)
= Tr(x2e+1), o qual de (2.37) equivale aQe(x + y) = Qe(x),

é satisfeita para todox ∈ GF(2m). Do Corolário B.3.4, tem-se que o número de ele-

mentosy ∈ GF(2m) que satisfazQe(x + y) = Qe(x) para todox ∈ GF(2m) é igual a

2m−r , onder é o rank de Qe(x). Ou seja, o tamanho do conjuntoYe é 2m−r . Então,

determinando-se o tamanho do conjuntoYe obtém-se orank deQe(x).

Faz-se a expansão deTr
(
(x+ y)2e+1

)
:

Tr
(
(x+ y)2e+1

)
= Tr

(
(x+ y)2e

(x+ y)
)

= Tr
(
(x2e
+ y2e

)(x+ y)
)

= Tr
(
x2e+1 + x2e

y+ xy2e
+ y2e+1

)

= Tr(x2e+1) + Tr(x2e
y) + Tr(xy2e

) + Tr(y2e+1) (2.40)

ComoTr(α) = Tr(α2e
), conforme a propriedade 4 da função traço (seção B.1.8),

o termoTr(xy2e
) equivale aTr(x2e

y22e
). Assim, (2.40) torna-se:

Tr
(
(x+ y)2e+1

)
= Tr

(
x2e+1 + x2e

(y+ y22e
) + y2e+1

)
(2.41)

Então, a equação da definição (2.39):

Tr
(
(x+ y)2e+1

)
= Tr(x2e+1) (2.42)

implica em:

Tr
(
x2e

(y+ y22e
)
)
= Tr(y2e+1) (2.43)
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Portanto, o conjuntoYe (2.39) é o conjunto dey ∈ GF(2m) tal que (2.43) é satisfeito

para todox ∈ GF(2m).

Observa-se que sey+y22e
, 0 em (2.43) ex percorrer todo oGF(2m) exceto o zero,

o lado esquerdo de (2.43) equivale a uma SMC e, portanto, ser´a “zero” 2m−1 − 1 vezes

e “um” 2m−1 vezes. Sex assumir também o valor zero,Tr(0) = 0, o lado esquerdo

de (2.43) no total será zero 2m−1 vezes e um 2m−1 vezes. Mas o lado direito de (2.43)

não depende dex, o que é uma contradição da equação. Conclui-se que se (2.43) é

satisfeito para todox ∈ GF(2m), deve-se ter:

y = y22e
(2.44)

Dessa forma, o lado esquerdo de (2.43) é identicamente zero. Então, para (2.43)

ser satisfeita para todox:

Tr(y2e+1) = 0 (2.45)

Com essa análise, tem-se que o conjuntoYe de (2.39) é exatamente o conjunto de

y que satisfazy = y22e
eTr(y2e+1) = 0, (2.44) e (2.45), respectivamente.

Observe que sey = y22e
pode-se afirmar quey ∈ GF(22e), pois o corpo ao qualy

pertence é um grupo cı́clico.

Utilizando a propriedade de corpos finitos (MCELIECE, 1987):

GF(pm) ∩GF(pn) = GF(pmdc(m,n)) (2.46)

tem-se que:

y ∈ GF(2mdc(2e,m)) (2.47)

Comoy ∈ GF(22e), sey , 0, tem-se quey22e−1 ≡ y0mod22e−1 = 1. Escrevendo de

outra forma,y22e−1 = y(2e+1)(2e−1) = y(2e+1)2e
y−(2e+1) = 1 resultando emy(2e+1)2e

= y(2e+1).

Isso implica emy(2e+1) ∈ GF(2e), novamente porque o corpo é um grupo cı́clico. Como

y também pertence aGF(2m), de (2.46) tem-se:
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y2e+1 ∈ GF(2mdc(e,m)) (2.48)

Define-se:

g = mdc(2e,m)

h = mdc(e,m) (2.49)

Os corposGF(2mdc(2e,m)) e GF(2mdc(e,m)) em (2.47) e (2.48), respectivamente, são

iguais seg = h e distintos seg = 2h.

Considere o caso deg = h, caso de interesse. Considerey percorrendo todos os

elementos deGF(2h). Sey = αi ∈ GF(2h), comα uma raı́z primitiva deGF(2h),

y percorre todos os elementos não nulos deGF(2h). A ordem da raiz primitivaα é

2h − 1, pois as potências de uma raiz primitiva geram um grupo cı́clico, nesse caso,

as 2h − 1 potências deα geram o grupo cı́clicoGF(2h) − {0}. Sey = αi, tem-se que

y2e+1 = (α2e+1)i. Sabendo que a ordem deα é ord(α) = 2h − 1, do Lema B.1.1, a ordem

deα2e+1 será ord(α2e+1) = 2h − 1/mdc(2e + 1, 2h − 1). Então, para obter ord(α2e+1)

calcula-se

mdc(2e + 1, 2h − 1) = mdc(2e + 1, 2mdc(e,m) − 1) =

= mdc(2e + 1,mdc(2e − 1, 2m− 1))|mdc(2e + 1, 2e− 1) (2.50)

como:

mdc(2e + 1, 2e− 1) = 1 (2.51)

(a prova de (2.51) encontra-se no apêndice B.2), tem-se que:

mdc(2e + 1, 2h − 1)|1

mdc(2e + 1, 2h − 1) = 1 (2.52)

Portanto, a ordem deα2e+1 será igual à ordem deα, ord(α2e+1) = 2h − 1. Assim,
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na medida quey = αi ∈ GF(2h) percorre todos os elementos não nulos deGF(2h),

y2e+1 = (α2e+1)i também percorre todos os elementos não nulos deGF(2h). Como

conseqüência,Tr(y2e+1) será uma SMC e, portanto, resultará zero 2h−1 − 1 vezes e

resultará 1 por 2h−1 vezes. Considerando tambémy = 0, Tr(y2e+1) será zero 2h−1

vezes e 1 por 2h−1 vezes. Então, exatamente a metade dos elementos deGF(2h) irão

satisfazerTr(y2e+1) = 0, (2.45). Conclui-se que o tamanho do conjuntoYe, nesse

caso deg = h, será 2h−1, ou seja, existem 2h−1 elementosy ∈ GF(2m) que satisfazem

Qe(x+ y) = Qe(x) para todox ∈ GF(2m). Do Corolário B.3.4 tem-se que 2h−1 = 2m−r ,

assimr = rank(Qe) = m−h+1 = m−mdc(2e,m)+1, no caso deg = h. Assim, (2.38)

está provada.

Recapitular-se-á toda a metodologia utilizada para obtero histograma da função

de correlação cruzada periódica par discretaθ(x, y, τ) das duas SMCxt = Tr(αt) e

yt = Tr(αdt), comd = 2e + 1, sendo que mdc(2e + 1, 2m − 1) = 1, o que, conforme

apêndice B.2, é possı́vel quando mdc(2e,m) = mdc(e,m). A expressão deθ(x, y, τ)

(2.11) foi parametrizada porβ = αt, comα uma raiz primitiva fixa deGF(2m) (2.12).

Foi verificado que (2.12) é igual à 2M − 2m − 1, ondeM é o número de soluções de

F(x) = 0 dado por (2.20) e (2.21). O Teorema 2.1.5 mostrou que existem somente

três valores paraM de acordo com os valores queβ assume, além disso, apresentou a

quantidade de valores deβ que resulta em cada um dos valores deM. Porém, o Teo-

rema 2.1.5 apresenta esses resultados em função des = ⌊ r
2⌋, onder é orank da forma

quadráticaTr(x2e+1), definida por (2.37) comoQe(x). A expressão (2.38) determina o

rank deQe comom− g+ 1, ondeg = mdc(2e,m).

Observa-se que sem for par, esse poderá ser fatorado emm = 2 × mf . Nesse

caso,g = mdc(2e,m) = mdc(2e, 2mf ) = 2mdc(e,mf ) o que, independente do valor

de mdc(e,mf ), será par. Conseqüentemente,m− g será também par, pois sem/2 e

g/2 resultam em inteiros, (m− g)/2 = m/2 + g/2 também será um inteiro. Agora,

considerem um número ı́mpar. Nesse caso,m não terá nenhum fator par, pois se

tiver, esse será divisı́vel por 2 e, conseqüentemente,m será divisı́vel por 2 também,

contrariando a hipótese dem ı́mpar. Comomnão possui fatores pares,g = mdc(2e,m)

será também ı́mpar. Um número ı́mpar pode ser escrito como um número par menos 1.

Por exemplo, nesse caso,m= me− 1 eg = ge− 1, comme ege números pares. Assim,

m− g = (me − 1)− (ge − 1) = me − ge o que é, como no caso anterior, uma subtração

de números pares, o que resulta em um número par. Concluindo, não importa sem

é par ou ı́mpar,m− g sempre resultará em par. Portanto, ser = m− g + 1, tem-se
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s= ⌊ r
2⌋ = (m− g)/2+ ⌊1/2⌋ = (m− g)/2. Ou seja,s= (m− g)/2.

Substituindos= (m− g)/2 no Teorema 2.1.5:

no. de soluções (M) no. de equações

2m−1 2m− 2(m−g)

2m−1 + 2m/2+g/2−1 2m−g−1 + 2(m−g)/2−1

2m−1 − 2m/2+g/2−1 2m−g−1 − 2(m−g)/2−1

No desenvolvimento para obter o número de soluções deF(x) = 0 (2.20), dado

pela tabela anterior, foi considerado o caso deβ = 0. Lembrando queβ = α−τ, onde

τ é o argumento da função de correlação, não faz sentidoβ assumir valor nulo, pois,

nesse caso, tem-seτ = ∞. Assim, deve-se identificar e desconsiderar o caso em que

β = 0.

Quandoβ = 0, tem-seF(x) = Tr(x2e+1) + Tr(βx) = Qe(x) = Tr(x2e+1) = 0. Do

corolário B.3.3, tem-se queQe(x) = Tr(x2e+1) pode ser transformado em uma das 3

formas quadráticas:

x1x2 + x3x4 + ... + x2s−1x2s + x2s+1 (caso derank r = 2s+ 1 )

x1x2 + x3x4 + ... + x2s−1x2s (caso derank r = 2s)

x1x2 + x3x4 + ... + x2s−1x2s+ x2s−1 + x2s (caso derank r = 2s) (2.53)

Observe que mdc(2e+1, 2m−1) = 1 deve ocorrer para queTr(xd), comd = 2e+1,

seja uma SMC e que isso só é possı́vel para mdc(2e,m) = mdc(e,m), ou seja,g = h

(apêndice B.2). Assim, de (2.38), tem-se que orankdeQe(x) serám−mdc(2e,m)+1 =

m−g+1, o que é um número ı́mpar, poism−g sempre será par (conforme já discutido

anteriormente nesta seção). Então,Qe(x) pode ser transformado emx1x2 + x3x4 + ... +

x2s−1x2s+ x2s+1, comr = 2s+1 = m−g+1, ou ainda,x1x2+ x3x4+ ...+ x2s−1x2s+a1x1+

a2x2+...+a2s+1x2s+1+...+amxm, coma1 = a2 = ... = a2s = 0,a2s+1 = 1 ea2s+2 = a2s+3 =

... = am = 0. Assim, pode-se reescreverQe(x) = f (x1, x2, ..., x2s, x2s+2, ..., xm) + x2s+1 =

0. Essa forma quadrática já foi analisada em (2.22) e foi verificado que possui 2m−1

soluções.

Com essa análise pode-se afirmar que no caso deβ = 0 existem 2m−1 soluções

paraF(x) = 0. Então, deve-se descontar uma equação, referente ao caso β = 0,
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na qualF(x) = 0 apresenta 2m−1 soluções. Assim, o número de soluções de (2.20),

desconsiderando a equação comβ = 0, será:

no. de soluções (M) no. de equações

2m−1 2m− 2(m−g) − 1

2m−1 + 2m/2+g/2−1 2m−g−1 + 2(m−g)/2−1

2m−1 − 2m/2+g/2−1 2m−g−1 − 2(m−g)/2−1

Sabendo queθ(x, y, τ) = 2M − 2m − 1, prova-se um dos principais teoremas para

as SMC:

Teorema 2.1.6O espectro de correlação entre uma SMC de comprimento N= 2m− 1

e sua decimação d= 2e + 1, onde obrigatoriamentemdc(2m− 1, 2e+ 1) = 1, será:

θ(x, y, τ) no. de vezes

−1 2m − 2(m−g) − 1

−1+ 2(m+g)/2 2m−g−1 + 2(m−g)/2−1

−1− 2(m+g)/2 2m−g−1 − 2(m−g)/2−1

A função de correlação par periódica entre uma SMC e sua(2e+1)-ésima decimação

será no máximo 1+ 2(m+1)/2, em módulo, seg = 1. Porém, em sistemas DS/CDMA

reais, são necessárias muito mais do que duas seqüências para alocar todos os usuários.

Em (GOLD, 1967) foi mostrado que é possı́vel construir mais seqüências mantendo-se

os valores de correlação cruzada periódica das SMC. A demonstração dessa carac-

terı́stica é imediata, conhecidas as caracterı́sticas das SMC. As seqüências propostas

em (GOLD, 1967), conhecidas como seqüências de Gold, são apresentadas na seção

seguinte juntamente com sua boa caracterı́stica de correlação cruzada par periódica.

2.1.2 Faḿılia Gold

Considered = 2e+1 ex ∈ GF(2m). Seja a seqüênciast(x) de comprimentoN = 2m−1:

st(x) = Tr(αt + xαdt), 0 ≤ t ≤ N − 1 (2.54)

Para cada um dos 2m valores dex ∈ GF(2m) existe uma seqüênciast(x) diferente.

Adicionando o valorx = ∞, onde será denotado:
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st(∞) = Tr(αdt) (2.55)

tem-se no total 2m+ 1 seqüências.

Sejamx e y elementos de{GF(2m), ∞}. A função de correlação cruzada par

periódica entre as seqüênciasst(x) e st(y) será:

θx,y(τ) =
N−1∑

t=0

(−1)st(x)+st+τ(y) (2.56)

ondest(x) + st+τ(y) = Tr(αt + αt+τ + xαdt + yαdt+dτ) e, assim como foi feito em toda

a seção anterior, obterθx,y(τ) é equivalente a obter o número de inteirost no intervalo

0 ≤ t ≤ N − 1 tais que:

Tr((1+ ατ)αt + (x+ yαdτ)αdt) = 0 (2.57)

DefinindoA = 1+ ατ, B = x+ yαdτ ez= αt tem-se:

Tr(Az+ Bzd) = 0 (2.58)

Conforme a seção 2.1.1.2, onde foi analisada a equação (2.13) que é do mesmo

tipo de (2.58), os valores deθx,y(τ) serão−1,−1± 2(m+g)/2, ondeg = mdc(2e,m), para

A e B diferentes de zero.

SeA = 0 eB = 0, tem-seατ = 1 ex+ yαdτ = 0. Porém, isso ocorrerá se e somente

seτ ≡ 0 (modN) e x = y. Nesse caso, obviamente,θx,y(τ) = N (autocorrelação par

periódica).

Assim, duas seqüências,st(x) e st(y), dentre as 2m+ 1 definidas como (2.54), com

x, y ∈ {GF(2m), ∞} ed = 2e + 1 resultam em:

θx,y(τ) =


−1

−1± 2(m+g)/2
(2.59)

sendo que, no casoτ ≡ 0 (modN) e x = y, θx,y(τ) = N.

Seg = mdc(2e,m) = 1, têm-se os menores valores de correlação cruzada peri´odica

par para as seqüênciasx e y. Nesse caso, as 2m + 1 seqüências definidas como (2.54),
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com x ∈ {GF(2m), ∞} e d = 2e + 1, são chamadas seqüências Gold. O conjunto

composto pelas 2m+ 1 seqüências é chamado famı́lia Gold.

De (2.54), observa-se quest(x) = Tr(αt) + Tr(xαdt), que é a soma de duas SMC.

Na condição ded = 2e + 1, com mdc(2e,m) = 1, o par de SMC é chamado de par

preferencial.

Denotando uma SMC comoct = Tr(αdt), a outra SMC,Tr(xαdt), com x = αs e

s = 0, 1, ..., 2m−2, seráct+s. Então, a famı́lia Gold é composta pelo par preferencial de

SMC (casos em quex = 0 ex = ∞ em (2.54)) e pelas seqüências resultantes das somas

de uma das SMCa = {at} = {Tr(αt)} com a outra SMCb = {bt} = {Tr(xαdt)} para os

2m− 1 deslocamentos. Assim, pode-se obter o conjunto Gold da seguinte forma:

G = {g1, g2, g3, ..., g2m+1}

= {a, b, a+ b, a+ Tb, a+ T2b, ..., a+ T2m−1b} (2.60)

Observa-se queb é uma decimaçãod dea. Então, pode-se representar o conjunto

Gold pelo polinômio primitivo que gerou o corpoGF(2m) (do qualα é elemento pri-

mitivo) e pelo polinômio mı́nimo deαd. Por exemplo, para o par preferencial{a, b},
a foi obtida do corpoGF(2m) construı́do com o polinômio 1+ x3 + x5 ([100101] em

notação binária e [45] em notação octal), eb resultou da decimaçãod = 11 dea, ou

seja, do polinômio mı́nimo deαd: 1+ x+ x2 + x4 + x5 ([111011] em notação binária e

[73] em notação octal). Nesse caso, representa-se a famı́lia Gold comoGold(45, 73).

A seção seguinte irá apresentar uma famı́lia de seqüências derivada da famı́lia

Gold.

2.1.3 Faḿılia QS

Os conjuntos de seqüências QS propostos em (KUNO et al., 1994) (SAITO et al., 2001)

são compostos de seqüências de Gold adequadamente escolhidas de forma que a função

de correlação periódica parθ(a, b, d) assuma valores mı́nimosθmCZ = 1 parad ≤ LCZ.

Em (KUNO et al., 1994), foi mostrado que para cada valor assumido pela função de

correlação cruzada periódica parθ(a, b, d), para os mesmos valores ded, a ocorrência

dos valores assumidos pela função de correlação cruzada periódica ı́mparΘ(a, b, d)
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assemelha-se a uma função densidade de probabilidade Gaussiana. Adicionalmente,

mostrou-se que a variância dessa densidade torna-se mı́nima quando o valor da função

de correlação cruzada periódica par for mı́nimo,θ(a, b, d) = −1. Portanto, para o

conjunto de seqüências de Gold na condição de quase sincronismo, é razoável ajustar

as fases de acordo com a função de correlação cruzada periódica par.

Em (SAITO et al., 2001), para conjuntos de seqüências QS, definiu-se para afunção

de correlação periódica par,θ(a, b, d), o parâmetro quase ortogonalidade na condição

de quase sincronismo (quasi-orthogonal on quasi-synchronous), QOQS(r), onde r

relaciona-se com a zona de correlação reduzida da seguinte forma:

θ(a, b, d) = −1 para |d| ≤ LCZ =
r − 1

2
(2.61)

Aqui, um conjunto QS comLCZ =
r−1
2 será denotado por QS-r.

Para obter um conjunto de seqüências QS conforme (SAITO et al., 2001), ini-

cialmente gera-se um conjunto de Gold conforme (2.60), ondeas SMC são gera-

das conforme o registrador deslocameneto da figura B.1 com estado inicial 100...0.

Eliminando-se do conjunto a seqüênciag2, obtém-se um conjunto QS-1 comLCZ = 0

(2.61). A partir desse conjunto, podem ser obtidos conjuntoQS comr > 1. A me-

todologia para obter tais conjuntos consiste na procura exaustiva por seqüências do

conjunto QS-1 que resultam emθ(a, b, d) = −1 para 0< |d| ≤ r−1
2 , ondea, b ∈ QS-1.

As seqüências que apresentarem essa caracterı́stica ir˜ao compor o conjunto QS-r.

Conforme descrito na seção 2.1.2, um conjunto de Gold é gerado a partir de duas

SMC. Mas nem todas as combinações de SMC irão gerar conjuntos de Gold com a

possibilidade de selecionar seqüências QS-r. Em (SAITO et al., 2001), os conjuntos de

Gold comN = 31 foram separados em duas classes: conjuntos de Gold de Classe I,

dos quais é possı́vel obter um conjunto de seqüências QS-3 e os conjuntos de Gold de

Classe II, dos quais não é possı́vel obter um conjunto de seqüências QS-3.

• Classe I :Gold(45, 47),Gold(45, 73), Gold(47, 51),Gold(47, 67),Gold(51, 67),

Gold (51, 75),Gold(67, 75).

• Classe II:Gold(45, 67),Gold(45, 75),Gold(47, 73),Gold(51, 73),Gold(73, 75).

Por exemplo, um conjunto de seqüências QS-3 de comprimento N = 31 obtido

do conjuntoGold(45, 73) pode ser composto pelas seqüências{g1, g12, g17, g18, g19,
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g27, g30, g31} ou pelas seqüências{g4, g5, g6, g7, g10, g14, g15, g21}, ondegi com i =

1, 2, 3, ..., 2n + 1 são as seqüências geradas conforme (2.60). Em (SAITO et al., 2001),

um conjuntoQS − r é representado porQi, ondei é o menor ı́ndice das seqüências

Gold que compõem o conjunto.

Para a condição der = 5, o conjunto de seqüências QS pode ser formado pelas

seqüências{g1, g12, g17, g19}, ou pelas seqüências{g4, g5, g10, g15} do mesmo conjunto

Gold(45, 73). A tabela 2.2 sintetiza alguns conjuntos de seqüências QS (SAITO et al.,

2001).

Tabela 2.2:Conjuntos de seqüências QS.
Conjunto Gold N r Conjunto QS-r Seq̈uências do conjunto Gold

Gold(13, 15)
7 1 Q1 todas excetog2

7 3 Q1 {g1, g7}
7 3 Q3 {g3, g9}

Gold(45, 73)

31 1 Q1 todas excetog2

31 3 Q1 {g1, g12, g17, g18, g19, g27, g30, g31}
31 3 Q4 {g4, g5, g6, g7, g10, g147, g15, g21}
31 5 Q1 {g1, g12, g17, g19}
31 5 Q4 {g4, g5, g10, g15}

Gold(203, 277) 127 5 Q1 {g1, g7, g12, g13, g31, g33, g69, g111}

As figuras 2.1.a e 2.1.b exemplificam as funções de correlac¸ão periódica para duas

seqüências do conjunto QS-5 comN = 127. A figura 2.2 apresenta a ocorrência de

valores de correlação cruzada periódica ı́mparΘ(a, b, d), com a e b seqüências do

conjunto QS-5 comN = 127,a , b e |d| ≤ 2. Nesse caso, observa-se que a ocorrência

de valores elevados de correlação cruzada periódica ı́mpar é pequena.

2.1.3.1 Caracteŕısticas das seq̈uências QS

O número de seqüências em um conjunto QS-r varia com o valor der. Observa-se

que, de modo geral, um incremento de 2 no valor der, diminui aproximadamente14
do número de seqüências no conjunto na maioria dos casos.Em (SAITO et al., 2001)

foi investigado o tamanho e a quantidade de conjuntos de seq¨uências QS paraN =

7, 31, 127, 511. Esses dados são parcialmente mostrados na tabela 2.3.

Os conjuntos de seqüências QS de mesmoN, r e tamanhoK podem ter proprie-

dades de correlação cruzada periódica ı́mpar diferentes. Por exemplo, paraN = 31

e r = 5 existem 2 conjuntos,Q1 e Q4, com 4 seqüências cada, extraı́das do conjunto
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Figura 2.1: Exemplo para a (a) função de correlação cruzada periódica par e para a
(b) função de autocorrelação periódica par de seqüências QS-5 comN = 127.
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Figura 2.2: Histograma da função de correlação cruzada periódicaı́mpar no intervalo
−2 ≤ |d| ≤ 2 para o subconjuntoQ1 do conjunto QS-5 comN = 127.

Gold(45, 73). Verifica-se a maior ocorrência de valores de correlação cruzada periódica

ı́mparΘ(a, b, d) de maior magnitude no conjuntoQ1 em relação ao conjuntoQ4 com

|d| ≤ 1 e também|d| ≤ 2. Portanto, o receptor convencional utilizando o conjunto

Q4 terá melhor desempenho quando comparado ao receptor utilizando o conjuntoQ1

na condição de erro de sincronismoτmax ≤ 1 eτmax ≤ 2 (KURAMOTO; ABRÃO; JES-

ZENSKY, 2004c). A distribuição dos valores de correlação cruzada periódica ı́mpar
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Tabela 2.3:Tamanho do conjunto de seqüências QS de acordo comr e N.

r N
quantidade
de conjuntos

tamanho, K

3

7 2 2
31 2 8
127 2 32
511 2 128

5
31 2 4
127 4 8
511 4 32

7
127 4 4
511 8 8

9
127 2 4
511 8 4

são mostrados na figura 2.3.
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Figura 2.3: Ocorrência de valores de correlação cruzada periódicaı́mparΘ(a, b, d)
para o conjunto de seqüências QS-5 obtido do conjunto de Gold Gold(45, 73): (a)Q1

e (b)Q4, com |d| ≤ 2.

A seção 2.2.1 descreverá o conjunto de seqüências ortogonais generalizadas OQS,

o qual também é derivado de conjuntos Gold. A metodologia de construção desse

conjunto é semelhante à metodologia apresentada nesta seção.

2.1.4 Seq̈uências GMW

As seqüências GMW foram propostas em (SCHOLTZ; WELCH, 1984) baseados em es-

tudos de Gordon, Mills e Welch (GMW) (GORDON; MILLS; WELCH, 1962). Essas

seqüências são de fundamental importância no estudo deseqüências adequadas para

sistemas QS-CDMA, pois as GMW apresentam uma faixa de deslocamentos bem de-
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terminada, na qual a função de correlação cruzada par periódica assume valor−1 (em

módulo é o menor valor de correlação possı́vel).

As seqüências GMW são definidas como (SCHOLTZ; WELCH, 1984):

at = Trm
1

{[
Trn

m(αt)
]r
}

(2.62)

ondeα é um elemento primitivo deGF(2n) e r um inteiro primo relativo à 2m − 1,

definido em 1≤ r < 2m − 1. O perı́odo da seqüência seráN = 2n − 1, poisTrn
m(αt)

é uma recorrência linear, a qual seu perı́odo é dado pela ordem deα. Comoα é um

elemento primitivo deGF(2n), a ordem deα é 2n − 1; em outras palavras,αt percorre

todos os elementos não nulos deGF(2n).

Observe que ser = 1, da propriedade 4 do traço (seção B.1.8), a seqüência

GMW é uma SMC. Assim, pode-se afirmar que as seqüências GMWrepresentam a

generalização das SMC.

Com o objetivo de analisar a seqüência GMW em termos de sua construção e

funções de correlação periódica, define-seT como:

T = 2n − 1
2m− 1

(2.63)

Então, escreve-se (2.62) em forma matricial, sendo que a seqüência GMW{at} é

dada pela concatenação das linhas da matriz:

A =



Trm
1

{[
Trn

m(α0)
]r}

Trm
1

{[
Trn

m(α1)
]r}

... Trm
1

{[
Trn

m(αT−1)
]r}

Trm
1

{[
Trn

m(αT )
]r}

Trm
1

{[
Trn

m(αT+1)
]r}

... Trm
1

{[
Trn

m(α2T−1)
]r}

Trm
1

{[
Trn

m(α2T )
]r}

Trm
1

{[
Trn

m(α2T+1)
]r}

... Trm
1

{[
Trn

m(α3T−1)
]r}

...
...

. . .
...

Trm
1

{[
Trn

m(α(2m−2)T )
]r}

Trm
1

{[
Trn

m(α(2m−2)T+1)
]r}
... Trm

1

{[
Trn

m(α(2m−1)T )
]r}


(2.64)

Observe que a ordem deαT é 2m, pois:

(αT )2m
= (αT )2m−1+1 = (αT )2m−1(αT )1 =

(
α

2n−1
2m−1

)2m−1

(αT )1 = (α2n−1)(αT )
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= αT (2.65)

Assim, verifica-se queαT ∈ GF(2m) e pode-se aplicar a propriedade 3 da função

traço (seção B.1.8) emTrm
1

{[
Trn

m(αkT+i)
]r}

:

Trm
1

{[
Trn

m(αkT+i)
]r}
= Trm

1

{
αrkT

[
Trn

m(αi)
]r}

(2.66)

Aplicando tal propriedade a todos os elementos de (2.64), tem-se:

A =



Trm
1

{
α0rT

[
Trn

m(α0)
]r }

Trm
1

{
α0rT

[
Trn

m(α1)
]r }

... Trm
1

{
α0rT

[
Trn

m(αT−1)
]r }

Trm
1

{
αrT

[
Trn

m(α0)
]r }

Trm
1

{
αrT

[
Trn

m(α1)
]r }

... Trm
1

{
αrT

[
Trn

m(αT−1)
]r }

Trm
1

{
α2rT

[
Trn

m(α0)
]r }

Trm
1

{
α2rT

[
Trn

m(α1)
]r }

... Trm
1

{
α2rT

[
Trn

m(αT−1)
]r }

...
...

. . .
...

Trm
1

{
α(2m−2)rT

[
Trn

m(α0)
]r }

Trm
1

{
α(2m−2)rT

[
Trn

m(α1)
]r }

... Trm
1

{
α(2m−2)rT

[
Trn

m(αT−1)
]r }


(2.67)

Observando os elementos da matriz (2.67) em colunas, pode-se escrever os ele-

mentos em seqüência de cada coluna como:

Trm
1

{
αkrT [θ]r

}
(2.68)

com k = 0, 1, 2, ..., 2m − 2 e θ ∈ GF(2m) constante, ondeθ = Trn
m(α j) = αdT , j =

0, 1, 2, ...,T − 1 e d = 0, 1, 2, ..., 2m − 2,∞. Note que (2.68) é uma SMC{uk+d} =
{Trm

1

{
αkrTαdrT

}
} = {Trm

1

{
α(k+d)rT

}
} cuja fased é definida porθ.

Observe que o inteiror é expoente de elementosαkT ∈ GF(2m), assim, esse é

definido 0≤ r < 2m − 1. Além disso, a SMC dada poruk = Trm
1

{
αkrT

}
, com k =

0, 1, 2, ..., 2m−2, é a decimaçãor da SMC dada poruk = Trm
1

{
αkT

}
. O comprimento da

seqüência decimada éN2 = N1/mdc(r, 2m−1) (Lema B.1.1), ondeN1 é o comprimento

da seqüência original. Assim,r deve satisfazer mdc(r, 2m − 1) = 1, para que a SMC

decimada tenha o mesmo comprimento da SMC original.

Então, para obter uma GMW basta obter uma semente SMC e calcular fasesθ

apropriadas. O conjunto de fasesθ = Trn
m(α j) = αdT será dado pela seqüências

composta pelos expoentesd deαT :

s= (s0, s1, s2, ..., sT−1) (2.69)



2.1 Seqüências quase ortogonais e quase ortogonais generalizadas 67

ondesj = d, comTrn
m(α j) = αdT onded poderá assumir os valoresd = 0, 1, 2, ..., 2m−2

e∞; este último ocorre quandoTrn
m(α j) = 0. Então, quandosj = ∞, Trn

m(α j) = 0 e,

portanto, todos os elementos daj-ésima coluna de (2.67) serão zero.

A SMC dada poruk = Trm
1

{
αkrT

}
= Trm

1

{
(αrT )k

}
com α um elemento primi-

tivo de GF(2n) construı́do com o polinômio primitivof (x) pode ser escrita como

uk = Trm
1

{
(β)k

}
comβ um elemento primitivo deGF(2m) construı́do com o polinômio

mı́nimo deαrT , o qual é primitivo, pois mdc(r, 2m − 1) = 1, e de graum, pois, como

foi mostrado anteriormente, a ordem deαrT é 2m.

Então, na construção da GMW, em vez de definir o elemento primitivo α deGF(2n)

e r, serão definidos os elementos primitivosα deGF(2n) eβ deGF(2m).

Dessa forma, a seqüência GMW pode ser escrita como:

A =



us0 us1 us2 ... usT−1

u1+s0 u1+s1 u1+s2 ... u1+sT−1

u2+s0 u2+s1 u2+s2 ... u2+sT−1

...
...

...
. . .

...

u2m−2+s0 u2m−2+s1 u2m−2+s2 ... u2m−2+sT−1



(2.70)

Observa-se que, assim como anteriormente, quandosj = ∞, ou seja,Trn
m(α j) = 0,

todos os elementos da coluna referente àsj em (2.70) serão zero. Isso significa que

uk+sj = 0, quandosj = ∞.

2.1.4.1 Propriedades de correlaç̃ao de seq̈uências GMW constrúıdas de um mes-
mo polinômio primitivo

Considere a seqüênciaa dada por (2.70) e outra GMW, denotada porb, construı́da

com o mesmo polinômio primitivo de graun, porém, a semente SMC é obtida de outro

polinômio primitivo de graum. Tal polinômio dá origem à SMCv distinta deu, pois

foram obtidas de polinômios primitivos distintos de grausm. Essa outra seqüência

GMW b, construı́da a partir da SMCv, com deslocamento deτ = τ0T + τ1 para a

esquerda, pode ser escrita, na forma matricial, como:
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Bτ =



vτ0+sτ1
vτ0+sτ1+1 vτ0+sτ1+2 ... vτ0+sτ1+T−1

vτ0+1+sτ1
vτ0+1+sτ1+1 vτ0+1+sτ1+2 ... vτ0+1+sτ1+T−1

vτ0+2+sτ1
vτ0+2+sτ1+1 vτ0+2+sτ1+2 ... vτ0+2+sτ1+T−1

...
...

...
. . .

...

vτ0+2m−2+sτ1
vτ0+2m−2+sτ1+1 vτ0+2m−2+sτ1+2 ... vτ0+2m−2+sτ1+T−1



(2.71)

A expressão geral para a correlação cruzada periódica par entre seqüências GMW

construı́das com um mesmo polinômio primitivo de graun foi obtida em (GAMES,

1984) e (LIN; CHANG, 1997). Para simplificar a notação, faz-seθab(τ) = θ(a, b, τ):

θab(τ) =
2n−2∑

i=0

(−1)ai+bi+τ

= (−1)us0v(τ0+sτ1) + (−1)us1v(τ0+sτ1+1) + ... + (−1)us(T−1)v(τ0+s(τ1+T−1)) +

+ (−1)u(1+s0)v(τ0+1+sτ1) + (−1)u(1+s1)v(τ0+1+s(τ1+1)) + ... + (−1)u(1+sT−1)v(τ0+1+s(τ1+T−1)) +

+ ... +

+ (−1)u(2m−2+s0)v(τ0+2m−2+sτ1) + (−1)
u(2m−2+s1)v(τ0+2m−2+s(τ1+1)) + ... + (−1)

u(2m−2+sT−1)v(τ0+2m−2+s(τ1+T−1))

= θuv(τ0 + sτ1 − s0) + θuv(τ0 + sτ1+1 − s1) + θuv(τ0 + sτ1+2 − s2) + ... +

+ θuv(τ0 + sτ1+T−1 − sT−1)

=

T−1∑

j=0

θuv(τ0 + sτ1+ j − sj) (2.72)

Conforme a definição desk, tem-se quesiT+ j é o expoente deαT do resultado de

Trn
m(αiT+ j). Da propriedade do traçoTrn

m(αiT+ j) = αiTTrn
m(α j) tem-se quesiT+ j = i+sj.

Aplicando essa propriedade em (2.72) tem-se:

θab(τ) =
T−1∑

j=0

θuv(sτ0T+τ1+ j − sj)

=

T−1∑

j=0

θuv(sτ+ j − sj) (2.73)

Observe que a função de correlação cruzada periódica de seqüências GMW é com-

pletamente definida pela função de correlação cruzada periódica das SMC sementes
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das GMW.

Um Lema apresentado em (LIN; CHANG, 1997) obtido dos Teoremas 1 e 2 de

(GAMES, 1984), os quais foram derivados de resultados de (SINGER, 1938) é extrema-

mente útil na caracterização da função de correlação cruzada periódica de seqüências

GMW.

Lema 2.1.1 Seτ , (0 modT ), na seqüência(sτ−s0, sτ+1−s1, ..., sτ+T−1−sT−1) mod(2m−
2) o elemento∞−∞ aparecerá2n−2m−1/(2m−1) vezes, o elemento∞ aparecerá2n−2m+1

vezes e os elementos{0, 1, 2, ..., 2m− 2} aparecerão2n−2m vezes cada um. Seτ = dT ,

o elemento∞−∞ aparecerá(2n−m− 1)/(2m− 1) vezes e o elemento d aparecerá2n−m

vezes.

Com esse Lema, pode-se reescrever (2.73) como:

θab(τ) =

=



2n−2m−1
2m−1 θuv(∞ −∞) + 2n−2m+1θuv(∞) + 2n−2m∑2m−2

k=0 θuv(k), τ , (0 modT )
2n−m−1
2m−1 θuv(∞−∞) + 2n−mθuv(d), τ = dT

onde:

θuv(∞ −∞) =
2m−2∑

i=0

(−1)ui+v(i+∞−∞)

=

2m−2∑

i=0

(−1)u(i+∞)+v(i+∞)

=

2m−2∑

i=0

(−1)0+0

= 2m− 1 (2.74)

θuv(∞) =
2m−2∑

i=0

(−1)ui+v(i+∞)

=

2m−2∑

i=0

(−1)ui+0
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=

2m−2∑

i=0

(−1)ui (2.75)

Como a SMC é balanceada10:

θuv(∞) =
2m−2∑

i=0

(−1)ui

= −1 (2.76)

e

2m−2∑

k=0

θuv(k) =
2m−2∑

k=0

2m−2∑

i=0

(−1)ui+vi+k

=

2m−2∑

i=0

(−1)ui

2m−2∑

k=0

(−1)vi+k (2.77)

Lembrando novamente que a SMC é balanceada:

2m−2∑

k=0

θuv(k) = (−1)(−1)

= 1 (2.78)

Substituindo (2.74), (2.76) e (2.78) em (2.74), tem-se:

θab(τ) =


−1, paraτ , (0 modT )

2n−m − 1+ 2n−mθuv(d), paraτ = dT
(2.79)

Para (2.74), (2.76) e (2.78) ocorrerem não é necessário que as sementesu e v

sejam SMC. Observe que se as sementesu ev forem balanceadas, não SMC, o resulta-

dos obtido em (2.74), (2.76) e (2.78) serão os mesmos e, conseqüentemente, a função

de correlação cruzada periódica par será similar à apresentada em (2.74), a menos de

10para seqüências de comprimento ı́mpar, será adotado o termo balanceada às seqüências que possui-
rem 2m−1 elementos 1 e 2m−1− 1 elementos 0. Para seqüências de comprimento par, o termobalanceada
será adotado às seqüências que possuirem o mesmo número de elementos 0 e 1.
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θuv(d), a qual será a correlação cruzada entre seqüências balanceadas (o que representa

um conjunto que contém as SMC, porém, muito maior). Essa observação foi apresen-

tada pela primeira vez em (LIN; CHANG, 1997), como uma proposta de seqüências

adequadas para sistemas QS-CDMA, por apresentar a faixaT de correlação mı́nima

(-1). Esse conjunto de seqüências será discutido em seções subseqüentes.

A expressão para a função de autocorrelação periódica par para a seqüência GMW

a é obtida com o mesmo procedimento utilizado na caracterização da função de cor-

relação cruzada periódica par:

θaa(τ) =
2n−2∑

i=0

(−1)ai+a(i+τ)

=

T−1∑

j=0

θuu(τ0 + sτ1+ j − sj) (2.80)

Utilizando a propriedadesiT+ j = i + sj, tem-se:

θaa(τ) =
T−1∑

j=0

θuu(sτ0T+τ1+ j − sj)

=

T−1∑

j=0

θuu(sτ+ j − sj) (2.81)

Com o Lema 2.1.1, pode-se escrever:

θaa(τ) =

=



2n−2m−1
2m−1 θuu(∞−∞) + 2n−2m+1θuu(∞) + 2n−2m∑2m−2

k=0 θuu(k), τ , (0 modT )
2n−m−1
2m−1 θuu(∞−∞) + 2n−mθuu(d), τ = dT

onde:

θuu(∞ −∞) =
2m−2∑

i=0

(−1)ui+u(i+∞−∞)
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=

2m−2∑

i=0

(−1)u(i+∞)+u(i+∞)

=

2m−2∑

i=0

(−1)0+0

= 2m− 1 (2.82)

θuu(∞) =
2m−2∑

i=0

(−1)ui+u(i+∞)

=

2m−2∑

i=0

(−1)ui+0

=

2m−2∑

i=0

(−1)ui

= −1 (2.83)

2m−2∑

k=0

θuu(k) =
2m−2∑

k=0

2m−2∑

i=0

(−1)ui+u(i+k)

=

2m−2∑

i=0

(−1)ui

2m−2∑

k=0

(−1)u(i+k)

= 1 (2.84)

e

θuu(d) = −1 , parad , 0 mod 2m− 1 (2.85)

pois a seqüênciau é SMC.

Substituindo (2.82), (2.83) , (2.84) e (2.85) em (2.82), tem-se:

θaa(τ) =


−1 , paraτ , 0 mod 2m− 1

N , paraτ = 0 mod 2m− 1
(2.86)

Observe que a função de autocorrelação de seqüênciasGMW é idêntica à função

de autocorrelação de SMC.
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2.1.4.2 Ńumero de seq̈uências GMW de um dado comprimento

O número de seqüências GMWat = Trm
1

{[
Trn

m(αt)
]r }, construı́das de um mesmo po-

linômio primitivo de graun, será dado pelo número de seqüências semente SMC dis-

tintas de graum, pois duas GMW são distintas devido às sementes serem distintas. De

forma equivalente, duas GMW são distintas se as decimaçõesr, comr inteiro definido

em 1 ≤ r < 2m − 1 e primo relativo com 2m − 1, adotadas na construção de cada

seqüência pertencerem a coconjuntos distintos. Essa afirmação é facilmente explicada,

pois o polinômo mı́nimo de um elemento primitivoβ de um corpoGF(2m) (nesse caso

primitivo deGF(2m)) será distinto de um polinômio mı́nimo de mesmo grau deβr , se

e somente ser, definido em 1≤ r < 2m − 1, pertencer a outro coconjunto. Adicional-

mente, este outro polinômio mı́nimo será primitivo de grau mse e somente se a ordem

deβr for 2m−1, ou seja, seβr for raiz primitiva de um corpoGF(2m). Para concluir, do

Lema B.1.1, a ordem deβr , dada por ord(βr) = t/mdc(r, t), ondet = ord(β) = 2m − 1,

será 2m − 1 se e somente se mdc(r, t) = mdc(r, 2m − 1) = 1, ou seja,r deve ser primo

relativo a 2m− 1.

O número de SMC distintas de graum é dado porφ(2m − 1)/m, assim, o número

de GMW distintas obtidas do mesmo polinômio primitivo de graun será:

K(m) = φ(2m− 1)/m (2.87)

comm fator den.

Será adotada a nomenclatura famı́lia de seqüências GMW aum conjunto de seqüên-

cias GMW obtidas de um mesmo polinômio primitivo de graun.

Uma famı́lia será distinta de outra se os polinômios primitivos de graun forem

distintos. Então, o número de famı́lias GMW é dado pelo n´umero de polinômios pri-

mitivos de graun, K(n) = φ(2n − 1)/n. Assim, o total de seqüências GMW de graun,

considerando todas as famı́lias, será:

K(m) × K(n) (2.88)

Entretanto, a boa propriedade de correlação cruzada, equação (2.79), vale apenas

para seqüências de uma mesma famı́lia, ou seja, construı́das de um mesmo polinômio

primitivo de graun, conforme a demonstração.



2.1 Seqüências quase ortogonais e quase ortogonais generalizadas 74

A seção seguinte apresenta as seqüências de Lin-Chang,as quais são interpretadas

como a generalização das seqüências GMW.

2.1.5 Faḿılia Lin-Chang

As seqüências Lin-Chang foram propostas em (LIN; CHANG, 1997). Os autores desse

artigo observaram que para obter seqüências que resultamem uma função de correlação

cruzada par periódicaθab(τ) = −1 para uma faixaτ semelhante à apresentada em

(2.79), pode-se utilizar o método de construção das seq¨uências GMW de uma mesma

famı́lia e adotar uma seqüência semente balanceada, nãonecessariamente uma SMC.

Então, são chamadas de seqüências Lin-Chang às seqüˆencias construı́das com o mesmo

método de construção de seqüências GMW, porém as seq¨uências sementes não preci-

sam ser SMC, desde que sejam balanceadas.

2.1.5.1 Propriedades de correlaç̃ao de seq̈uências Lin-Chang

Observe que se as sementesu e v forem balanceadas, não necessariamente SMC, os

resultados obtidos em (2.74), (2.76) e (2.78) serão os mesmos e, conseqüentemente, a

função de correlação cruzada periódica par apresentada em (2.74) também será similar,

dada por:

θab(τ) =


−1, paraτ , (0 modT )

2n−m − 1+ 2n−mθuv(d), paraτ = dT
(2.89)

ondeu ev agora são seqüências balanceadas (não necessariamente SMC).

Lembre-se de que essa expressão para a função de correlac¸ão cruzada par periódica

foi obtida considerando seqüências obtidas de um mesmo polinômio primitivo de grau

n.

A função de autocorrelação de seqüências Lin-Chang ´e obtida de (2.82), com a

diferença queu é uma seqüência balanceada que pode não ser SMC. No caso de u

ser SMC, a seqüência Lin-Chang é uma seqüência GMW e, portanto, a função de

autocorrelação periódica será dada por (2.86). No casodeu não ser SMC, não ocorrerá

(2.85). Assim, obtém-se a função de autocorrelação periódica par da substituição de

(2.82), (2.83) e (2.84) em (2.82):
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θaa(τ) =



−1, paraτ , (0 modT )

2n−m− 1+ 2n−mθuu(d), paraτ = dT , τ , (0 mod 2n − 1)

N τ = (0 mod 2n − 1)

(2.90)

ondeθuu(d) =
∑2m−2

i=0 (−1)ui+u(i+d) .

2.1.5.2 Limite superior e inferior da função de autocorrelaç̃ao periódica par
para seq̈uências Lin-Chang

Para as seqüências descritas anteriormente, os valores assumidos pela função de auto-

correlação periódica par estão bem estabelecidos. Em (LIN; CHANG, 1997) não foram

apresentados os valores máximos e mı́nimos da função de autocorrelação par periódica

fora da origem para as seqüências Lin-Chang. Para obtê-los, basta calcular os valores

máximos e mı́nimos da função de autocorrelação par periódica fora da origem para as

seqüências sementes.

A condição deτ = dT com τ , (0 mod 2n − 1) em (2.90) implica emd ,

(0 mod 2m − 1). Observe que, parad , (0 mod 2m − 1), {ui} e {u(i+d)} podem diferir

em 2 elementos no mı́nimo, nesse casoui + u(i+d) = 1. Conseqüentemente, concor-

darão em 2m− 3 elementos, nesse casoui + u(i+d) = 0. Assim:

θuu(d) =
2m−2∑

i=0

(−1)ui+u(i+k)

= 2m − 3− 2

= 2m − 5 (2.91)

Por outro lado, ainda parad , (0 mod 2m − 1), {ui} e {u(i+d)} podem concordar em

1 elemento no mı́nimo. Conseqüentemente, irão diferir em2m− 2 elementos. Assim:

θuu(d) =
2m−2∑

i=0

(−1)ui+u(i+k)

= 1− (2m− 2)

= 3− 2m (2.92)
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Somente param ≥ 3 tem-se mais de 1 polinômio primitivo de graum. Somente

param ≥ 3 ter-se-á um conjunto com mais de uma seqüência. Assim, de (2.91) e

(2.92):

max{θuu} = 2m− 5 e min{θuu} = 3− 2m (2.93)

Com esses resultados obtém-se o maior e menor valor de autocorrelação da seqüência

a quandou não é SMC, paraτ = dT , τ , (0 mod 2n − 1) em≥ 3:

max{θaa(τ)} = max
{
2n−m− 1+ 2n−mθuu(d)

}

= 2n−m− 1+ 2n−m max{θuu}

= 2n−m− 1+ 2n−m(2m− 5)

= 2n − 4 · 2n−m− 1 (2.94)

min {θaa(τ)} = min
{
2n−m − 1+ 2n−mθuu(d)

}

= 2n−m− 1+ 2n−m min {θuu}

= 2n−m− 1+ 2n−m(3− 2m)

= −(2n − 4 · 2n−m) − 1 (2.95)

Assim, os limites para a função de autocorrelação par periódica paraτ = dT , τ ,
(0 mod 2n − 1) em≥ 3 serão:

−(2n − 4 · 2n−m) − 1 ≤ θaa(τ) ≤ 2n − 4 · 2n−m − 1, para τ = dT , τ , (0 mod 2n − 1)

(2.96)

2.1.5.3 Ńumero de seq̈uências Lin-Chang de um dado comprimento

Assim como para as seqüências GMW, o número de seqüências Lin-Chang construı́das

de um mesmo polinômio primitivo de graun será dado pelo número de seqüências se-

mentes disponı́veis. Duas seqüências Lin-Chang são distintas se as respectivas semen-

tes forem distintas. Como as sementes devem ser balanceadase não necessariamente

SMC, o número de sementes balanceadas de comprimento 2m−1 será( 2m−1
2(m−1))
2m−1 . Portanto,

o número de seqüências Lin-Chang construı́das de um mesmo polinômio primitivo de
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graun, ou seja, o tamanho de uma famı́lia Lin-Chang de graun, será dado por:

K(m) =

(
2m−1
2(m−1)

)

2m− 1
(2.97)

ondem é fator den.

Observa-se que o tamanho da famı́lia Lin-Chang pode ser muito maior que o ta-

manho da famı́lia GMW. Por exemplo, param = 3, 4 e 5, têm-se 5, 429 e 9694845

seqüências, respectivamente, em uma famı́lia Lin-Changcontra 3, 3 e 6, seqüências,

respectivamente, em uma famı́lia GMW.

O número de famı́lias Lin-Chang é dado pelo número de polinômios primitivos de

graun, K(n) = φ(2n − 1)/n, assim como para as famı́lias GMW. O total de seqüências

Lin-Chang de graun, considerando todas as famı́lias, será:

(
2m−1
2(m−1)

)

2m− 1
× φ(2n − 1)/n (2.98)

É importante destacar que a boa propriedade de correlaçãocruzada, equação (2.89),

vale apenas para seqüências de uma mesma famı́lia, ou seja, construı́das de um mesmo

polinômio primitivo de graun.

2.1.5.4 Consideraç̃oes sobre as caracterı́sticas das seq̈uências Lin-Chang

Conforme demonstrado, para 0< |τ| < 2n−1
2m−1 ou |τ| , (0 mod 2n−1

2m−1), todos os valores

assumidos pelas funções de correlação periódica par para as seqüências Lin-Chang de

uma mesma famı́lia são mı́nimos e iguais a−1, figura 2.4.a e 2.4.b. Porém, dentro

da mesma faixaτ os valores de correlação cruzada periódica ı́mpar não são mı́nimos,

figura 2.5.

Observando as equações (2.97) e (2.89), verifica-se que existe um compromisso

entre a faixa de deslocamentosτ em que as funções de correlação periódica par as-

sumem valor−1 e o número de seqüências distintas na famı́lia (LIN; CHANG, 1997).

Para obter o carregamento máximo com o conjunto Lin-Chang adota-sen = 2m, re-

duzindo, em conseqüência, a faixa de atrasos onde as funções de correlação periódica

par assumem valor−1.

A função correlação cruzada periódica par pode assumir valores elevados quando
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τ = dT , dependendo das fases das seqüências sementes, de outra forma, da função

correlação cruzada periódica par entre as sementesθuv(d), conforme a equação (2.89).

Tal caracterı́stica é exemplificada na figura 2.4.a. Isso implica em alta interferência

entre usuários quando existirem sinais de usuários sincronizados ou quase com atrasos

confinados em pequenas frações de chip. Para solucionar esse problema, basta ajustar

as fases das sementesu e v para queθuv(0) = −1. Assim,θab(0) = −1, conforme

(2.89). Isso pode ser um trabalho difı́cil quando existem v´arias sementes para serem

ajustadas.

Na condição deτ , 0, o valor da função de autocorrelação periódica par para

seqüências Lin-Chang geradas a partir de seqüências dotipo SMC (seqüências de

máximo comprimento), reduz-se a−1, pois nesse caso a seqüência gerada é uma

seqüência GMW (LIN; CHANG, 1997) (SCHOLTZ; WELCH, 1984). Quando as seqüên-

cias sementes não são SMC, a função de autocorrelaçãoda seqüência Lin-Chang apre-

senta, adicionalmente ao valor−1, outros picos os quais seus valores limites são dados

por (2.96), figura 2.4.b.
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Figura 2.4: Exemplo para a (a) função de correlação cruzada periódica par e para a
(b) função de autocorrelação periódica par de seqüências do conjunto Lin-Chang com

n = 2me N = 63.
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Figura 2.5: Histograma da função de correlação cruzada periódicaı́mpar no intervalo
0 < |τ| < 9 para o conjunto Lin-Chang comn = 2m e N = 63.

A próxima seção descreve as seqüências LCZ-GMW binárias as quais, assim como

as seqüências Lin-Chang, são obtidas de forma similar às seqüências GMW.

2.1.6 Faḿılia LCZ-GMW bin ária

A zona de correlação reduzida (low correlation zone, LCZ) representa o intervalo

|τ| ≤ Z em que as funções de correlação periódica parθi, j(τ) assumem valores re-

duzidos dados porθm (exceto parai = j e τ = 0). As seqüências que apresentam essa

caracterı́stica são chamadas de seqüências LCZ, conforme já mencionado na seção 1.2.

As seqüências LCZ comθm = 1 são chamadas de seqüências quase ortogonais gene-

ralizadas. Assim, pode-se afirmar que as seqüências QS (seção 2.1.3) são seqüências

LCZ comLCZ =
r−1
2 e θm = 1. É desejável que em sistemas QS-CDMA as seqüências

utilizadas no sistema possuam a zona de correlação reduzida para, dessa forma, reduzir

a interferência de múltiplo acesso e a auto-interferência.

Em (LONG; ZHANG, 1995) foram propostas seqüências LCZ binárias (sobreGF(2))

construı́das a partir de um par de seqüências GMW. Para especificar tal conjunto de

seqüências e não confundir com outros conjuntos LCZ comoo QS, será adotada a

nomenclatura LCZ-GMW.

A proposta apresentada em (LONG; ZHANG, 1995) foi estendida para o caso de

seqüênciasp-árias, ou seja, sobreGF(p) em (TANG; FAN, 2001b). Esse caso é apre-

sentado no apêndice C.1. Uma famı́lia LCZ-GMWp-ária (ou LCZ-GMW polifásica)

possui caracterı́sticas de LCZ semelhantes às binárias.Lembrando a seção 2.1.1.1, as

funções de correlação entre seqüênciasa = {a0, a1, ..., aN−1} e b = {b0, b1, ..., bN−1},
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ondeai, bi ∈ GF(p) ou ai e bi pertencem a um subconjunto do conjunto dos números

inteiros, são calculadas entre seqüênciasã = {ã0, ã1, ..., ãN−1} e b̃ = {b̃0, b̃1, ..., b̃N−1},
ondeãi = exp

(
j2π
p ai

)
e b̃i = exp

(
j2π
p bi

)
.

O método de geração de seqüências LCZ-GMW binárias, com LCZ = T − 1 =
2n−1
2m−1 − 1 e θm = 1 proposta em (LONG; ZHANG, 1995) e (TANG; FAN, 2001b) é jus-

tificado com uma demonstração da função de correlaçãoperiódica bastante extensa.

Aqui, será justificado o método de geração de seqüências LCZ-GMW e demonstrada

a função de correlação periódica para seqüências LCZ-GMW binárias de uma forma

bastante clara e direta.

Observe a função de correlação periódica dada pela equação (2.74) reproduzida

aqui:

θab(τ) =



2n−2m−1
2m−1 θuv(∞−∞) + 2n−2m+1θuv(∞) + 2n−2m∑2m−2

k=0 θuv(k),

paraτ , (0 modT )
2n−m−1
2m−1 θuv(∞−∞) + 2n−mθuv(d), paraτ = dT

(2.99)

ondeu e v serão SMC quandoa e b forem seqüências GMW. Quandoa e b forem

seqüências Lin-Chang,u ev serão seqüências balanceadas, não necessariamente SMC.

Para queθab(τ) resulte em−1 paraτ = 0 ea , b, deve-se obter:

θuv(0) =
2m−2∑

i=0

(−1)ui+v(i+0) = −1 (2.100)

e para queθab(τ) resulte em−1 paraτ , (0 modT ), deve-se obter:

θuv(∞) =
2m−2∑

i=0

(−1)ui

= −1 (2.101)

e

2m−2∑

k=0

θuv(k) =
2m−2∑

k=0

2m−2∑

i=0

(−1)ui+vi+k
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=

2m−2∑

i=0

(−1)ui

2m−2∑

k=0

(−1)vi+k

= (−1)(−1)

= 1 (2.102)

Com essas três condições satisfeitas, obtêm-se seqüˆencias LCZ-GMW bináriasa

e b com o método de geração de seqüências GMW (ou Lin-Chang), considerando

agora as seqüênciasu e v como as sementes dea e b, respectivamente. A função de

correlação par periódica será:

θab(τ) =


2n−m− 1+ 2n−mθuv(d), paraτ , 0 e τ = dT
−1, c.c.

(2.103)

sendo queθab(τ) = N paraτ = 0 ea = b.

Fazendou = x + Tℓ1y ev = x + Tℓ2y, em (2.100) ter-se-á:

θuv(0) =
2m−2∑

i=0

(−1)ui+v(i+0) =

2m−2∑

i=0

(−1)xi+y(i+ℓ1)+xi+y(i+ℓ2) =

2m−2∑

i=0

(−1)y(i+ℓ1)+y(i+ℓ2) = θyy(ℓ2 − ℓ1)

(2.104)

Em (2.101) ter-se-á:

θuv(∞) =
2m−2∑

i=0

(−1)ui =

2m−2∑

i=0

(−1)xi+y(i+ℓ1) = θxy(ℓ1) (2.105)

e em (2.102) ter-se-á:

2m−2∑

k=0

θuv(k) =
2m−2∑

i=0

(−1)ui

2m−2∑

k=0

(−1)vi+k = θxy(ℓ1) θxy(ℓ2) (2.106)

Então, para queθuv(0) = θyy(ℓ2 − ℓ1) resulte em−1 (condição dada por (2.100)),

basta quey seja SMC. Para queθuv(∞) = θxy(ℓ1) resulte em−1 (condição dada por

(2.101)) e
∑2m−2

k=0 θuv(k) = θxy(ℓ1) θxy(ℓ2) resulte em 1 (condição dada por (2.102)),

deve-se garantirθxy(ℓ1) = −1 eθxy(ℓ2) = −1.

Com as observações anteriores, ficam estabelecidos os seguintes critérios para
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obtenção de seqüências LCZ-GMW:

1. As sementes devem ser do tipou = x + Tℓy, comx ey SMC;

2. θxy(ℓ) = −1;

Observa-se que ao conjunto gerado a partir das sementes do tipou = x+Tℓy, com

x ey SMC, pode-se acrescentar uma seqüência gerada por uma SMC, x ou y.

Para o caso deu = x ev = x + Tℓ2y, em (2.100) ter-se-á:

θuv(0) =
2m−2∑

i=0

(−1)ui+v(i+0) =

2m−2∑

i=0

(−1)xi+xi+y(i+ℓ2) =

2m−2∑

i=0

(−1)y(i+ℓ2) (2.107)

Em (2.101) ter-se-á:

θuv(∞) =
2m−2∑

i=0

(−1)ui =

2m−2∑

i=0

(−1)xi (2.108)

e em (2.102) ter-se-á:

2m−2∑

k=0

θuv(k) =
2m−2∑

i=0

(−1)ui

2m−2∑

k=0

(−1)vi+k =

2m−2∑

i=0

(−1)xi θxy(ℓ2) (2.109)

Então, para que as condições dadas pelas equações (2.100) e (2.101) sejam satis-

feitas, basta quex e y sejam seqüências balanceadas. Para que a condição dadapela

equação (2.102) seja satisfeita, basta queθxy(ℓ2) = −1 ex seja balanceada.

Para o caso deu = x + Tℓ1y ev = x, em (2.100) ter-se-á:

θuv(0) =
2m−2∑

i=0

(−1)ui+v(i+0) =

2m−2∑

i=0

(−1)xi+y(i+ℓ1)+xi =

2m−2∑

i=0

(−1)y(i+ℓ1) (2.110)

Em (2.101) ter-se-á:

θuv(∞) =
2m−2∑

i=0

(−1)ui =

2m−2∑

i=0

(−1)xi+y(i+ℓ1) = θxy(ℓ1) (2.111)

e em (2.102) ter-se-á:
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2m−2∑

k=0

θuv(k) =
2m−2∑

i=0

(−1)ui

2m−2∑

k=0

(−1)vi+k = θxy(ℓ1)
2m−2∑

k=0

(−1)xk (2.112)

Então, para que a condição dada pela equação (2.100) seja satisfeita, basta quey

seja uma seqüência balanceada. Para que a condição dadapela equação (2.101) seja

satisfeita, basta queθxy(ℓ1) = −1 e para que a condição dada pela equação (2.102) seja

satisfeita, basta queθxy(ℓ1) = −1 ex seja também uma seqüência balanceada.

Como as SMC são balanceadas, a caracterı́stica LCZ é verificada para o conjunto

composto por seqüências geradas a partir das sementesu = x+Tℓy, as quais satisfazem

os critérios 1 e 2, e a partir de uma das SMC,x ou y.

A seguir é apresentado um algoritmo para gerar um famı́lia LCZ-GMW conforme

as observações anteriores:

Algoritmo 2.1.1 Algoritmo de geração de uma famı́lia de seqüências LCZ-GMW:

1. Obter duas SMCx e y;

2. Obter um conjunto de deslocamentos{ℓ1, ℓ2, ..., ℓK−1} tal que:

θxy(ℓ1) = θxy(ℓ2) = ... = θxy(ℓK−1) = −1 (2.113)

3. Gerar o conjunto de sementes A:

A =
{
x, x + Tℓ1y, x + Tℓ2y, ..., x + TℓK−1y

}
(2.114)

4. Utilizar o método de geração de seqüências GMW (ou Lin-Chang) com as se-

mentes do conjunto A.

O algoritmo proposto em (LONG; ZHANG, 1995) e (TANG; FAN, 2001b) não é

exatamente igual ao que foi apresentado aqui, porém, é fácil justificar porque ambos

resultam em conjuntos de seqüências LCZ-GMW iguais. O algoritmo proposto em

(LONG; ZHANG, 1995) e (TANG; FAN, 2001b) é apresentado a seguir:

Algoritmo 2.1.2 Algoritmo de geração de uma famı́lia de seqüências LCZ-GMW pro-

posto em (LONG; ZHANG, 1995) e (TANG; FAN, 2001b):
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1. Obter duas seqüências GMWa’ e b’ a partir das SMCx e y, respectivamente;

2. Obter um conjunto de deslocamentos{ℓ1, ℓ2, ..., ℓK−1} tal que:

θxy(ℓ1) = θxy(ℓ2) = ... = θxy(ℓK−1) = −1 (2.115)

3. Gerar o conjunto LCZ-GMW:

{
a’, a’ + Tℓ1Tb’, a’ + Tℓ2Tb’, ..., a’ + TℓK−1T b’

}
(2.116)

Para verificar que os dois algoritmos apresentados são equivalentes, considere duas

seqüências GMWa’ e b’ dadas pela concatenação das linhas das matrizesA’ e B’ ,

respectivamente, como em (2.70):

A’ =



xs0 xs1 xs2 ... xsT−1

x1+s0 x1+s1 x1+s2 ... x1+sT−1

x2+s0 x2+s1 x2+s2 ... x2+sT−1

...
...

...
. . .

...

x2m−2+s0 x2m−2+s1 x2m−2+s2 ... x2m−2+sT−1



(2.117)

e

B’ =



ys0 ys1 ys2 ... ysT−1

y1+s0 y1+s1 y1+s2 ... y1+sT−1

y2+s0 y2+s1 y2+s2 ... y2+sT−1

...
...

...
. . .

...

y2m−2+s0 y2m−2+s1 y2m−2+s2 ... y2m−2+sT−1



(2.118)

ondex ey são SMC.

A seqüênciaa = a’ + TℓTb’ do terceiro item do algoritmo de (LONG; ZHANG,

1995) e (TANG; FAN, 2001b) será, em sua forma matricialA dada por:
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A =



xs0 + ys0+ℓ xs1 + ys1+ℓ ... xsT−1 + +ysT−1+ℓ

x1+s0 + y1+s0+ℓ x1+s1 + y1+s1+ℓ ... x1+sT−1 + y1+sT−1+ℓ

x2+s0 + y2+s0+ℓ x2+s1 + y2+s1+ℓ ... x2+sT−1 + y2+sT−1+ℓ

...
...

. . .
...

x2m−2+s0 + y2m−2+s0+ℓ x2m−2+s1 + y2m−2+s1+ℓ ... x2m−2+sT−1 + y2m−2+sT−1+ℓ


(2.119)

Esse resultado é uma seqüência gerada como uma GMW (ou Lin-Chang) a partir

da sementex + Tℓy como no algoritmo proposto nesta seção. Portanto, os algorit-

mos são equivalentes e resultam no mesmo conjunto LCZ-GMW,desde que as SMC

utilizadas sejam iguais.

2.1.6.1 Propriedades de correlaç̃ao de uma faḿılia LCZ-GMW

Conforme foi mostrado, uma famı́lia LCZ-GMW é construı́dade tal forma a apresentar

uma zona de correlação reduzida comLCZ = T −1 = 2n−1
2m−1 −1. A função de correlação

será dada por (2.103).

Observa-se que se o par de SMCx ey utilizado na construção de uma famı́lia LCZ-

GMW for um par preferencial, tem-seu e v seqüências de Gold. Como os valores de

correlação entre seqüências de Gold são bem definidos,na equação (2.103), tem-se

θuv bem definidos e, conseqüentemente, obtém-se os valores possı́veis de correlação

dessa famı́lia LCZ-GMW.

2.1.6.2 Ńumero de seq̈uências LCZ-GMW de um dado comprimento

Em (TANG; FAN, 2001b) foram obtidas expressões para o tamanho de famı́lia LCZ-

GMW para dois casos especiais. Ainda não foi obtida uma expressão geral para o

tamanho exato de uma famı́lia LCZ-GMW. Porém, o limite de Tang-Fan (1.98) é uma

medida razoável:

K ≤ N2 − 1
(LCZ + 1)(N − 1)

(2.120)

ondeN é o comprimento das seqüências,LCZ define a zona de correlação reduzida eK

é o número de seqüências na famı́lia.
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Para,m = 3 en = 6 tem-seN = 63, LCZ = 8 K = 4. A desigualdade (2.120) for-

neceK < 7, 1111. Esse limite é aplicável para qualquer famı́lia LCZ (quase ortogonal

generalizada), não apenas à famı́lia LCZ-GMW analisada neste trabalho.

Especificamente para as seqüências LCZ-GMW, foi derivadoem (TANG; FAN,

2001b) o limite inferior para a relaçãoK LCZ

N+1 , dado por:

1 ≥ K LCZ

N + 1
≥


50% param ı́mpar

75% param≡ 2 (mod 4)
(2.121)

ondeN = 2n − 1 e LCZ = T − 1 = 2n−1
2m−1 − 1, comm fator den assim como para as

seqüências GMW.

2.1.6.3 Suḿario das caracteŕısticas das seq̈uências LCZ-GMW

As funções de autocorrelação e correlação cruzada periódica par assumem valor−1

para 0< |τ| < T e |τ| < T , respectivamente, ondeT = 2n−1
2m−1, mensão inteiros, os quais

representam o grau dos polinômios primitivos utilizados na construção das seqüências

GMW que originam o conjunto LCZ-GMW binário. O comprimentodas seqüências

LCZ-GMW binárias é dado porN = 2n − 1. As figuras 2.6.a e 2.6.b exemplificam

as caracterı́sticas das funções de correlação periódica par para seqüências LCZ-GMW

binária comn = 2meN = 63. Ao contrário das funções de correlação periódicapar, os

valores da função de correlação periódica ı́mpar parao conjunto LCZ-GMW binário

não são mı́nimos para|τ| < T , figura 2.7.

De acordo com (TANG; FAN; MATSUFUJI, 2000), para um conjunto LCZ-GMW

composto de seqüências de comprimentoN, existe um compromisso entre o tamanho

K do conjunto e o valor deLCZ: KLCZ

N+1 ≤ 1. Quanto maior o valor deLCZ, menor é

o valor deK. Assim, o carregamento máximo para um conjunto de seqüências LCZ-

GMW de comprimentoN é obtido quandon = 2m, condição em queLCZ é mı́nimo.

A próxima seção descreve as seqüências de No, as quais representam a generalização

de SMC, seqüências GMW e seqüências da famı́lia pequenade Kasami (KASAMI ,

1968).
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Figura 2.6: Exemplo para a (a) função de correlação cruzada periódica par e para a
(b) função de autocorrelação periódica par de seqüências do conjunto LCZ-GMW

comn = 2m e N = 63.
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Figura 2.7: Histograma da função de correlação cruzada periódicaı́mpar do conjunto
LCZ-GMW comn = 2me N = 63 e|τ| < 9.

2.1.7 Faḿılia No

As seqüências de No foram propostas em (NO; KUMAR, 1989) como seqüências com

propriedades ótimas de correlação periódica par e elevado equivalente linear.

O equivalente linear representa o número de células necessárias no circuito que

implementa uma recorrência linear (B.47), figura B.1, paragerar a seqüência.́E claro
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que para as SMC, o número de células necessárias ém, ondem é o grau do polinômio

primitivo. Para as seqüências não SMC de uma famı́lia de Gold, o número de células

necessárias é 2m, pois para a construção dessas seqüências são necess´arias duas SMC.

Para as seqüências GMW e Lin-Chang, esse número não é simples de ser obtido como

no caso das SMC ou das seqüências de Gold, pois a construç˜ao de seqüências GMW

e Lin-Chang envolvem operações não lineares que não permitem escrever a seqüência

como um simples traço como a SMC (Teorema B.1.2). A medida doequivalente linear

é importante para verificar a probabilidade de interceptac¸ão do sistema, ou a robus-

tez contra a “quebra” da seqüência (código) ou do sigilo das informações moduladas

por tais seqüências. Este trabalho não tem o objetivo de estudar a probabilidade de

interceptação do sistema e, portanto, o equivalente linear das seqüências não será ana-

lisado.

As seqüências de No não foram propostas para sistemas QS-CDMA, porém, serão

apresentadas aqui por representarem a generalização de SMC, seqüências GMW e da

famı́lia pequena de Kasami (KASAMI , 1968).

As seqüências de uma famı́lia No são dadas por:

si(t) = Trm
1

{[
Trn

m(α2t) + γiα
T t

]r}
(2.122)

ondem = n/2; r é um inteiro definido no intervalo 0≤ r < 2m − 1 que satisfaz

mdc(r, 2m − 1) = 1; T = 2n−1
2m−1 como para as seqüências GMW e Lin-Chang sendo que

nesse caso (m= n/2) tem-seT = 2m+1. O comprimento da seqüência seráN = 2n−1,

pois comt variando de 0 a 2n−2, tem-seα2t percorrendo todos os elementos não nulos

deGF(2n).

Para cada elementoγ, o qual pertence aGF(2m), obtém-se uma seqüência distinta

de uma famı́lia No. Então, tem-se que o número de seqüências de uma famı́lia é dado

por K(m) = 2m, o que representa o número de elementos deGF(2m). Observe que os

elementosγi deGF(2m) sãoαT i, i = 0, 1, 2, .., 2m− 2, além do elemento nulo.

O resultado deTrn
m{α2t} em (2.122) pertence ao subcorpo{0, 1, αT ,αT2, ..., αT (2m−2)} ⊂

GF(2m) ⊂ GF(2n), pois a função traço mapeia elementos do corpoGF(2n) em elemen-

tos do subcorpoGF(2m).

Considere o argumento deTrm
1 {.} de (2.122). Esse pode ser visto como uma

seqüência:
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ut =
{
Trn

m

{
α2t

}
+ γiα

T t
}

(2.123)

Pode-se interpretar
{
γiα

T t
}

como uma seqüência de comprimento 2m−1, pois para

um valor fixo deγi, comγi , 0, αT t percorre todos os elementos deGF(2m) exceto o

nulo.

Sabe-se que
{
Trn

m

{
αt}} é a definição de uma SMC que contém elementos sobre

GF(2m), poisαt percorre todos os elementos deGF(2n) e a função traço mapeia esses

elementos emGF(2m). Assim, a porção
{
Trn

m

{
α2t

}}
deut pode ser interpretada como

uma decimação 2 da SMC anterior. Da propriedade do traço,
{
Trn

m

{
α2t

}}
=

{
Trn

m

{
αt}},

tem-se que
{
Trn

m

{
α2t

}}
será a mesma SMC.

Quandoγi = 0 em (2.122), tem-se:

si(t) = Trm
1

{[
Trn

m

(
α2t

)]r}
(2.124)

que é uma seqüência GMW.

Observe que o inteiror é expoente de elementos deGF(2m). Logo, esse é definido

0 ≤ r < 2m − 1. Além disso, devido aos mesmos motivos apontados na seç˜ao 2.1.4

(seqüências GMW),r deve satisfazer mdc(r, 2m− 1) = 1.

2.1.7.1 Faḿılia pequena e faḿılia grande de Kasami

Considerando o caso der = 1 em (2.122), tem-se:

si(t) = Trm
1

{[
Trn

m

(
α2t

)
+ γiα

T t
]1
}

(2.125)

das propriedades da função traço:

Trn
1 {β1 + β2} = Trn

1 {β1} + Trn
1 {β2} (2.126)

e

Trm
1

{
Trn

m (βi)
}
= Trn

1 {βi} , com βi ∈ GF(2n) (2.127)

tem-se que:
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si(t) = Trm
1

{[
Trn

m

(
α2t

)
+ γiα

T t
]1
}

= Trm
1

{
Trn

m

(
α2t

)}
+ Trm

1

{
γiα

T t
}

= Trn
1

{
α2t

}
+ Trm

1

{
γiα

T t
}

(2.128)

O primeiro termo do lado direito de (2.128),Trn
1

{
α2t

}
, é uma SMC de graun (da

definição de SMC de graun, Trn
1

{
α2t

}
, ondeαt percorre todoGF(2n)). Conforme já foi

indicado, da propriedade da função traçoTrn
m

(
β2i

)
= Trn

m (β) comβ ∈ GF(2n), tem-se

que
{
Trn

1

{
α2t

}}
será a mesma SMC

{
Trn

1

{
αt}}.

O segundo termo de (2.128) é uma SMC de graum, poisαT t, 0 ≤ t ≤ N−1 percorre

todos os elementos deGF(2m) na medida quet varia, como já foi mencionado. O

elementoγi que aparece multiplicandoαT t apenas insere uma fase (ou deslocamento)

na SMC de graum, pois esse se mantém constante para cada seqüência No.

Então, tem-se uma SMC de graun somada a uma SMC de graum = n/2 deslo-

cada conformeγi. Considerando todos os deslocamentos na medida queγi percorre

GF(2m) exceto o elemento nulo, tem-se um conjunto conhecido como famı́lia pequena

de Kasami (KASAMI , 1968). Adicionalmente, se o valor der for r = 2i, i = 0, 1, 2, ...,

com r < 2m − 1, o conjunto gerado é também uma famı́lia pequena de Kasami, pois,

pela definição da função traço,Trm
1

(
β2i

)
= Trm

1 (β).

Considere agora, além da famı́lia pequena de Kasami, o conjunto composto por

seqüências de Gold geradas através da SMC definida pelo elemento primitivoα ∈
GF(2m) e da SMC definida pelo elemento primitivoβ = α2e+1, com mdc(2e,m) = 1,

excluindo as SMC que originaram tal conjunto. Considere também um conjunto com-

posto por seqüências de outra famı́lia pequena de Kasami gerada da SMC definida

pelo elemento primitivoβ = α2e+1 e da mesma SMC de graum definida pelo ele-

mento primitivoαT . Adicionando esses 2 conjuntos ao conjunto pequeno de Kasami

anterior, obtém-se a famı́lia grande de Kasami, a qual apresentará, adicionalmente aos

valores de correlação da famı́lia pequena de Kasami (que serão apresentados na seção

seguinte), valores de correlação da famı́lia de Gold.
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2.1.7.2 Propriedades de correlaç̃ao de seq̈uências de No

Sejan, n > 0 e par,N = 2n − 1, m= n/2 eT = 2m+ 1. A famı́lia de seqüências de No

será:

S = {si(t)|0 ≤ t ≤ N − 1, 1 ≤ i ≤ 2m} (2.129)

composta por 2m seqüências binárias dadas por (2.122).

A função de correlação par periódica entre ai-ésima e aj-ésima seqüência da

famı́lia é dada por:

θi, j(τ) =
N−1∑

t=0

(−1)si (t+τ)+sj (t), 0 ≤ τ ≤ N − 1 (2.130)

Para as seqüências de uma famı́lia de No é válido o teorema:

Teorema 2.1.7A função de correlação periódica par para a famı́lia deseqüências

definida em (2.129) assume apenas os seguintes valores:

θi, j(τ) ∈ {−2m − 1,−1, 2m− 1} ,
∀ i, j, τ com 1≤ i, j ≤ 2m e 0≤ τ ≤ N − 1 (2.131)

com a restrição de i, j ou τ , 0. No caso i= j e τ = 0 tem-se, obviamente,

θi, j(τ) = N.

A prova do Teorema 2.1.7 segue abaixo.

Sejamt1 e t2 os dı́gitos da expansão det na baseT onde 0≤ t ≤ N − 1:

t = T t1 + t2, 0 ≤ t1 ≤ 2m− 2, 0 ≤ t2 ≤ T − 1 (2.132)

Note que:

Trn
m(α2(T t1+t2)) =

1∑

j=0

(α2(T t1+t2))2m j
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= α2T t1α2t2 + α2T t12m
α2t22m

= α2T t1α2t2 + α2(2m2m+2m)t1α2t22m

= α2T t1α2t2 + α2(2n/22n/2+2m)t1α2t22m

= α2T t1α2t2 + α2(2n+2m)t1α2t22m

= α2T t1α2t2 +
(
α2n)2t1

α2.2mt1α2t22m
(2.133)

comoα é um elemento primitivo deGF(2n), tem-se queα2i
= α. Assim:

Trn
m(α2(T t1+t2)) = α2T t1α2t2 + α2t1α2.2mt1α2t22m

= α2T t1α2t2 + α2(2m+1)t1α2t22m

= α2T t1α2t2 + α2T t1α2t22m

= α2T t1
(
α2t2 + α2t22m)

(2.134)

da definição da função traço e de (2.134) tem-se que:

Trn
m(α2(T t1+t2)) = α2T t1Trn

m(α2t2) (2.135)

Pode-se observar também que:

αT
2t1 = α(2m+1)2t1 = α(22m+2.2m+1)t1

=

(
α2

2n
2
)t1
α(2.2m+1)t1 =

(
α2n)t1

α(2.2m+1)t1

= αt1+(2.2m+1)t1 = αt1(2.2m+2) = α2(2m+1)t1

= α2T t1 (2.136)

Com as identidades (2.135) e (2.136), as seqüências da famı́lia No podem ser

escritas como:

si(t) = Trm
1

{
α2rT t1

[
Trn

m(α2t2) + γiα
T t2

]r}
(2.137)

Conseqüentemente, o expoente de cada termo da função de correlação periódica

discreta (2.130) pode ser escrito como:
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si(t + τ) + sj(t) = Trm
1

{
α2rT t1 f1 (t2)

}
(2.138)

onde definiu-se:

f1 (t) =
[
Trn

m(α2(t+τ)) + γiα
T (t+τ)

]r
+

[
Trn

m(α2t) + γ jα
T t

]r
, 0 ≤ t ≤ N − 1 (2.139)

Vale lembrar que, para caracterizar a função de correlação periódica discreta,

basta caracterizar a seqüênciasi(t + τ) + sj(t) definida por (2.138), ou seja, verificar a

ocorrência de “zeros” e “uns” dessa seqüência.

Para um valor fixo det2, 0≤ t2 ≤ T −1 tal quef1(t2) , 0, a seqüênciasi(t+τ)+sj(t)

em função det1 e comt2 constante representa a definição clássica de SMC através da

função traço, poisαT i, i = 0, 1, 2, ..., n, são elementos deGF(2m). Essa SMC tem

comprimento 2m−1 e sua fase é determinada pelo valor def1(t2). É óbvio que, quando

f1(t2) = 0, ter-se-á uma seqüência de 2m− 1 zeros em vez da SMC. A figura 2.8 ilustra

a discussão desse parágrafo.

0a1 0

0000

0

a0 0 0

T − 1

a0 a2m−2a2a1

si(T t1 + t2 + τ) + sj(T t1 + t2)

0 0

a2

0

a2m−2

T elementos

SMC

T − 1T − 1T − 1

Figura 2.8: Caracterı́stica do expoente de cada termo da soma da função de
correlação periódica discreta.

Para contar quantos zeros existem na soma de seqüênciassi(t+τ)+ sj(t), define-se

z1 como o número de valores det2 para o qualf1(t2) = 0.

O problema da contagem de zeros será separado em duas condic¸ões:

1. f1(t2) = 0;
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2. f1(t2) , 0.

Na primeira condição, quando tem-sef1(t2) = 0, a soma de seqüênciassi(t + τ) +

sj(t) terá esse “zero” repetido para todost = t1T + t2, comt2 fixo. Comot1 varia de 0 a

2m−2, ter-se-á, portanto, 2m−1 zeros na seqüênciasi(t+τ)+ sj(t) para cadaf1(t2) = 0.

Considerando todos os valorest2 para o qualf1(t2) = 0, ter-se-áz1(2m − 1) zeros na

seqüênciasi(t + τ) + sj(t).

Na segunda condição, observa-se que sef1(t2) = 0 ocorrez1 vezes, conseqüen-

temente,f1(t2) , 0 ocorreT − z1 vezes, lembrando queT = 2m + 1 é o número de

diferentes valores quet2 pode assumir (2.132). Conforme já indicado anteriormente,

quandof1(t2) , 0, a seqüênciasi(t + τ)+ sj(t) comt = t1T + t2 e t2 constante será uma

SMC de comprimento 2m− 1. Na seção 2.1.1.1 mostrou-se que o número de zeros em

uma SMC de comprimento 2m− 1 é dado por 2m−1 − 1. Então, nesse caso (f1(t2) , 0),

tem-se (T − z1) × (2m−1 − 1) “zeros” na seqüênciasi(t + τ) + sj(t).

Combinando as duas condiçõesf1(t2) = 0 e f1(t2) , 0, a seqüênciasi(t + τ) + sj(t)

assumirá valor zeroz1(2m− 1)+ (T − z1)(2m−1 − 1) vezes.

Pode-se observar que elementos “uns” na seqüênciasi(t + τ) + sj(t) só ocorrem

quando f1(t2) , 0. ExistemT − z1 valores det2 para os quaisf1(t2) , 0. Com

essa restrição (f1(t2) , 0), a seqüênciasi(t+ τ)+ sj(t) será sempre SMC. Sabe-se que o

número de “uns” em uma SMC de comprimento 2m−1 é dado por 2m−1 (seção 2.1.1.1).

Então, o total de “uns” emsi(t + τ) + sj(t) é (T − z1)2m−1.

Com esses resultados, tem-se que a função de correlaçãopar periódica é do tipo:

θi, j(τ) = z1(2
m− 1)+ (T − z1)(2

m−1 − 1)− (T − z1)2
m−1

= 2m(z1 − 1)− 1 (2.140)

Para terminar a prova do Teorema 2.1.7 basta mostrar quez1 assume apenas os

valores 0, 1 ou 2, comγi e γ j percorrendo todoGF(2m) e t variando na faixa 0≤ t ≤
N − 1 descartando, é claro, a condição deγi = γ j e t = 0, pois, nesse caso,θi, j(t) = N.

Para tal demonstração, pode-se observar que de (2.139) tem-se:



2.1 Seqüências quase ortogonais e quase ortogonais generalizadas 95

f1(t+T ) =
[
Trn

m

(
α2(t+T+τ)

)
+ γiα

T (t+T+τ)
]r
+
[
Trn

m

(
α2(t+T )

)
+ γ jα

T (t+T )
]r
, 0 ≤ t ≤ N−1

(2.141)

O termoγiα
T (t+T+τ) que aparece em (2.141) pode ser escrito como:

γiα
T (t+T+τ) = γiα

T (t+τ)+T 2
= γiα

T (t+τ)α(2m+1)2 = γiα
T (t+τ)α22m+2.2m+1 =

= γiα
T (t+τ)α2n+2.2m+1 = γiα

T (t+τ)α2n
α2.2m+1 = γiα

T (t+τ)α1α2.2m+1 =

= γiα
T (t+τ)α2.2m+2 = γiα

T (t+τ)α2.T (2.142)

Analogamente, o termoγ jα
T (t+T ) de (2.141) pode ser escrito como:

γ jα
T (t+T ) = γ jα

T tα2.T (2.143)

O termoTrn
m(α2(t+T+τ)) que também aparece em (2.141) pode ser escrito como:

Trn
m(α2(t+T+τ)) =

1∑

j=0

(
α2(t+T+τ)

)2m j

= α2(t+T+τ) + α2(t+T+τ)2m
=

= α2Tα2(t+τ) + α2T2m
α2(t+τ)2m

= α2Tα2(t+τ) + α2(2m+1)2m
α2(t+τ)2m

= α2Tα2(t+τ) + α2(22m+2m)α2(t+τ)2m

= α2Tα2(t+τ) + α2(2n+2m)α2(t+τ)2m

= α2Tα2(t+τ) +
(
α2n)2

α2.2m
α2(t+τ)2m

= α2Tα2(t+τ) + α2α2.2m
α2(t+τ)2m

= α2Tα2(t+τ) + α2Tα2(t+τ)2m

= α2T
(
α2(t+τ) + α2(t+τ)2m)

= α2TTr
(
α2(t+τ)

)
(2.144)

Analogamente, o termoTrn
m(α2(t+T )) de (2.141) pode ser escrito como:
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Trn
m(α2(t+T )) = α2TTrn

m(α2t) (2.145)

Assim, substituindo (2.142) a (2.145) em (2.141):

f1(t + T ) =
[
α2T

(
Trn

m

(
α2(t+τ)

)
+ γiα

T (t+τ)
)]r
+

[
α2T

(
Trn

m

(
α2(t)

)
+ γ jα

T (t)
)]r

= α2rT f1(t), 0 ≤ t ≤ N − 1 (2.146)

onde f1(t) é dado por (2.139).

Lembrando quez1 denota o número de valores det2 para o qualf1(t2) = 0 com

0 ≤ t2 ≤ T − 1. Sez2 denota o número de vezes quef1(t) = 0 com t variando em

0 ≤ t ≤ N − 1 = 2n− 1 = 22m − 1 = (2m− 1)(2m + 1) = (2m− 1)T , tem-se que:

z1 =
z2

2m− 1
(2.147)

Ou seja, sef1(t2) = 0, entãof1(t2+T ) = 0, conforme resultado da equação (2.146),

e tambémf1(t) = 0, comt = t1T + t2 e t1 = 0, 1, 2, ..., 2m− 2. Observe quet1 assume

2m − 1 valores diferentes para cadat2 tal que f1(t2) = 0. Então, se existemz1 valores

de t2 tal que f1(t2) = 0, existem (2m − 1)z1 valores det tais quef1(t) = 0. Assim, o

resultado acima (2.147) é obtido. Define-se:

f2(t) = Trn
m

{
α2t

(
1+ α2τ

)}
+ αT t

(
γiα

T τ + γ j

)
, 0 ≤ t ≤ N − 1 (2.148)

o que equivale à definição def1(t) (2.139) comr = 1. Como mdc(r, 2m− 1) = 1:

f2(t) = 0⇔ f1(t) = 0, 0 ≤ t ≤ N − 1 (2.149)

Então, em vez de contar o número de “zeros” def1(t), contar-se-á o número de

“zeros” de f2(t).

Sejax = αt. Então,x percorre todos os elementos diferentes de zero deGF(2n) na

medida quet percorre o intervalo de 0 aN−1. Reescrevendof2(.) agora em função de

x:
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f2(x) = Trn
m

{
x2

(
1+ α2τ

)}
+ x2m+1

(
γiα

T τ + γ j

)

= x2
(
1+ α2τ

)
+ x2m+1 (

1+ α2τ
)2m

+ x2m+1
(
γiα

T τ + γ j

)

= x2
{
y2

(
1+ α2τ

)2m

+ y
(
γiα

T τ + γ j

)
+

(
1+ α2τ

)}
(2.150)

ondey = x2m−1.

A função f2(.) é dada pela multiplicação dex2 por um polinômio quadrático em y.

Para determinar quantas vezesf2(x) = 0, o problema será separado em dois casos:

1. τ = 0, γi , γ j;

2. τ , 0.

No primeiro caso, tem-se:

f2(x) = x2
{
y2 (1+ 1)2m

+ y
(
γi + γ j

)
+ (1+ 1)

}

= x2y
(
γi + γ j

)
(2.151)

Assim, f2(x) nunca assumirá valor nulo. Então,z1 = 0 ez2 = 0, resultando em:

θi, j(0) = −2m − 1, parai , j (2.152)

No segundo caso,f2(x) = 0 se e somente se o polinômio quadrático for zero, ou

seja sey = αt2(2m−1) for raiz do polinômio. Como o polinômio quadrático estásobre

GF(2n), pode-se ter 0, 1, ou 2 raı́zes emGF(2n).

Se não existir raiz, ou seja, se não existirt2 tal quey = αt2(2m−1) seja raiz do

polinômio, f2(.) não assumirá valor zero nesse caso (τ , 0) e, portanto,z1 = z2 = 0.

Se existir uma raiz, ou seja,y = αt2(2m−1) for raiz do polinômio para algumα ∈
GF(2n), então,αt2(2m−1), comt2 = 1, 2, ..., 2n/2 − 1, serão também raı́zes do polinômio.

Assim ter-se-á 2n/2 − 1 = 2m − 1 valores det2 tais quef2(t2) = 0, ou seja,z2 = 2m − 1

e, portanto,z1 = 1.

Se existirem duas raizes, ou seja,y1 = α
t2(2m−1)
1 e y2 = α

t2(2m−1)
2 , comα1 e α2 ∈
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GF(2n) eα1 , α
2J

2 , J = 0, 1, 2, ..., 2m− 1, ou seja,α1 eα2 não são conjugados, então,(
α

t2(2m−1)
1

)k
= α

t2(2m−1)k
1 e

(
α

t2(2m−1)
2

)k
= α

t2(2m−1)k
2 , comk = 1, 2, ..., 2n/2− 1, serão também

raı́zes do polinômio. Assim ter-se-á 2(2n/2 − 1) = 2(2m − 1) valores det2 tais que

f2(t2) = 0, ou seja,z2 = 2(2m− 1) e, portanto,z1 = 2. Então, no segundo caso,t , 0,

z1 pode assumir os valores 0, 1 e 2.

Mostrou-se quez1 assume apenas os valores 0, 1 e 2, o que resulta, de (2.140), em:

θi, j(τ) ∈ {−2m − 1,−1, 2m− 1} ,

∀ i, j, τ com 1≤ i, j ≤ 2m e 0≤ τ ≤ N − 1 (2.153)

assim, o Teorema 2.1.7 está provado.

2.1.7.3 Ńumero de seq̈uências No de um dado comprimento

O número de seqüências de comprimentoN = 2n−1 em uma famı́lia No, ou o tamanho

de uma famı́lia No, será:

K(m) = 2m (2.154)

comn = 2m, pois, como já mencionado, para cada elementoγ ∈ GF(2m) em (2.122),

obtém-se uma seqüência distinta de uma famı́lia No.

O número de famı́lias No é dado pelo número de polinômiosprimitivos de graun

dado porφ(2n − 1)/n, pois para cada corpoGF(2n), tem-se uma famı́lia No distinta.

Então, o total de seqüências No, considerado-se todas asfamı́lias, será:

2m× φ(2n − 1)/n (2.155)

2.1.8 Suḿario das seq̈uências quase ortogonais

Foram apresentadas as SMC, seqüências Gold, QS, GMW, Lin-Chang, LCZ-GMW e

No. Os métodos de obtenção das seqüências de Gold, QS, Lin-Chang, LCZ-GMW e

No são baseados nas caracterı́sticas das SMC e GMW.

A função de correlação par periódicaθi, j(τ) de um par preferencial de SMC apre-
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senta apenas três valores parai , j e, adicionalmente, valorN parai = j e τ = 0.

Utilizando-se dessa propriedade, deriva-se a famı́lia de seqüências de Gold. Selecionando-

se seqüências de uma famı́lia de Gold que resultam em valores reduzidos para a função

de correlação par periódica em torno da origem, obtém-se um subconjunto com zona

de correlação par periódica reduzida (LCZ). Esse subconjunto de Gold é denominado

famı́lia de seqüências QS.

Observando-se a função de correlação cruzada par peri´odica de seqüências GMW

de comprimentoN = 2n − 1 construı́das de um mesmo polinômio primitivo de grau

n, verifica-se que para essa função apresentarθi, j(τ) = −1 paraτ , 0 (modT ), com

T definido anteriormente, não é necessário que as seqüências sementes sejam SMC.

Caso as seqüências forem apenas balanceadas, não necessariamente SMC, essa carac-

terı́stica também é obtida. O conjunto de seqüências geradas conforme as seqüências

GMW de um mesmo polinômio primitivo de graun, porém com sementes balance-

adas, não necessariamente SMC, é chamado de famı́lia Lin-Chang. Adicionalmente,

se a função de correlação cruzada par periódica na origem entre as sementes resultar

em −1, as respectivas seqüências Lin-Chang possuirão uma zona de correlação par

periódica reduzida (LCZ) dada porLCZ = T − 1, comT conforme definido anterior-

mente.

Observando-se ainda a função de correlação cruzada parperiódica de seqüências

GMW de comprimentoN = 2n − 1 construı́das de um mesmo polinômio primitivo

de graun, obtém-se outra condição em que ocorre zona de correlação reduzida dada

por LCZ = T − 1. Agora, as sementes são obtidas de SMC. Esse outro conjunto

de seqüências LCZ, cujo método de geração é baseado nométodo de geração de

seqüências GMW obtidas de um mesmo polinômio primitivo de graun, é chamado

de famı́lia LCZ-GMW.

Por fim, foi apresentada a famı́lia No. Essa famı́lia sempre possuirá uma seqüência

GMW. Em casos particulares, essa famı́lia recai na famı́liapequena de Kasami. Dessa

forma, mostra-se que as seqüências No representam a generalização de SMC, seqüên-

cias GMW e seqüências da famı́lia pequena de Kasami. A fam´ılia No não apresenta

LCZ, porém, apresenta apenas 3 valores de correlação parperiódica parai , j e,

adicionalmente, valorN parai = j eτ = 0.

A Figura 2.1.8 representa, em termos de conjuntos, as famı́lias de seqüências sobre

GF(2) apresentadas aqui.
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��
��

��

(pequeno)
Kasami

Kasami
(grande) k = 1, 2, ...

No graum, r = 2k,

GMW graun

seqüências sobreGF(2)

SMC graum

par preferencial

SMC graum/2

sementes

Lin-Chang graun

Gold graum

No graun, r , 2k, k = 1, 2, ...
QS graum

LCZ-GMW graun

Figura 2.9: O universo de seqüências sobreGF(2) e as famı́lias de seqüências
apresentadas.

A partir de um par preferencial de SMC é obtida uma famı́lia de Gold a qual

contém o par preferêncial. De uma famı́lia de Gold obtém-se um subconjunto de

seqüências que resultam em LCZ chamado de famı́lia QS. A famı́lia grande de Ka-

sami contém uma famı́lia de Gold. A famı́lia pequena de Kasami é composta pelas

seqüências da famı́lia grande de Kasami que não pertencem à famı́lia de Gold. A

famı́lia No de graun, comr = 2k ek = 1, 2, ..., é composta pelas seqüências da famı́lia

pequena de Kasami e a SMC de graum/2, a qual gera a famı́lia pequena de Kasami.

As seqüências GMW construı́das de um mesmo polinômio primitivo de graun, as

quais constituem uma famı́lia GMW, são obtidas das SMC de graum, comm fator de

n. A famı́lia Lin-Chang é composta por todas as seqüênciasda famı́lia GMW e por

outras que resultam em uma função de correlação cruzadaperiódica par semelhante à

da famı́lia GMW. As seqüências LCZ-GMW são compostas porseqüências GMW e

Lin-Chang que resultam em LCZ. A famı́lia No de graun, comr , 2k e k = 1, 2, ...,
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possui uma seqüência GMW e outras que resultam em apenas três valores deθi, j(τ)

parai , j e, adicionalmente, valorN parai = j eτ = 0.

A próxima seção apresentará as famı́lias de seqüências ortogonais generalizadas

OQS e ZCZ. Serão também apresentadas as seqüências Walsh-Hadamard, as quais são

casos particulares das seqüências ZCZ.

2.2 Seq̈uências ortogonais e ortogonais generalizadas

2.2.1 Faḿılia OQS

A famı́lia OQS (orthogonal QS-sequence) foi proposta em (SAITO et al., 2001). Essa

famı́lia possui zona de correlação zero, caracterı́stica desejável para sistemas QS-

CDMA.

A metodologia de construção de uma famı́lia OQS é semelhante à construção de

uma famı́lia QS. A partir de uma famı́lia de seqüências de Gold de comprimentoN =

2n−1 construı́das conforme descrito na seção 2.1.3, são inseridos chipsc = 0 ouc = 1

após oi-ésimo chip e antes do (i + 1)-ésimo chip de todas as seqüências do conjunto,

resultando em uma famı́lia de seqüência de comprimentoN = 2n. Esse conjunto é

chamado de Gold ortogonal (orthogonal Gold) e denotado porOGold(X,Y, c, i), onde

X eY representam, em notação octal, os polinômios primitivos utilizado na construção

da famı́lia de Gold. A famı́lia OQS-r é obtida da busca exaustiva por seqüências do

conjunto Gold ortogonalOGold(X,Y, c, i) que resultam em:

θ(x, y, d) =



0 para x , y e |d| ≤ ZCZ =
r−1
2

0 para x = y e 0< |d| ≤ ZCZ =
r−1
2

N para x = y e d = 0

(2.156)

Em (SAITO et al., 2001), foi observado que nem todas as famı́liasOGold(X,Y, c, i)

podem produzir conjuntos OQS com grande número de seqüência. Esse artigo in-

vestigou as famı́lias de seqüências de Gold ortogonal de comprimentoN = 32 que

podem produzir famı́lias OQS compostas de 8 seqüências eZCZ = 1. Essas famı́lias de

Gold ortogonal são:OGold(45, 47, c, 18), OGold(45, 73, c, 18), OGold(47, 51, c, 12),

OGold(47, 67, c, 12),OGold(51, 67, c, 17),OGold(51, 75, c, 17) eOGold(65, 75, c, 27),

comc = 1 ouc = 0.
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2.2.2 Seq̈uências Walsh-Hadamard

As seqüênciasci de Walsh-Hadamard (WH) são obtidas das linhas (ou colunas)da

matriz quadrada de HadamardHn (PROAKIS, 1995):

Hn =


Hn−1 Hn−1

Hn−1 −Hn−1

 , H0 = [1]

ci = {hi,0hi,1...hi,2n−1} (2.157)

ondeci representa ai-ésima seqüência do conjunto Walsh-Hadamard composto de ele-

mentoshi bipolarizados{+1,−1} obtidos dai-ésima linha da matrizHn.

É fácil verificar que a função de correlação periódicapar na origem para as seqüên-

cias Walsh-Hadamard de comprimento 2, obtidas deH1, assume valor zero. Para

seqüênciasci e cj de comprimento 4, obtidas deH2, a função de correlação cruzada

par periódica será:

θ(ci , cj , 0) =


θ(a, b, 0)+ θ(a, b, 0), para|i − j| ≤ 2

θ(a, b, 0)− θ(a, b, 0), para|i − j| > 2
(2.158)

ondea e b são seqüências de comprimento 2 obtidas deH1. Para|i − j| ≤ 2 é fácil ver

quea , b e θ(a, b, 0) = 0. Assim,θ(ci , cj, 0) = 0.

Genericamente, para seqüências de comprimentoN = 2n obtidas deHn, a função

de correlação cruzada periódica par na origem será:

θ(ci , cj, 0) =


θ(a, b, 0)+ θ(a, b, 0), para|i − j| ≤ N/2

θ(a, b, 0)− θ(a, b, 0), para|i − j| > N/2
(2.159)

ondea e b são seqüências de comprimentoN/2 obtidas deHn−1. Para|i − j| ≤ N/2 é

fácil ver quea , b e, nesse caso,θ(a, b, 0) = 0, poisa e b são ortogonais (linhas de

Hn−1). Assim,θ(ci , cj, 0) = 0.

Fora da origem não existe uma expressão geral para as funções de correlação.

Observa-se que o conjunto possui seqüências ciclicamente equivalentes e seqüências

com perı́odo menor queN = 2n. Essa caracterı́stica é devido ao método de construção,

onde cada seqüência de comprimentoN do conjunto é uma concatenação de seqüências
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de comprimentoN/2. Assim, as funções de correlação fora da origem podem assumir

valores elevados.

Como as seqüências Walsh-Hadamard são obtidas das linhas (ou colunas) deHn,

a qual é uma matriz quadrada 2n×2n, o número de seqüências em um conjunto Walsh-

Hadamard seráK = 2n.

A próxima seção apresentará um método de construçãode seqüências semelhante

ao método de construção das seqüências Walsh-Hadamard, porém, com esse método

obtém-se seqüências adequadas para sistemas QS-CDMA. Aseção 3.3.1 descreverá

um método de seleção de seqüências Walsh-Hadamard para sistemas DS/CDMA sı́n-

cronos multitaxa do tipo MPG.

2.2.3 Faḿılia ZCZ bin ária

Analogamente à LCZ, a zona de correlação zero (zero correlation zone, ZCZ) repre-

senta o intervalo|τ| ≤ ZCZ em que a função de correlação periódica parθi, j(τ) as-

sume valor nulo (exceto parai = j e τ = 0). As seqüências que apresentam essa

caracterı́stica são chamadas de seqüências ZCZ ou ortogonais generalizadas. Um con-

junto de seqüências que possuem a caracterı́stica ZCZ é chamado de famı́lia ZCZ. Por

exemplo, uma famı́lia OQS é uma famı́lia ZCZ. Porém, para simplificar a notação,

a nomenclatura ZCZ será utilizada para a famı́lia de seqüˆencias propostas em (FAN;

KUROYANAGI; DENG, 1999) e (DENG; FAN, 2000).

Em (DENG; FAN, 2000) foi observado que conjuntos de seqüências mutuamente

ortogonais, construı́dos conforme o Teorema 13 de (TSENG; LIU, 1972), possuem a

caracterı́stica ZCZ. O estudo de conjuntos de seqüênciascomplementares mutuamente

ortogonais foi iniciado por Tseng e Liu em (TSENG; LIU, 1972), motivado por traba-

lhos sobre séries complementares, principalmente o trabalho de Golay de 1961 (GO-

LAY , 1961). Séries complementares são seqüências finitas de mesmo comprimento

tal que a soma de suas funções de autocorrelação periódica parθ(a, a, d), para qual-

querd diferente de zero, resulta em zero. São chamados de complementares mutu-

amente ortogonais os conjuntos de seqüências tais que tanto a soma de suas funções

de autocorrelação periódica par quanto a soma de suas funções de correlação cruzada

periódica par resultam em zero, para qualquerd diferente de zero.

A construção de uma famı́lia ZCZ utiliza-se de um procedimento recorrente. Parte-
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se de um conjunto de seqüências complementares mutuamente ortogonais chamado de

conjunto base e, então, por meio de uma recorrência linearobtém-se conjuntos com

maior número de seqüências de maior comprimento e maior zona de correlação zero.

O método de construção é apresentado a seguir.

SejaFn uma matriz geradora do conjunto ZCZ composto porK seqüências de

comprimentoN. A matriz ou conjunto basen = 0 de ordemm, utilizado para a geração

de um conjunto ZCZ é dado por:

F0 =


F0

11 F0
12

F0
21 F0

22

 =

−Xm Ym

−Ȳm X̄m


2×2m+1

(2.160)

com

[X0,Y0] = [1, 1]

[Xm,Ym] = [Xm−1Ym−1, (−Xm−1)Ym−1] (2.161)

onde−a denota a seqüência composta por elementos opostos aos da seqüênciaa; ā

denota a forma reversa da seqüênciaa:

a = [a1, a2, ..., aN]

−a = [−a1,−a2, ...,−aN] (2.162)

ā = [aN, aN−1, ..., a1] (2.163)

A matriz F0 (matriz ou conjunto base) é um conjunto ZCZ de tamanhoK = 2 e

ZCZ = 2m−1, composto por seqüências de comprimentoN = 2m+1, conforme definido

em (FAN; KUROYANAGI; DENG, 1999).

A partir do conjunto baseF0, um conjunto ZCZ den = 1, F1, pode ser construı́do

utilizando a seguinte fórmula:
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F1 =



F1
11 F1

12 F1
13 F1

14

F1
21 F1

22 F1
23 F1

24

F1
31 F1

32 F1
33 F1

34

F1
41 F1

42 F1
43 F1

44



=



F0
11F

0
11 F0

12F
0
12 (−F0

11)F
0
11 (−F0

12)F
0
12

F0
21F

0
21 F0

22F
0
22 (−F0

21)F
0
21 (−F0

22)F
0
22

(−F0
11)F

0
11 (−F0

121)F
0
12 F0

11F
0
11 F0

12F
0
12

(−F0
21)F

0
21 (−F0

22)F
0
22 F0

21F
0
21 F0

22F
0
22



(2.164)

ondeFn
i1 j1

Fn
i2 j2

denota a concatenação da seqüênciaFn
i1 j1

com a seqüênciaFn
i2 j2

:

Fn
i1 j1 =

[
a1, a2, ..., a2n+m−1+1

2

]

Fn
i2 j2 =

[
c1, c2, ..., c2n+m−1+1

2

]

Fn
i1 j1F

n
i2 j2 =

[
a1, a2, ..., a22n+2m+1

2
, c1, c2, ..., c22n+2m+1

2

]
(2.165)

Generalizando, a partir de um conjunto ZCZFn−1, um conjunto maiorFn pode ser

construı́do por meio da recorrência:

Fn =



Fn
11 ... Fn

1K Fn
1(K+1) ... Fn

1(2K)

Fn
21 ... Fn

2K Fn
2(K+1) ... Fn

1(2K)

...

...

Fn
(2K−1),1 ... Fn

(2K−1),K Fn
(2K−1),(K+1) ... Fn

(2K−1),(2K)

Fn
(2K),1 ... Fn

(2K),K Fn
(2K)(K+1) ... Fn

(2K),(2K)


2n+1×22n+m+1

(2.166)

onde o tamanho do conjuntoFn−1 é K = 2n, paran > 0. Fn
i, j e Fn

(i+M),( j+M), com

1 ≤ i, j ≤ K, é dado por:
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Fn
i,1 = Fn−1

i,1 Fn−1
i,1 Fn

i,2 = Fn−1
i,2 Fn−1

i,2 ... Fn
i,K = Fn−1

i,K Fn−1
i,K

Fn
i,(1+K) = (−Fn−1

i,1 )Fn−1
i,1 Fn

i,(1+(K+1)) = (−Fn−1
i,2 )Fn−1

i,2 ... Fn
i,(2K) = (−Fn−1

i,K )Fn−1
i,K

Fn
(i+K),1 = Fn

1,(i+K) Fn
(i+K),2 = Fn

i,(1+(K+1)) ... Fn
(i+K),K = Fn

1,(2K)

Fn
(i+K),(1+K) = Fn

i,1 Fn
(i+K),(1+(K+1)) = Fn

i,2 ... Fn
(i+K),(2K) = Fn

i,K

(2.167)

A matriz Fn é um conjunto ZCZ de tamanhoK = 2n+1 e ZCZ = 2n+m−1 composto

de seqüência comprimentoN = 22n+m+1.

Pode-se construir um conjunto ZCZ composto de seqüênciasde menor compri-

mento, simplesmente dividindo cada uma das seqüências pela metade. Como exemplo:

F1 =



F1
11 F1

12 F1
13 F1

14

F1
21 F1

22 F1
23 F1

24

F1
31 F1

32 F1
33 F1

34

F1
41 F1

42 F1
43 F1

44



A1 =



F1
11 F1

12

F1
21 F1

22

F1
31 F1

32

F1
41 F1

42



B1 =



F1
13 F1

14

F1
23 F1

24

F1
33 F1

34

F1
43 F1

44



(2.168)

ondeF1 é o conjunto ZCZ original,A1 e B1 são os novos conjuntos ZCZ.

Dividindo novamente pela metade as seqüências dos novos conjuntosA1 e B1,

obtêm-se novos conjuntos de menor comprimento. Assim,t divisões sucessivas de

cada uma das seqüências de um conjunto ZCZ geram conjuntosZCZ de tamanhoK =

2n+1 composto por seqüências de comprimentoN = 22n+m+1−t e ZCZ = 2n+m−t−1. Para

n > 0, deve-se tert ≤ n e, paran = 0, deve-se tert ≤ m.
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2.2.3.1 Caracteŕısticas do conjunto ZCZ

Observa-se que no conjunto ZCZ, metade das seqüências são ciclicamente equivalentes

à outra metade das seqüências do conjunto. Essa caracterı́stica é facilmente observada

em (2.164). As seqüências obtidas da metade superior da matriz são ciclicamente

equivalentes às seqüências obtidas da metade inferior da matriz.

Ainda observando (2.164), param= 0 en = t, tem-se um conjunto ZCZ comN =

K e ZCZ = 0 composto por seqüências Walsh-Hadamard construı́das como mostrado

em (2.157), porém, comH0 = −1. Assim, mostra-se que os conjuntos de seqüências

Walsh-Hadamard são casos particulares de conjuntos de seqüências ZCZ.

As figuras 2.10.a e 2.10.b exemplificam a caracterı́stica de zona de correlação nula

das funções de correlação periódica par de seqüências do conjunto ZCZ. Na figura

2.11, ao contrário das funções de correlação periódica par, observa-se que a função de

correlação cruzada periódica ı́mpar não é ótima para|τ| ≤ ZCZ.

−64 −9 0 9 64

−32

−12

0

12

32

τ

E
C

C

−64 −9 0 9 64

−32

0
12

64

τ

E
A

C

(a) 

(b) 

Figura 2.10: Exemplo para a (a) função de correlação periódica cruzada par e para a
(b) função de autocorrelação periódica par de seqüências do conjunto ZCZ com

n = 1, m= 4, t = 1 eN = 64.

Existe um compromisso entre o valorZCZ da zona de correlação nula e o número
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Figura 2.11: Histograma da função de correlação cruzada periódicaı́mpar no
intervalo|τ| < 9 para o conjunto ZCZ comn = 4, m= 1, t = 1 eN = 64.

de seqüênciasK de comprimentoN disponı́veis no conjunto. FazendoθmCZ = 0 e

LCZ = ZCZ em (1.98), obtém-se a relação:

N ≥ K(ZCZ + 1) (2.169)

No apêndice C.2 é apresentada a metodologia de construç˜ao de seqüências ZCZ

quadrifásicas.

2.3 Comparaç̃ao das caracteŕısticas das seq̈uências para
QS-CDMA

A tabela 2.4 sintetiza, para as famı́lias de seqüências binárias estudadas e adequadas

a sistemas QS-CDMA, as principais caracterı́sticas: comprimento das seqüênciasN,

número de seqüências na famı́liaK e zona de correlação reduzida/zero.

A figura 2.12 apresenta uma comparação entre número de seqüênciasK na famı́lia

e a zona de correlação reduzida/zero para as famı́lias QS, Lin-Chang, LCZ-GMW e

ZCZ de seqüências binárias de comprimentoN = 511, no caso das seqüências de com-

primento ı́mpar, eN = 512 no caso das seqüências de comprimento par. O número de

seqüências com comprimentoN = 511 em cada famı́lia QS-r foi obtido de (SAITO et

al., 2001). Não foram realizadas verificações sobre esses n´umeros devido ao enorme

tempo de processamento computacional, pois envolvem inúmeros testes, visto que as

seqüências das famı́lias QS-r resultam da procura exaustiva no conjunto de Gold (2.60)

excluı́da a seqüênciag2. Em (SAITO et al., 2001), não foram apresentados números
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Tabela 2.4:Comprimento das seqüênciasN, número de seqüências na famı́liaK e
zona de correlação reduzida/zero para as seqüências binárias estudadas adequadas

para sistemas QS-CDMA.
Famı́lia N Ka LCZ/ZCZb

QS-r 2n − 1 - r−1
2

Lin-Chang 2n − 1 ( 2m−1
2(m−1))
2m−1

2n−1
2m−1 − 1

LCZ-GMW 2n − 1 - 2n−1
2m−1 − 1

OQS-r 2n - r−1
2

ZCZ 22n+m+1−t 2n+1 2n+m−t−1

aPara as famı́lias QS, LCZ-GMW e OQS, não existe uma express˜ao geral do número de seqüências.
bPara seqüencias da famı́lia Lin-Chang, a função de correlação cruzada periódica parθ(a, b, d) pode

assumir valores elevados parad = 0 se a correlação cruzada periódica par entre as sementesnão for−1,
seção 2.1.5 eq. (2.89).

de seqüências das famı́lias OQS-r de comprimentoN = 511. Aqui, esses números

também não foram obtidos com o mesmo argumento utilizado para a famı́lia QS-r.

Por exemplo, para a famı́lia Gold sem a seqüênciag2 de comprimentoN = 511 exis-

tem
(
512
4

)
� 2, 82×109 combinações de 4 seqüências e

(
512
128

)
� 2, 46×10123 combinações

de 128 seqüências. Para obter uma famı́lia OQS-r composta por 4 seqüências de com-

primento 512 pode ser necessário testar
(
512
4

)
× 2× 512� 2, 88× 1012 combinações de

4 seqüências, pela possı́vel necessidade de testar as 512posições para o chip (+1 ou

−1) que deve ser inserido. Na figura 2.12 foi também adicionado o limite de Tang-Fan

(1.98):

K ≥ N
LCZ + 1

(2.170)

Para obter as famı́lias QS, Lin-Chang e LCZ-GMW comN = 511, foi adotado

n = 6. Para as famı́lias Lin-Chang e LCZ-GMWm deve ser fator den. Param =
n
2 = 3 tem-se a condição de maximização do númeroK de seqüências nas famı́lias.

No caso dem = n
3 = 2, obtém-se apenas uma seqüência Lin-Chang e uma seqüência

LCZ-GMW. O número de seqüências disponı́veis no conjunto LCZ-GMW deve ser

obtido verificando a função de correlação cruzada peri´odica entre as SMC sementes,

conforme mostram os algoritmos da seção 2.1.6. Para a fam´ılia ZCZ, foram adotados

os parâmetros da tabela 2.5.

A partir da figura 2.12, pode-se verificar que a famı́lia de seqüências QS resulta

em um número de seqüênciasK muito menor que o limite de Tang-Fan. Assim, a

relação entre o maior valor deK possı́vel e o comprimentoN das seqüências para um
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Tabela 2.5:Parâmetros de construção das famı́lias ZCZ comN = 512.
K ZCZ n m t
4 64 1 6 0
8 32 2 4 0
16 16 3 2 0
32 8 4 1 1
64 4 5 1 3
128 2 6 1 5
256 1 7 1 7

12 4 8 16 32 64 72

4
5

8

16

32

64

128

256

LCZ/ZCZ

K

QS
Lin−Chang
LCZ−GMW
ZCZ
limite Tang−Fan

Figura 2.12: Comparação entre número de seqüênciasK na famı́lia e a zona de
correlação reduzida/zero para as famı́lias de seqüências binárias estudadasadequadas

a sistemas QS-CDMA de comprimentoN = 511 ouN = 512.

dado valorLCZ > 0, max{K}
N , para essas famı́lias é reduzida. Em contrapartida, para

as famı́lias Lin-Chang, LCZ-GMW e ZCZ o valor deK está próximo do limite de

Tang-Fan e, portanto,max{K}
N assume um valor mais elevado.

As famı́lias de seqüências Lin-Chang e LCZ-GMW não são flexı́veis, ou seja,

existem apenas seqüências de comprimentoN = 2n − 1, para valores den não primos.

É possı́vel obter famı́lias com mais de uma seqüência apenas param > 2. Conse-

quentemente,n terá que ser maior que 4. Portanto, os comprimentos de seqüências

Lin-Chang e LCZ-GMW possı́veis sãoN = 63, 255, 511, 1023, 4095, .... Adicional-

mente, para comprimentos de seqüênciasN ≤ 1023, não é possı́vel variar a LCZ (ou

m) para aumentar ou diminuir o númeroK de seqüências da famı́lia. Seqüências Lin-
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Chang e LCZ de comprimentoN = 63 implicam emn = 6, o qual possui como fatores

m = 3 e m = 2. Como é necessáriom > 2 para obter mais de uma seqüência no

conjunto,m pode assumir apenas o valor 3. No caso den = 8, n = 9 en = 10,m pode

assumir apenas os valores 2, 9 e 5, respectivamente. As tabelas 2.6, 2.7, 2.8 e 2.9 apre-

sentam o número de seqüências e a zona de correlação reduzida/zero para as famı́lias

QS, Lin-Chang, LCZ-GMW e ZCZ comN ≤ 1024 possı́veis de serem obtidas. Para

a famı́lia OQS, foi obtido apenas um conjunto (tabela 2.10) devido à complexidade do

método de construção já mencionada. Os conjuntos QS da tabela 2.6 foram obtidos de

(SAITO et al., 2001). Dessas tabelas, conclui-se que a famı́lia de seqüˆencias ZCZ é a

mais flexı́vel.

Tabela 2.6:Conjuntos de seqüências QS possı́veis comN ≤ 1024.
Número de seqüências

2 4 8 32 128

LCZ

1 7 31 127 511
2 31 127 511 N (comprimento
3 127 511 das seqüências)
4 511

Tabela 2.7:Conjuntos de seqüências Lin-Chang possı́veis comN ≤ 1024.
Número de seqüências
5 429 9694845

LCZa

8 63
16 255 N (comprimento
72 511 das seqüências)
32 1023

aPara seqüencias da famı́lia Lin-Chang, a função de correlação cruzada periódica parθ(a, b, d) pode
assumir valores elevados parad = 0 se a correlação cruzada periódica par entre as sementesnão for−1,
seção 2.1.5 eq. (2.89).

Tabela 2.8:Conjuntos de seqüências LCZ-GMW possı́veis comN ≤ 1024.
Número de seqüências
4 6 16

LCZ

8 63
16 255 N (comprimento
72 511 das seqüências)
32 1023
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Tabela 2.9:Conjuntos de seqüências ZCZ possı́veis comN ≤ 1024.
Número de seqüências

4 8 16 32 64 128 256 512

ZCZ

1 8 16 32 64 128 256 512 1024
2 16 32 64 128 256 512 1024
4 32 64 128 256 512 1024
8 64 128 256 512 1024

16 128 256 512 1024 N (comp.
32 256 512 1024 das seqs.)
64 512 1024

128 1024

Tabela 2.10:Conjunto de seqüências OQS obtido comN ≤ 1024.
Número de seqüênciasa

8

ZCZ 1 32
N (comprimento
das seqüências)

aDevido à complexidade do método de construção de seqüˆencias OQS, foi obtida apenas a famı́lia
apresentada na tabela.

2.3.1 Desempenho de sistemas de taxaúnica

Nesta seção, são apresentados resultados em termos de taxa de erro de bit (BER)

de sistemas QS-CDMA utilizando diferentes conjuntos de seqüências. Considera-se

recepção Rake MRC com diversidadeD = 4, taxa chip de 3, 84 Mchip/s e canal

com desvanecimento multipercurso Rayleigh com perfil atraso potência do modelo

COST207 (STUBER, 2001) dado pela tabela 2.11.

Se nas equações (1.10) e (1.11) da modelagem do sistema QS-CDMA os so-

matórios
∑

j,
∑

u e
∑
L compreenderem um grande número de termos, de (YAO, 1977)

pode-se afirmar que apdf resultante para a MAI adicionada à SI tenderá a uma Gaus-

Tabela 2.11:Perfil atraso-potência do modelo de canal COST207 (STUBER, 2001).
ℓ ∆ℓ E{α2

ℓ
}

1 0Tc 0, 189
2 1Tc 0, 379
3 2Tc 0, 239
4 6Tc 0, 095
5 9Tc 0, 061
6 19Tc 0, 037
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siana. Fazendo-se essa aproximação, obtém-se uma expressão analı́tica para o desem-

penho aproximado dok-ésimo usuário, em termos de taxa de erro de bit (BER), por

meio de (PROAKIS, 1995):

BERk =
1
2

D∑

ℓ=1

Υℓ

1−
√

S NIRk,ℓ

2+ S NIRk,ℓ

 (2.171)

Υℓ =

D∏

L=1, L,ℓ

S NIRk,ℓ

S NIRk,ℓ − S NIRk,L
(2.172)

A avaliação de desempenho é realizada observando a BER m´edia (BER) dada pela

média aritmética das BER de todos os usuários ativos no sistema.

Inicialmente, são apresentadas figuras de desempenhoBER×τmax comparativas en-

tre resultados de simulação Monte-Carlo e resultados obtidos com a expressão analı́tica

(2.171) para o sistema modelado na seção 1.1. Adicionalmente, essas figuras apresen-

tam o limite de BER, o qual é dado por (2.171) comS NIRk,ℓ =
2EbE{αk,ℓ}

N0
. O procedi-

mento de simulação Monte-Carlo é descrito no apêndice Fe o simulador de canal é

descrito no apêndice G.

A figura 2.13 apresenta a comparação entre o resultado analı́tico e o resultado

da simulação Monte-Carlo para o conjunto de seqüênciasQS derivado do conjunto

Gold(203, 277). Desse conjunto de Gold, obtêm-se 4 subconjuntos compostos de 8

seqüências QS-5 de comprimentoN = 127 (SAITO et al., 2001). Arbitrariamente,

escolheu-se o subconjuntoQ1, uma vez que todos os 4 subconjuntos apresentam pro-

priedades de correlação similares.

A figura 2.14 apresenta a comparação entre o resultado analı́tico e o resultado da

simulação Monte-Carlo para a famı́lia Lin-Chang comm = 3 en = 2m. O polinômio

primitivo utilizado para a construção do corpoGF(26) foi x6 + x5 + x2 + x + 1. As

5 sementes ciclicamente distintas escolhidas para gerar as5 seqüências Lin-Chang de

comprimentoN = 63 foram:{1 0 1 1 0 1 0}, {0 0 0 1 1 1 1}, {0 0 1 0 1 1 1}, {0 0 1 1 1 0 1}
e {1 1 0 1 1 0 0}. As fases das sementes foram escolhidas ao acaso e, portanto, não

estão ajustadas para gerar seqüências Lin-Chang que resultam na função de correlação

cruzada periodica par na origemθ(a, b, 0) = −1, paraa , b. Ajustando-se as fases

das sementes para que ocorraθ(a, b, 0) = −1, obtém-se as 4 seqüências LCZ-GMW

binárias mais uma seqüência Lin-Chang.
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Figura 2.13: DesempenhoBER× τmax do receptor Rake MRC utilizando o conjunto
de seqüências QS;Eb

N0
= 16dB.
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Figura 2.14: DesempenhoBER× τmax do receptor Rake MRC utilizando a famı́lia
Lin-Chang;Eb

N0
= 16dB.

A figura 2.15 apresenta a comparação entre o resultado analı́tico e o resultado da

simulação Monte-Carlo para famı́lia LCZ-GMW binária com m = 3 en = 2m. Para

a construção do corpoGF(26), foi utilizado o polinômio primitivo 1+ x + x6. Essa
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famı́lia é composta de 4 seqüências de comprimentoN = 63.
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Figura 2.15: DesempenhoBER× τmax do receptor Rake MRC utilizando a famı́lia
LCZ-GMW binária; Eb

N0
= 16dB.

A figura 2.16 apresenta a comparação entre o resultado analı́tico e o resultado

da simulação Monte-Carlo para a famı́lia ZCZ binária comm = 4, n = 1 e t = 1,

resultando em um conjunto de 4 seqüências de comprimentoN = 64 eZCZ = 8.

Observando-se as figuras 2.13 a 2.16, tem-se que a aproximação Gaussiana uti-

lizada para obter a expressão analı́tica daBER do sistema QS-CDMA modelado é

razoável, pois os resultados analı́ticos são próximos dos simulados. Assim, os resulta-

dos apresentados a seguir são obtidos apenas da expressãoanalı́tica dada por (2.171).

A seguir serão apresentados resultados deBER× E
N0

eBER×τmax para os conjuntos

de seqüências obtidos apresentados na tabela 2.12.

Tabela 2.12:Conjuntos de seqüências binárias adequados para sistemas QS-CDMA
analisados.

Conjunto N = 31 ou 32 N = 63 ou 64 N = 127 ou 128 N = 255 ou 256 N = 511 ou 512
QS obtido não existe obtido não existe não obtido

OQS obtido não existe não obtido não existe não obtido
Lin-Chang não existe obtido não existe obtido obtido
LCZ-GMW não existe obtido não existe obtido obtido

ZCZ obtido obtido obtido obtido obtido
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Figura 2.16: DesempenhoBER× τmax do receptor Rake MRC utilizando a famı́lia
ZCZ binária;Eb

N0
= 16dB.

ConsiderandoN ≤ 1024, apenas paraN = 511 ou 512 existem conjuntos de

seqüências para todas as famı́lias binárias adequadas para QS-CDMA estudadas. Porém,

não foram obtidos os conjuntos QS comN = 511 e os conjuntos OQS comN = 512 e

N = 128. Os métodos de construção de tais conjuntos são complexos e necessitam de

um elevado tempo de processamento. Assim, serão realizadas comparações entre os

conjuntos de mesmoN e não haverá uma comparação simultânea para todos os con-

juntos. Os conjuntos QS analisados foram obtidos de (SAITO et al., 2001) e o conjunto

OQS analisado foi obtido por procura exaustiva.

As caracterı́sticas e parâmetros de construção dos conjuntos QS, OQS, Lin-Chang,

LCZ-GMW e ZCZ são apresentados nas tabelas 2.13, 2.16, 2.14, 2.15 e 2.17, respec-

tivamente.

A famı́lia Lin-Chang comN = 255 possui 429 seqüências. Para ser possı́vel uma

comparação com as outras famı́lias que apresentam um número reduzido de seqüências,

foram escolhidas aleatoriamenteK = 6 seqüências Lin-Chang para compor o conjunto

deN = 255 analisado.

Os resultados deBER× E
N0

consideramτmax = 4Tc e os resultados deBER× τmax

consideramEb

N0
= 16dB.
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Tabela 2.13:Conjuntos de seqüências QS analisados.
N 31 127
K 4 8 4 8 32

LCZ 2 1 3 2 1
r 5 3 7 5 3

conjunto Gold Gold(45, 73) Gold(203, 277)

seqüências

g1 g1 g1 g1 g1

g12 g12 g13 g7 g8

g17 g17 g69 g12 g16

g19 g18 g111 g13 g18

g19 g31 g21

g27 g33 g26

g30 g69 g28

g31 g111 g34

g38

g41

g44

g52

g55

g58

g62

g66

g70

g73

g75

g79

g84

g88

g90

g95

g97

g100

g102

g104

g106

g112

g118

g127
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Tabela 2.14:Conjuntos de seqüências Lin-Chang analisados.
N 63 255 511
K 5 6a 5

LCZ 8 16 72
n 6 8 9
m 3 4 3

pol. primitivo de graun x6 + x+ 1 x8 + x4 + x3 + x2 + 1 x9 + x4 + 1

sementes

1001011 101010101010101 1001011
1101100 110011001100110 1101100
1010110 111111110000000 1010110
1110001 111100001111000 1110001
0100111 111000111000110 0100111

111110000011100

aforam escolhidas 6 seqüências quaisquer dentre as 429 existentes.

Tabela 2.15:Conjuntos de seqüências LCZ-GMW binária analisados.
N 63 255 511
K 4 6 4

LCZ 8 16 72
n 6 8 9
m 3 4 3

pol. primitivo de graun x6 + x+ 1 x8 + x4 + x3 + x2 + 1 x9 + x4 + 1

pol. primitivo de graum
x3 + x+ 1 x4 + x+ 1 x3 + x+ 1
x3 + x2 + 1 x4 + x3 + 1 x3 + x2 + 1

Tabela 2.16:Conjuntos de seqüências OQS analisados.
N 32
K 8

ZCZ 1
r 3

conjunto Gold
OGold(45, 73,−1, 7)

ortogonal

seqüências

g1

g12

g17

g18

g19

g27

g30

g31

Tabela 2.17:Conjuntos de seqüências ZCZ analisados.
N 32 64 128 256 512
K 4 8 16 4 8 16 32 4 8 16 32 64 4 8 16 32 64 4 8 16 32 64

ZCZ 4 2 1 8 4 2 1 16 8 4 2 1 32 16 8 4 2 64 32 16 8 4
n 1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
m 2 1 1 3 1 1 1 4 2 1 1 1 5 3 1 1 1 6 4 2 1 1
t 0 1 3 0 0 2 4 0 0 1 3 5 0 0 0 2 4 0 0 0 1 3
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Figura 2.17: BER× E
N0

para a famı́lia de seqüências QS comN = 31 obtidas do
conjuntoGold(45, 73) eτmax = 4Tc.

Das figuras 2.17, 2.18 e 2.19, tem-se que os conjuntos ZCZ comK = 4 e K = 8

seqüências de comprimentoN = 32 resultam em melhores desempenhos comparados

aos conjuntos QS e OQS de mesmo número de seqüências e comprimento, pois a zona

de correlação reduzida/nula para o conjunto ZCZ é maior. Essa caracterı́stica provê aos

conjuntos ZCZ uma maior resistência ao erro de sincronismoquando comparado aos

conjuntos QS e OQS. Tal afirmação pode ser confirmada por meio das figuras 2.20,

2.21 e 2.22. Os conjuntos ZCZ comK = 4 e K = 8 apresentam uma degradação

de desempenho com o aumento deτmax mais retardada do que os conjuntos QS de

mesmoK. Os conjuntos QS-3 e OQS-3, ambos comK = 8 seqüências, apresentam

desempenhos similares aos observados nas figuras 2.17, 2.18, 2.20 e 2.21.

Os conjuntos Lin-Chang comN = 63 eN = 511 são compostos por 4 seqüências

LCZ-GMW e pela seqüência derivada da semente SMC{0100111}. Assim, os desem-

penhos obtidos com os conjuntos Lin-Chang e LCZ-GMW são semelhantes, sendo

que, para o conjuntos Lin-Chang, aBERé um pouco maior por possuir uma seqüência

a mais que o conjunto LCZ-GMW (figuras 2.23, 2.24, 2.26 e 2.27). O desempenho

obtido com o conjunto ZCZ comN = 64 eK = 4 (figura 2.25) é superior aos obtidos

com os conjuntos Lin-Chang e LCZ-GMW comN = 63. As zonas de correlação re-

duzida/nula para os conjuntos Lin-Chang, LCZ-GMW e ZCZ são iguais,entretanto, o
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Figura 2.18: BER× E
N0

para a famı́lia de seqüências OQS comN = 32 obtidas do
conjuntoGold(45, 73) eτmax = 4Tc.

desempenho para o conjunto ZCZ é menos degradado com o aumento deτmax (figura

2.28). Essa diferença de desempenho é devido às funções de correlação periódica par

fora da zona de correlação reduzida/nula e às funções de correlação periódica ı́mpar

apresentarem caracterı́sticas distintas.

Assim como a comparação entre as famı́lias ZCZ de comprimentoN = 32 e QS de

comprimentoN = 31, a famı́lia ZCZ de comprimentoN = 128 apresenta desempenho

superior à famı́lia QS de comprimentoN = 127. Comparando a figura 2.29 com a

figura 2.30 e a figura 2.31 com a figura 2.32, paraK = 4, K = 8 eK = 32, a afirmação

anterior é confirmada. Novamente, observa-se que o desempenho para as famı́lias

ZCZ comK = 4 eK = 8 é pouco degradado como aumento deτmax comparado com o

desempenho para as famı́lias QS comK = 4 eK = 8.
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Figura 2.19: BER× E
N0

para a famı́lia de seqüências ZCZ binária comN = 32 e
τmax = 4Tc.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
10

−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

τ            [Tc]max

B
E

R
 m

éd
ia

K=4; LCZ=2
K=8; LCZ=1
limite

Figura 2.20: BER× τmax para a famı́lia de seqüências QS comN = 31 obtidas do
conjuntoGold(45, 73) e Eb

N0
= 16dB.
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Figura 2.21: BER× τmax para a famı́lia de seqüências OQS comN = 32 obtidas do
conjuntoGold(45, 73) e Eb

N0
= 16dB.
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Figura 2.22: BER× τmax para a famı́lia de seqüências ZCZ binária comN = 32 e
Eb

N0
= 16dB.
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Figura 2.23: BER× E
N0

para a famı́lia de seqüências Lin-Chang comN = 63 obtidas
com 1+ x+ x6, m= 3 eτmax = 4Tc.
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Figura 2.24: BER× E
N0

para a famı́lia de seqüências LCZ-GMW binária comN = 63
obtidas com 1+ x+ x6, 1+ x+ x3, 1+ x2 + x3 eτmax = 4Tc.
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Figura 2.25: BER× E
N0

para a famı́lia de seqüências ZCZ binária comN = 64 e
τmax = 4Tc.
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Figura 2.26: BER× τmax para a famı́lia de seqüências Lin-Chang comN = 63
obtidas com 1+ x+ x6, m= 3 e Eb

N0
= 16dB.
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Figura 2.27: BER× τmax para a famı́lia de seqüências LCZ-GMW binária com
N = 63 obtidas com 1+ x+ x6, 1+ x+ x3, 1+ x2 + x3 e Eb

N0
= 16dB.
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Figura 2.28: BER× τmax para a famı́lia de seqüências ZCZ binária comN = 64 e
Eb

N0
= 16dB.
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Figura 2.29: BER× E
N0

para famı́lias de seqüências QS comN = 127 obtidas do
conjuntoGold(203, 277) eτmax = 4Tc.
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Figura 2.30: BER× E
N0

para a famı́lia de seqüências ZCZ binária comN = 128 e
τmax = 4Tc.
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Figura 2.31: BER× τmax para a famı́lia de seqüências QS comN = 127 obtidas do
conjuntoGold(203, 277) eEb

N0
= 16dB.
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Figura 2.32: BER× τmax para a famı́lia de seqüências ZCZ binária comN = 128 e
Eb

N0
= 16dB.
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Figura 2.33: BER× E
N0

para famı́lias de seqüências Lin-Chang comN = 255 obtidas
com 1+ x2 + x3 + x4 + x8, m= 4 eτmax = 4Tc.

Como as sementes para as 6 seqüências Lin-Chang de comprimento N = 255

foram escolhidas aleatoriamente, não é possı́vel garantir que a função de correlação

cruzada periódica par resulte em valor nulo na origem. Em (LIN; CHANG, 1997) não

foi proposto nenhum método sistemático para a escolha dassementes das seqüências

Lin-Chang. Quando as sementes são de comprimento pequeno abusca exaustiva é

viável, como no caso dem = 3, que resulta em sementes de comprimento 2m − 1 =

7. Porém, quandom = 4, caso deN = 255, as sementes possuem comprimento

2m−1 = 15 e, portanto, existem
(
15
8

)
/15= 429 sementes balanceadas. Então, o total de

combinações de 6 sementes das 429 para todas as fases será
(
429
6

)
×15×6 � 7, 52×1014.

Assim, a procura exaustiva torna-se inviável, fazendo comque o método de seleção de

seqüências proposto em (LIN; CHANG, 1997) (método de obtenção de seqüências Lin-

Chang) seja ineficiente. Comparando as figuras 2.33 e 2.34, pode-se concluir que a

escolha aleatória de 6 sementes não gerou 6 seqüências Lin-Chang otimizadas. Isso

porque a famı́lia LCZ-GMW está contida na famı́lia Lin-Chang e o desempenho obtido

com a famı́lia LCZ-GMW foi muito superior. Observando as figura 2.36 e 2.37 fica

claro que a escolha aleatória de 6 sementes resultou em seq¨uências Lin-Chang com

θ(a, b, 0) , 0, pois aBERparaτmax = 0 é maior para a famı́lia Lin-Chang comparada

com aBERpara a famı́lia LCZ-GMW.

O desempenho obtido com a famı́lia ZCZ deN = 256 eK = 8, figura 2.35, foi
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Figura 2.34: BER× E
N0

para famı́lias de seqüências LCZ-GMW binárias com
N = 255 obtidas com 1+ x2 + x3 + x4 + x8, 1+ x+ x4, 1+ x3 + x4 eτmax = 4Tc.

superior ao obtido com as famı́lias Lin-Chang e LCZ-GMW comN = 255 eK =

6. Adicionalmente, a famı́lia ZCZ mostra-se menos sensı́vel ao erro de sincronismo

comparada às famı́lias Lin-Chang e LCZ-GMW, figuras 2.36, 2.37 e 2.38.

Para as famı́lias Lin-Chang comN = 511 eK = 5, LCZ-GMW comN = 511

e K = 4 e ZCZ comN = 512 eK = 4, os desempenhos obtidos são semelhantes

(figuras 2.39, 2.40 e 2.41). Essas famı́lias também se apresentam resistentes ao erro de

sincronismo (figuras 2.42, 2.43 e 2.44).

Com base nas figuras de resultado apresentadas anteriormente, foi elaborado um

quadro de comparação qualitativa entre as famı́lias QS, Lin-Chang, LCZ-GMW, OQS e

ZCZ. Não é possı́vel fazer uma comparação quantitativaentre todas essas famı́lias com

a intenção de classificá-las. Conforme já mencionado, paraN ≤ 1024 apenas paraN =

511 ou 512 é possı́vel obter todas essas famı́lias. Entretanto, as famı́lias QS e OQS não

foram obtidas devido a complexidade dos métodos de geraç˜ao. Dos resultados obtidos

nesta análise, pode-se afirmar que a famı́lia de seqüências estudada que apresenta o

melhor conjunto de caracterı́sticas é a famı́lia ZCZ, seguida das famı́lias Lin-Chang e

LCZ-GMW, as quais possuem caracterı́sticas semelhantes, pois a famı́lia LCZ-GMW

está contida na famı́lia Lin-Chang. As famı́lias QS e OQS apresentaram as piores

caracterı́sticas dentre as famı́lias estudadas, destacando-se a falta de flexibilidade, a
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Figura 2.35: BER× E
N0

para famı́lias de seqüências ZCZ comN = 256 eτmax = 4Tc.

complexidade de geração dos conjuntos de seqüências e abaixa relaçãomax{K}
N .

Tabela 2.18:Comparação qualitativa das famı́lias de seqüências binárias estudadas
adequadas para sistemas QS-CDMA.

Famı́lia relação max{K}
N

flex́ıvel
resistente ao desempenho

erro de sincronismo proporcionado
QS insuficiente não não razoável

Lin-Chang razoável não sim bom
LCZ-GMW razoável não sim bom

OQS insuficiente não não razoável
ZCZ razoável sim sim bom
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Figura 2.36: BER× τmax para a famı́lia de seqüências Lin-Chang comN = 255
obtidas com 1+ x2 + x3 + x4 + x8, m= 4 e Eb
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Figura 2.37: BER× τmax para a famı́lia de seqüências LCZ-GMW binária com
N = 255 obtidas com 1+ x2 + x3 + x4 + x8, 1+ x+ x4, 1+ x3 + x4 e Eb

N0
= 16dB.



2.3 Comparação das caracterı́sticas das seqüências para QS-CDMA 132
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Figura 2.38: BER× τmax para a famı́lia de seqüências ZCZ binária comN = 256 e
Eb
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Figura 2.39: BER× E
N0

para a famı́lia de seqüências Lin-Chang comN = 511 obtidas
com 1+ x4 + x9, m= 3 eτmax = 4Tc.
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Figura 2.40: BER× E
N0

para a famı́lia de seqüências LCZ-GMW binária com
N = 511 obtidas com 1+ x4 + x9, 1+ x+ x3, 1+ x2 + x3 eτmax = 4Tc.
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Figura 2.41: BER× E
N0

para famı́lias de seqüências ZCZ comN = 512 eτmax = 4Tc.
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Figura 2.42: BER× τmax para a famı́lia de seqüências Lin-Chang comN = 511
obtidas com 1+ x4 + x9, m= 3 e Eb
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Figura 2.43: BER× τmax para a famı́lia de seqüências LCZ-GMW binária com
N = 511 obtidas com 1+ x4 + x9, 1+ x+ x3, 1+ x2 + x3 e Eb

N0
= 16dB.
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Figura 2.44: BER× τmax para a famı́lia de seqüências ZCZ binária comN = 512 e
Eb

N0
= 16dB.
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3 Esquemas multitaxa

Os sistemas de comunicação móvel exigem taxa de dados variáveis para integrar servi-

ços variados como o de voz, de comunicação de dados e de multimı́dia. Basicamente,

existem quatro esquemas de implementação de taxas de dados variáveis em sistemas

CDMA, além de variações e combinações dessas (OTTOSSON, 1997) (JOHANSSON,

1998). Considerando todos os usuários com a mesma taxa de chip e, portanto, a mesma

largura de banda (bandwidth, BW), os principais esquemas são: variação do nı́vel de

modulação, conhecido por esquemamulti-modulation(MM), utilização de múltiplos

códigos de espalhamento, conhecido por esquemamulti-code(MC), e múltiplos do

ganhos de processamento, conhecido por esquemamulti-processing gain(MPG). O

esquemavariable chip rate(VCR), ao contrário do MPG, mantém o ganho de proces-

samento fixo e varia a taxa de chip e, portanto, a BW alocada.

O ganho de processamento representa uma medida de quanto a interferência ex-

terna é suprimida pelo sistema. Se for desejado que todos osusuários, independente da

taxa de dados, suprimam igualmente a interferência externa, o ganho de processamento

deve ser constante para todos os usuários (SIMON et al., 1994) (ZIEMER; PETERSON,

1985).

3.1 Esquemas MM, MC, MPG e VCR

O esquema MM utiliza topologias que suportam altas ordens demodulação como o

MPSK (M-ary phase-shift keying) e o MQAM (M-ary quadrature amplitude modu-

lation). Quanto maior a taxa, maior deve ser a ordem de modulação utilizada. Os

sinais resultantes de modulações de alta ordem necessitam de amplificadores lineares,

os quais são menos eficientes em potência do que os amplificadores utilizados nos

esquemas de modulação binária. Além disso, o detector para um esquema MQAM

necessita estimar a amplitude para a recuperação da informação. Outro inconveniente
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desse esquema é a disparidade de potência entre os usuários que transmitem baixas ta-

xas, portanto, baixas potências, e os usuários que transmitem em altas taxas, portanto,

potências elevadas. Esse efeito, similar ao efeitonear-far, também contribui para a

degradação de desempenho de um sistema com detecção convencional.

No esquema MC, os usuários de alta taxa transmitem seus dados através de ca-

nais paralelos independentes, os quais utilizam seqüências de espalhamento distintas.

Mesmo utilizando modulação binária BPSK, o sinal resultante, que será a soma de

vários sinais BPSK independentes, terá variação de amplitude, além da variação de

fase. Essa caracterı́stica representa um problema principalmente para o canal reverso,

onde a eficiência em potência dos amplificadores dos terminais móveis é importante.

Adicionalmente, há uma maior complexidade do receptor do terminal móvel devido à

necessidade de um correlacionador (ou receptor Rake, no caso de canal multipercurso)

para cada canal paralelo. Quanto maior for a taxa dos usuários, maior será o número de

canais utilizados e, consequentemente, maior será a quantidade de interferência MAI

produzida entre os canais, considerando que as seqüências designadas a cada um dos

canais não mantém a ortogonalidade em um canal multipercurso e/ou assı́ncrono, ou

ainda, quase sı́ncrono.

O esquema MPG assume a mesma modulação para todos os usuários e transmite

taxas de dados variáveis alterando o ganho de processamento. Verifica-se que quanto

maior a taxa de dados, maior é a amplitude do sinal transmitido a fim de manter a

energia de sı́mbolo constante para todas as taxas. Essa inconveniente disparidade de

potência entre sinais dos usuários, assim como no esquemaMM, contribuirá para a

degradação de desempenho de um sistema com detecção convencional. Outra desvan-

tagem desse esquema é o nı́vel de supressão de interferência não constante para os

usuários devido ao ganho de processamento variável.

No esquema VCR, o ganho de processamento é constante para todos os usuários,

independentemente da taxa. A taxa de chip varia, sendo maiorpara as altas taxas

e menor para as baixas taxas. Assim, os usuários de altas taxas utilizarão uma BW

maior que os usuários de baixas taxas. Há a possibilidade de separar espectralmente

as portadoras dos usuários de taxas distintas, reduzindo ainterferência mútua entre

esses usuários. Porém, os receptores necessitam de filtros para cada BW e portadora

utilizada, o que na prática limitaria a quantidade de taxasdistintas disponı́veis. Além

disso, os sistemas de banda larga alcançam melhores desempenhos do que os de banda
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estreita devido a possibilidade de utilização da diversidade Rake em canais seletivos.

Um conjunto de seqüências adequado para um sistema de taxaúnica será também

adequado para um sistema multitaxa que utiliza o esquema MM.Em ambos os siste-

mas, a forma de espalhar o sinal é a mesma para qualquer taxa de dados. Taxas de

dados mais elevadas são obtidas utilizando modulação demaior ordem, mantendo as

taxas de sı́mbolo e chip e o ganho de processamento constantes.

No caso de se utilizar o esquema MC, o conjunto de seqüências deve estar prepa-

rado para ter mais seqüências que o número de usuários ativos, pois quanto maior a

taxa dos usuários, mais canais (mais seqüências) serãoutilizados. Similarmente ao sis-

tema QS-CDMA modelado anteriormente, em um sistema que utiliza o esquema MC,

as seqüências utilizadas em canais de usuários distintos devem possuir um intervalo

|d| ≤
⌈
τmax+∆L

Tc

⌉
em que as funções de correlação cruzada periódica sãoreduzidas. As

seqüências utilizadas nos canais de um mesmo usuário devem possuir essa propriedade

de correlação cruzada apenas com as seqüências dos canais dos demais usuários. Para

as seqüências dos canais de um mesmo usuário, é suficiente que elas resultem em va-

lores reduzidos para as funções de correlação cruzada periódica apenas para|d| ≤
⌈
∆L
Tc

⌉
.

Isso porque as seqüências de um mesmo usuário serão transmitidas sempre em fase,

pois são geradas dessa forma no transmissor.

No esquema MPG, o correlacionador de um dado usuário fará aintegração no

perı́odo de sı́mbolo que representará apenas um segmento da seqüência utilizada por

um usuário de menor taxa e mais de um perı́odo da seqüênciautilizada por um usuário

de maior taxa. Assim, um conjunto adequado para o esquema MPGdeve resultar em

reduzidos valores de correlação cruzada entre segmentosde seqüências.

Existem poucas publicações sobre seleção de seqüências para sistemas QS-CDMA

multitaxa. Destacam-se o trabalho da referência (SAITO et al., 2001), onde é apresen-

tada uma metodologia para seleção de seqüências de Goldpara sistemas multitaxa MC

e o trabalho da referência (LEE; JOO; TCHAH, 2001), onde é apresentada uma meto-

dologia para seleção de seqüências para sistemas MPG.

Seções subseqüentes descreverão os esquemas MC e MPG com maiores detalhes.

Devido às restrições de implementação do esquema VCR mencionadas, não serão ana-

lisados conjuntos de seqüências adequados para sistemasmultitaxa que utilizam tal

esquema.
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3.2 Desempenho de sistemas de taxa de dados variável
do tipo MC

3.2.1 Modelagem do sistema QS-CDMA com esquema MC

Considera-se um sistema multitaxa do tipo MC oferecendon taxas de dados distintas

(ou n serviços distintos). A taxa básicaR é oferecida por meio de apenas um canal

disponibilizado para cada usuário do serviço. Taxas maiselevadas são alcançadas

utilizando mais de um canal para cada usuário do serviço (figura 3.1).
D

e
m

u
x1

:H

√
2Pcos(ωct)

√
2Pcos(ωct)

√
2Pcos(ωct)

bk(t)
sk(t)

sk,H(t)

sk,2(t)

sk,1(t)

ck,H(t)

ck,2(t)

ck,1(t)

bk,1(t)

bk,2(t)

bk,H(t)

Figura 3.1: Transmissor com esquema MC.

O sinal transmitido peloh-ésimo canal utilizado pelok-ésimo usuário será:

sk,h(t) =
√

2Pbk,h(t)ck,h(t)cos(ωct) (3.1)

ondeP é a potência do sinal transmitido, a qual será considerada igual para todos

os usuários;bk,h(t) é o sinal de informação modulada em BPSK transmitida pelo h-

ésimo canal utilizado pelok-ésimo usuário eck,h(t) o sinal relativo à seqüência de

espalhamento, dado por:

ck,h(t) =
∞∑

m=−∞
p(t −mTc)ck,h,m (3.2)
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ondeck,h,m = ck,h,m(mod N) é om-ésimo chip da seqüência de espalhamento de compri-

mentoN utilizada peloh-ésimo canal dok-ésimo usuário;p(t) é a formatação de pulso

retangular de amplitude unitária no intervalo [0;Tc) e zero fora.

O sinal recebido na estação rádio base será:

r(t) =
U∑

u=1

H∑

h=1

L∑

L=1

αL(t)su,h(t − τu,L) + n(t) (3.3)

ondeU é o número de usuários ativos no sistema;αL(t) representa o ganho do canal

para o componente multipercursoL e τu,L o atraso absoluto doL-ésimo componente

multipercurso dou-ésimo usuário.

Fazendo o desenvolvimento análogo à modelagem do sistemade taxa única (seção

1.1) a saı́da doℓ-ésimo correlacionador doh-ésimo canal dok-ésimo usuário anali-

sada apenas em um perı́odo de sı́mbolo de informaçãoT (sem perda de generalidade

considera-se o intervalo 0≤ t ≤ T), será:

zk,h,ℓ =

∫ T

0
r(t)c∗k,h(t)cos(ωct − φk,ℓ)dt

=

√
P
2
αℓTb(0)

k,h + Ik,h,ℓ + S Ik,h,ℓ + nk,h,ℓ(t) (3.4)

onde o primeiro termo representa o sinal de interesse, o segundo a MAI, o terceiro a

SI e o último o ruı́do aditivo branco Gaussiano (AWGN) processado;φk,ℓ = ωcτk,ℓ é

o deslocamento de fase devido ao atrasoτk,ℓ. Foi considerado o ganho de canalαL(t)

constante no intervalo de integraçãoT (ou periodo do sı́mbolo de informação). Assim,

αL(t) = αL.

Considerando recepção Rake comD correlacionadores (fingers) e combinador de

razão máxima (maximum ratio combiner, MRC), tem-se na saı́da do combinador:

yk,h =

D∑

ℓ=1

ℜ{zk,h,ℓα̂ℓ}

b̂(0)
k,h = sign(yk,h) (3.5)

ondeα̂ℓ é a estimativa do ganho de canal, a qual foi considerada perfeita, eb̂(0)
k,h é a

informação de interesse estimada.
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A MAI sobre oℓ-ésimo correlacionador doh-ésimo canal dok-ésimo usuário será:

Ik,h,ℓ =

U∑

u=1

H∑

(g=1, g,h para u=k)

L∑

L=1

√
2P ·

·
∫ T

0
αL(t)bu,g(t − τu,L)cu,g(t − τu,L)c∗k,h(t)cos(ωct − φu,L)cos(ωct − φk,ℓ)dt

=

U∑

u=1

H∑

(g=1, g,h para u=k)

L∑

L=1

√
P
2
αL

∫ T

0
bu,g(t − τu,L)cu,g(t − τu,L)c∗k,h(t)dt cos(ϕu,L)

(3.6)

ondeτu,L = τu,L − τk,ℓ é o atraso relativo entre o sinal de interesse (sinal doℓ-ésimo

componente multipercurso doh-ésimo canal dok-ésimo usuário) e o sinal interferente

(sinal doL-ésimo componente multipercurso dog-ésimo canal dou-ésimo usuário);

ϕu,L = φu,L − φk,ℓ é a fase relativa das portadoras do sinal de interesse e do sinal inter-

ferente. Os termos que correspondem ao atraso relativo e à fase relativa não possuem

os ı́ndices do sinal de interesse para simplificar a notação.

As pdfs deϕu,L, deτu,L e dos sı́mbolos de informação são consideradas como na

modelagem do sistema de taxa única (seção 1.1).

A SI sobre oℓ-ésimo correlacionador doh-ésimo canal dok-ésimo usuário será:

S Ik,h,ℓ =
L∑

L=1, L,ℓ

√
P
2
αL

∫ T

0
bk,h(t − τk,L)ck,h(t − τk,L)c∗k,h(t)dt cos(ϕk,L) (3.7)

O AWGN processado para oℓ-ésimo correlacionador doh-ésimo canal dok-ésimo

usuário é dado por:

nk,h,ℓ(t) =
∫ T

0
n(t)c∗k,h(t)cos(ωct)dt

=

N−1∑

m=0

c∗k,h,m

∫ (m+1)Tc

mTc

n(t)cos(ωct)dt (3.8)

Será calculada a relação sinal-ruı́do-interferência(SNIR) na saı́da doℓ-ésimo cor-

relacionador dok-ésimo usuário:
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S NIRk,h,ℓ =
potência do sinal de interesse

potência da MAI, da SI e do AWGN processado
(3.9)

onde a potência do sinal de interesse será:

Eα




√

P
2
αℓTb(0)

k,h


2

=

P
2

T2Eα{α2
ℓ} (3.10)

Analogamente ao caso de taxa única (seção 1.1), a potência do AWGN processado

será:

E
{(

nk,h,ℓ(t)
)2
}
=

N0 T
4

(3.11)

Comoϕ, b, τ eα são variáveis aleatórias independentes, a potência daMAI e da

SI sobre oℓ-ésimo correlacionador dok-ésimo usuário serão:

Eϕ,b,τ,α

{(
Ik,h,ℓ

)2
}
= Eα

{
Eτ

{
Eb

{
Eϕ

{(
Ik,h,ℓ

)2
}}}}

Eϕ,b,τ,α

{(
S Ik,h,ℓ

)2
}
= Eα

{
Eτ

{
Eb

{
Eϕ

{(
S Ik,h,ℓ

)2
}}}}

(3.12)

Inicialmente, calcula-se a potência da MAI. Realizando a média na variávelϕu,g,L:

Eϕ

{(
Ik,h,ℓ

)2
}
=

U∑

(u=1, u,k)

H∑

g=1

L∑

L=1

P
4
α2
LJ2

u,g,L +

+

H∑

(g=1, g,h)

P
4
α2
ℓb

(0)
k,gTcθ(ck,g, ck,h, 0) +

+

H∑

(g=1, g,h)

L∑

(L=1, L,ℓ)

P
4
α2
LJ2

k,g,L (3.13)

ondeθ(ck,g, ck,h, d) é a função de correlação cruzada periódica par entreas seqüências

utilizadas pelog-ésimo canal dou-ésimo usuário e peloh-ésimo canal dok-ésimo

usuário;Ju,g,L será:
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Ju,g,L =

∫ T

0
bu,g(t − τu,L)cu,g(t − τu,L)c∗k,h(t)dt

=



(
b(−1)

u,g Ru,g,k,h(τu,L) + b(0)
u,gR̃u,g,k,h(τu,L)

)
, τu,L ≥ 0(

b(0)
u,gRu,g,k,h(τu,L) + b(1)

u,gR̃u,g,k,h(τu,L)
)
, τu,L < 0

(3.14)

ondeb(−1)
u,g , b(0)

u,g e b(1)
u,g são as informações do usuário interferente que participam da

integração e as funçõesRu,g,k,h(τu,L) eR̃u,g,k,h(τu,L) são chamadas de funções de correlação

cruzada parciais par e ı́mpar, respectivamente, definidas como:

Ru,g,k,h(τ) =
∫ τ

0
cu,g(t − τ)c∗k,h(t) dt

R̃u,g,k,h(τ) =
∫ T

τ

cu,g(t − τ)c∗k,h(t) dt, comτ = τ paraτ ≥ 0 eτ = T + τ paraτ < 0

(3.15)

Observa-se que, paraτ < 0,Ru,g,k,h(τ) e R̃u,g,k,h(τ) são equivalentes aRu,g,k,h(T + τ)

e R̃u,g,k,h(T + τ), respectivamente.

A potência da MAI sobre oℓ-ésimo correlacionador doh-ésimo canal dok-ésimo

usuário será:

Eα,ϕ,b,τ

{(
Ik,h,ℓ

)2
}
=

U∑

(u=1, u,k)

H∑

g=1

L∑

L=1

P
8τmax

Eα{α2
L}
υ2−1∑

m=υ1

ρu,g,k,h(m modN) +

+

H∑

(g=1, g,h)

P
4
Eα{α2

ℓ}Tcθ(ck,g, ck,h, 0) +

+

H∑

(g=1, g,h)

L∑

(L=1, L,ℓ)

P
8τmax

Eα{α2
L}
υ2−1∑

m=υ1

ρk,g,k,h(m modN) (3.16)

onde:

ρu,g,k,h(m) =
T3

c

3

(
Cu,g,k,h(m− N + 1)Cu,g,k,h(m− N) +Cu,g,k,h(m+ 1)Cu,g,k,h(m)+

+ C2
u,g,k,h(m− N) +C2

u,g,k,h(m) +C2
u,g,k,h(m− N + 1)+C2

u,g,k,h(m+ 1)
)

(3.17)
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e

Cu,g,k,h(d) =



∑N−d−1
v=0 cu,g,vc∗k,h,v+d 0 ≤ d ≤ N − 1

∑N+d−1
v=0 cu,g,v−dc∗k,h,v 1− N ≤ d < 0

0 |d| ≥ N

(3.18)

ondeck,h = {ck,h,1, ck,h,2, ..., ck,h,N} ecu,g = {cu,g,1, cu,g,2, ..., cu,g,N}.

Analogamente ao caso de taxa única (seção 1.1), a potência da SI será:

Eϕ,b,α

{(
S Ik,h,ℓ

)2
}
=

L∑

L=1, L,ℓ

P
4
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{
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L(t)
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(
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(
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)

)2

(3.19)

Então, a relação sinal-ruı́do-interferência (SNIR) na saı́da doℓ-ésimo correlacio-

nador doh-ésimo canalk-ésimo usuário, será:

S NIRk,h,ℓ =

P
2T2Eα{α2

ℓ
}

Eϕ,b,τ,α

{(
Ik,h,ℓ

)2
}
+ Eϕ,b,α

{(
S Ik,h,ℓ

)2
}
+

N0T
4

(3.20)

ondeEϕ,b,τ,α
{(

Ik,h,ℓ
)2
}
é dado pela equação (3.16) eEϕ,b,α

{(
S Ik,h,ℓ

)2
}
é dado pela equação

(3.19).

Como as energias de sı́mboloEb = P · T são iguais para todos os usuários:

S NIRk,h,ℓ =
Eb Eα{α2

ℓ
}

2
T

{
Eϕ,b,τ,α

{(
Ik,h,ℓ

)2
}
+ Eϕ,b,α

{(
S Ik,h,ℓ

)2
}}
+

N0
2

(3.21)

Serão apresentados resultados em termos de taxa de erro de bit (BER) de sistemas

QS-CDMA com esquema MC, utilizando diferentes conjuntos deseqüências. Será

considerado recepção Rake MRC e canal com desvanecimentomultipercurso Ray-

leigh.

Assim como observado no caso de taxa única, se nas equações (3.6) e (3.7) os

somatórios
∑

g,
∑

u e
∑
L compreenderem um grande número de termos, de (YAO,

1977), pode-se afirmar que apdf resultante para a MAI adicionada à SI tenderá a uma
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Gaussiana. Fazendo-se essa aproximação, obtém-se uma expressão analı́tica para o

desempenho aproximado dok-ésimo usuário em termos de taxa de erro de bit (BER)

por meio de (PROAKIS, 1995):

BERk,h =
1
2

D∑

ℓ=1

Υℓ

1−
√

S NIRk,h,ℓ

2+ S NIRk,h,ℓ

 (3.22)

Υℓ =

D∏

L=1, L,ℓ

S NIRk,h,ℓ

S NIRk,h,ℓ − S NIRk,h,L
(3.23)

A avaliação de desempenho será realizada observando a BER média dos usuários

de cada serviço (BERi) dada pela média aritmética das BER de todos os canais de

todos os usuários de cada serviço.

3.2.2 Resultados nuḿericos

As figuras 3.2 e 3.3 apresentam resultados deBER× E
N0

para um sistema QS-CDMA

com caracterı́sticas descritas na tabela 3.1, considerando seqüências QS comN = 127

e ZCZ comN = 128, respectivamente. A famı́lia QS comN = 127,K = 32 eLCZ = 1

foi obtida deGold(207, 277) comr = 3, tabela 2.13. A famı́lia ZCZ comN = 128,

K = 32 eZCZ = 2 foi obtida comn = 4, m= 1 e= 3, tabela 2.17.

Para a famı́lia ZCZ, as seqüências são atribuı́das aos usuários de forma ordenada.

Os usuários de taxa básica utilizam as primeiras seqüências ZCZ da famı́lia (primeiras

linhas da matrizFn, seção 2.2.3). O usuário de taxa mais elevada utiliza as ´ultimas

seqüências ZCZ da famı́lia (últimas linhas da matrizFn, seção 2.2.3). A atribuição das

seqüências QS para os usuários do sistema 1 é descrita pela tabela 3.2.

O perfil atraso-potência adotado foi o mesmo adotado na seção 2.3.1 dado pela

tabela 2.11. Observa-se que o desempenho obtido com a famı́lia ZCZ é superior ao

obtido com a famı́lia QS. Isso pode ser explicado pela maior zona de correlação redu-

zida/nula da famı́lia ZCZ.

Alterando-se a taxa oferecida pelo serviço 3 paraR3 = 20× R e o número de

usuários do serviço 3 para 1 mantendo-se os 32 canais utilizados, obtém-se os resul-

tados apresentados pelas figuras 3.4 e 3.5. Há um aumento de desempenho para o

serviço 3 para as duas famı́lias. A famı́lia ZCZ se mantém com melhor desempenho

que a famı́lia QS.
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Figura 3.2: BER× E
N0

para famı́lias de seqüências QS comN = 127,LCZ = 1,
τmax = 2Tc e D = 4; 2 usuários utilizam o serviço 1 comR1 = 30, 236kb/s, 2 usuários

utilizam o serviço 2 comR2 = 151, 181kb/se 2 usuários utilizam o serviço 3 com
R3 = 302, 362kb/s.
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Figura 3.3: BER× E
N0

para famı́lias de seqüências ZCZ comN = 128,ZCZ= 2,
τmax = 2Tc e D = 4; 2 usuários utilizam o serviço 1 comR1 = 30kb/s, 2 usuários

utilizam o serviço 2 comR2 = 150kb/se 2 usuários utilizam o serviço 3 com
R3 = 300kb/s.

Considere agora o sistema QS-CDMA com os parâmetros da tabela 3.3. Os de-
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Tabela 3.1:Parâmetros de configuração do sistema 1.
τmax 2Tc

D 4
n 3

U1 2
U2 2
U3 2
N 127 128
R 30, 236kb/s 30kb/s
R1 1× R= 30, 236kb/s 1× R= 30kb/s
R2 5× R= 151, 181kb/s 5× R= 150kb/s
R3 10× R= 302, 362kb/s 10× R= 300kb/s

0 5 10 15 20 25 30 35 40
10

−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

E
b
/N

0
 [dB]

B
E

R
 m

éd
ia

serviço 1
serviço 2
serviço 3
limite

Figura 3.4: BER× E
N0

para famı́lias de seqüências QS comN = 127,LCZ = 1 e
τmax = 2Tc; 2 usuários utilizam o serviço 1 comR1 = 30, 236kb/s, 2 usuários utilizam

o serviço 2 comR2 = 151, 181kb/se 1 usuário utiliza o serviço 3 com
R3 = 604, 724kb/s.

sempenhos obtidos com as famı́lias ZCZ deN = 256 eN = 512 são apresentados pelas

figuras 3.6 e 3.7. A famı́lia ZCZ comN = 256 foi obtida com os parâmetrosn = 5,

m = 1 e t = 4 e a famı́lia ZCZ comN = 512 foi obtida com os parâmetrosn = 5,

m= 1 et = 3.

Para sistemas que utilizam esquema MC são necessárias famı́lias que compreen-

dem um grande número de seqüências para acomodar taxas dedados elevadas, con-

forme já mencionado na seção 3. Assim, não é viável utilizar seqüências de com-
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Tabela 3.2:Atribuição de seqüências QS para os usuários do sistema 1.
serviçoi usuáriok seqüência do conjuntoGold(207, 277)

1
1 g1

2 g8

2

1

g16

g18

g21

g26

g28

2

g34

g38

g41

g44

g52

3

1

g55

g58

g62

g66

g70

g73

g75

g79

g84

g88

2

g90

g95

g97

g100

g102

g104

g106

g112

g118

g127

primento reduzido, pois na maioria dos casos, para uma determinada famı́lia, quanto

menor o comprimento das seqüências, menor é a famı́lia.

Não foram obtidas figuras de desempenho para as famı́lias QSde comprimento

N = 512 devido à complexidade de obtenção do conjunto já explicada na seção 2.3.1.

Devido a esse mesmo motivo não foram obtidas figuras de desempenho para a famı́lia

OQS. As famı́lias LCZ-GMW e as famı́lias Lin-Chang comN = 63 eN = 511 apre-

sentam poucas seqüências (tabelas 2.8 e 2.7, respectivamente) e, por isso, não foram
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Figura 3.5: BER× E
N0

para famı́lias de seqüências ZCZ comN = 128,LCZ = 2 e
τmax = 2Tc; 2 usuários utilizam o serviço 1 comR1 = 30b/s, 2 usuários utilizam o

serviço 2 comR2 = 150kb/se 1 usuário utiliza o serviço 3 comR3 = 600kb/s.

Tabela 3.3:Parâmetros de configuração do sistema 2.
τmax 2Tc

D 4
n 3

U1 9
U2 3
U3 1
N 256 512
R 15kb/s 7, 5kb/s
R1 1× R= 15kb/s 1× R= 7, 5kb/s
R2 10× R= 150kb/s 10× R= 75kb/s
R3 25× R= 375kb/s 25× R= 187, 5kb/s

consideradas na análise de sistemas com esquema MC. As fam´ılias Lin-Chang com

N = 255 eN = 1023 possuem muitas seqüências, porém, não existe um m´etodo

sistemático para a seleção das sementes, conforme já mencionado na seção 2.3.1.
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Figura 3.6: BER× E
N0

para famı́lias de seqüências ZCZ comN = 256,ZCZ= 2 e
τmax = 2Tc; 9 usuários utilizam o serviço 1 comR1 = 15kb/s, 3 usuários utilizam o

serviço 2 comR2 = 150kb/se 1 usuário utiliza o serviço 3 comR3 = 375kb/s.
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Figura 3.7: BER× E
N0

para famı́lias de seqüências ZCZ comN = 512,ZCZ= 4 e
τmax = 2Tc; 9 usuários utilizam o serviço 1 comR1 = 7, 5kb/s, 3 usuários utilizam o

serviço 2 comR2 = 75kb/se 1 usuário utiliza o serviço 3 comR3 = 187, 5kb/s.

3.3 Seq̈uências para sistemas de taxa de dados variável
do tipo MPG

Existem diversos trabalhos que sugerem seqüências que resultam em reduzidos valores

de autocorrelação e correlação cruzada para pequenos deslocamentos. As seções an-
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teriores apresentaram alguns desses. Na maioria dos trabalhos são estudadas funções

de correlação entre seqüências de mesmo comprimento. Em sistemas que utilizam es-

quemas multitaxa do tipo MPG, as correlações envolvidas no processo de detecção e

recuperação da informação transmitida são realizadas entre:

1. seqüências de mesmo comprimento, caso o usuário interferente utilize a mesma

taxa de dados do usuário de interesse;

2. uma seqüência e um trecho de outra seqüência de comprimento maior, caso o

usuário interferente utilize taxa de dados menos elevada que o usuário de inte-

resse;

3. uma seqüência e alguns perı́odos de outra seqüência de comprimento menor,

caso o usuário interferente utilize taxa de dados mais elevada que o usuário de

interesse;

Em relação aos dois últimos casos, as propriedades de correlação na maioria das

vezes não são conhecidas totalmente, mesmo na condiçãode pequenos deslocamentos

entre seqüências (caso dos sistemas QS-CDMA). Para otimizar um sistema multitaxa

do tipo MPG em termos de desempenho, todos os três casos apontados acima devem

ser considerados. Existem poucos trabalhos sobre otimizac¸ão de seqüências de espa-

lhamento para MPG, sendo que a maioria discute o problema para o caso sı́ncrono

(canal direto). Especificamente para sistemas que permitemum reduzido nı́vel de as-

sincronismo (canal reverso de um sistema QS-CDMA) encontra-se apenas a referência

(LEE; JOO; TCHAH, 2001). Nessa referência, a modelagem do sistema considera um

único componente multipercurso de cada usuário e canal sem desvanecimento. Dessa

forma, não há SI e, conseqüentemente, as autocorrelaç˜oes entre as seqüências de es-

palhamento não são consideradas. O método utilizado em (LEE; JOO; TCHAH, 2001)

consiste em minimizar o parâmetro chamado interferênciamédia multitaxa (average

multi-rate interference parameter, AMIP), o qual está relacionado com a soma da MAI

observada no receptor convencional de cada um dos usuáriosdo sistema. O AMIP é

minimizado através do ajuste das fases iniciais das seqüˆencias de espalhamento do

conjunto.

O método de otimização de seqüências para MPG apresentado aqui consiste na

procura por seqüências que resultam na maximização do parâmetro relação sinal-



3.3 Seqüências para sistemas de taxa de dados variável dotipo MPG 152

ruı́do-interferência (signal-to-noise-to-interferenceratio, SNIR), o qual está intima-

mente relacionado com o desempenho do sistema. Considera-se a SI, ou seja, canal

multipercurso e, adicionalmente, diversidade Rake no receptor. Em canal com desva-

necimento multipercurso, não é razoável minimizar simplesmente a interferência na

saı́da do correlacionador, como em (LEE; JOO; TCHAH, 2001), pois os componentes

multipercurso sofrem atenuações distintas e, portanto,as interferências MAI e SI po-

dem ser mais significativas na saı́da de um correlacionador do Rake do que em outro.

Maximizando-se a SNIR, indiretamente a MAI e a SI são minimizadas diferentemente

para cada componente multipercurso, ou seja, componentes multipercurso mais ate-

nuados tenderão a ter MAI e SI menos elevadas e componentes multipercurso menos

atenuados tenderão a ter MAI e SI mais elevadas, de forma quea SNIR é maximi-

zada para ambos. Dessa forma, além da minimização da MAI eda SI, há também um

melhor aproveitamento da diversidade Rake.

A seguir será apresentada a famı́lia de seqüências OVSF,a qual é adequada para

sistemas sı́ncronos multitaxa do tipo MPG. Esse conjunto écomposto por seqüências

Walsh-Hadamard organizadas de tal forma a viabilizar a implementação de sistemas

sı́ncronos multitaxa do tipo MPG. No final deste capı́tulo, serão realizadas comparações

entre utilizar o conjunto OVSF em sistemas QS-CDMA e utilizar um conjunto de

seqüências selecionadas conforme o método que será proposto aqui. Na seqüência,

será apresentada a modelagem de um sistema QS-CDMA que utiliza o esquema MPG

e caracterizadas a MAI e a SI. Serão também calculadas as potências da MAI e da SI

na saı́da de um correlacionador do Rake e, então, apresentada uma expressão para a

SNIR do sistema modelado.

3.3.1 Faḿılia OVSF

Em (ADACHI; SAWAHASHI; OKAWA , 1997) foi proposto um conjunto de seqüências

adequado para sistemas sı́ncronos multitaxa do tipo MPG. Essas seqüências são cham-

das de OVSF (orthogonal variable spreading factor sequences).

Um conjunto OVSF composto deN seqüências de comprimentoN é obtido das

linhas da matrizCN:
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CN =



c(1)
N

c(2)
N

c(3)
N

c(4)
N
...

c(1)
N



=



c(1)
N/2c

(1)
N/2

c(1)
N/2

[
−c(1)

N/2

]

c(2)
N/2c

(2)
N/2

c(2)
N/2

[
−c(2)

N/2

]

...

c(N/2)
N/2 c(N/2)

N/2

c(N/2)
N/2

[
−c(N/2)

N/2

]



(3.24)

ondec(1)
1 = {1}.

Observa-se que um conjunto OVSF de comprimentoN é composto pelas mesmas

seqüências do conjunto Walsh-Hadamard de comprimentoN, ou seja, as linhas de

(3.24) são encontradas em ordem diferente em (2.157), paraN = 2n.

Uma famı́lia OVSF é composta de seqüências selecionadasdo conjunto OVSF de

forma a se obter a função de correlação periódica par:

θ(c(k)
Nq, c

(u)
N/s, 0) =


0, para k , u e s≥ 1

N, para k = u e s= 1
(3.25)

ondeq = 0, 1, ..., s− 1 ec(k)
N = {c

(k)
N0c

(k)
N1...c

(k)
Nq...c

(k)
Ns−1}.

Para (3.25) ocorrer, a seqüênciac(u)
N/s não pode ser “seqüência-mãe” da seqüência

c(k)
N , ou seja,c(k)

N não pode ter sido construı́da a partir dec(u)
N/s. A figura 3.8 ilustra a

construção de seqüências OVSF. Observa-se na figura quec(1)
1 é “seqüência-mãe” de

todas as outras ec(1)
2 é “seqüência mãe” dec(1)

4 , c(2)
4 , c(1)

8 , c(2)
8 , c(3)

8 ec(4)
8 .

Assim como as seqüências Walsh-Hadamard, a função de correlação periódica par

para seqüências OVSFθ(c(k)
Nq, c

(u)
N/s, d) parad , 0 pode assumir valores elevados. O

motivo é o mesmo para seqüências Walsh-Hadamard: o conjunto possui seqüências

ciclicamente equivalentes e seqüências com perı́odo menor queN = 2n. Observe na

figura 3.8 quec(4)
4 é uma versão deslocada dec(2)

4 e c(3)
4 tem perı́odo 2. Essa carac-

terı́stica é devida ao método de construção, onde cada seqüência de comprimentoN do

conjunto é uma concatenação de seqüências de comprimento N/2.

O número de seqüências OVSF de uma famı́lia, ou seja, o número de seqüências

que satisfaz (3.25) depende das taxas de dados exigidas pelosistema ou, equivalente-

mente, depende dos comprimentos das seqüências que o sistema necessita.
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c(1)
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c(2)
8

c(3)
8

c(4)
8
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8

c(6)
8
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8

c(8)
8

c(1)
4 = {1, 1, 1, 1}

c(2)
4 = {1, 1,−1,−1}

c(3)
4 = {1,−1, 1,−1}

c(4)
4 = {1,−1,−1, 1}

c(1)
1 = {1}

c(1)
2 = {1, 1}

c(2)
2 = {1,−1}

C1 C2 C4 C8

Figura 3.8: Construção de seqüências OVSF.

3.3.2 Modelagem do sistema QS-CDMA com esquema MPG

Considera-se um sistema multitaxa do tipo MPG que oferecen taxas de dados distintas.

Cada taxa de dadosRi é oferecida por meio de um serviçoi. Em cada serviçoi existem

Ui usuários ativos.

O sinal transmitido pelok-ésimo usuário do serviçoi, figura 3.9, é dado por:

sk,i(t) =
√

2Pibk,i(t)ck,i(t)cos(ωct) (3.26)

ondePi é a potência dos sinais transmitidos pelos usuários do serviço i; bk,i(t) é o sinal

de informação modulada em BPSK eck,i(t) o sinal relativo à seqüência de espalha-

mento, dado por:

ck,i(t) =
∞∑

m=−∞
p(t −mTc)ck,i,m (3.27)

ondeck,i,m = ck,i,m(mod Ni ) ∈ {−1; 1} é om-ésimo chip da seqüência de comprimentoNi
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utilizada pelok-ésimo usuário do serviçoi; Tc é o perı́odo de chip;p(t) é a formatação

de pulso retangular de amplitude unitária no intervalo [0;Tc) e zero fora.

sk,2(t)

√
2P2 cos(ωct)

sk,1(t)

√
2P1 cos(ωct)

sk,n(t)

√
2Pn cos(ωct)

T2 T2 =
T1
2

R2 = 2× R1

ck,n ck,n ck,n

ck,2 ck,2

T1

ck,1

Tn =
N1
Nn
× T1

Rn =
Nn
N1
× R1

Tn

bk,1(t)

bk,2(t)

bk,n(t)

ck,1(t)

ck,n(t)

ck,2(t)

Figura 3.9: Transmissor com esquema MPG.

O sinal recebido na estação rádio base será:

r(t) =
n∑

j=1

U j∑

u=1

L∑

L=1

αL(t)su, j(t − τu, j,L) + n(t) (3.28)

ondeαL(t) representa o ganho do canal para o componente multipercurso L; τu, j,L o

atraso absoluto doL-ésimo componente multipercurso dou-ésimo usuário do serviço

j e n(t) o AWGN.

A saı́da doℓ-ésimo correlacionador dok-ésimo usuário do serviçoi, analisada ape-

nas em um perı́odo de sı́mbolo de informaçãoTi (sem perda de generalidade considera-

se o intervalo 0≤ t < Ti, ondeTi = NiTc) será:

zk,i,ℓ =

∫ Ti

0
r(t)c∗(t)cos(ωct − φk,i,ℓ)dt

=
√

2Pi

∫ Ti

0
αℓ(t)bk,i(t)ck,i(t)c

∗
k,i(t)cos2(ωct − φk,i,ℓ)dt+ Ik,i,ℓ + S Ik,i,ℓ + nk,i,ℓ(t)

(3.29)
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onde o primeiro termo representa o sinal de interesse, o segundo a MAI, o terceiro a

SI e o último o AWGN processado;φk,i,ℓ = ωcτk,i,ℓ é o deslocamento de fase devido

ao atrasoτk,i,ℓ. Será considerado o ganho de canalαL(t) constante no intervalo de

integraçãoTi (ou periodo do sı́mbolo de informação). Assim,αL(t) = αL. Rearran-

jando a equação anterior, tem-se:

zk,i,ℓ =

√
Pi

2
αℓTib

(0)
k,i + Ik,i,ℓ + S Ik,i,ℓ + nk,i,ℓ(t) (3.30)

ondeb(0)
k,i ∈ {−1; 1} é a informação de interesse.

Considerando recepção Rake comD correlacionadores (fingers) e combinador de

razão máxima (maximum ratio combiner, MRC), tem-se na saı́da do combinador:

yk,i =

D∑

ℓ=1

ℜ{zk,i,ℓα̂ℓ}

b̂(0)
k,i = sign(yk,i) (3.31)

ondeα̂ℓ é a estimativa do ganho de canal, a qual foi considerada perfeita, eb̂(0)
k,i é a

informação de interesse estimada.

A MAI sobre oℓ-ésimo correlacionador dok-ésimo usuário do serviçoi será:

Ik,i,ℓ =

n∑

j=1

U j∑

(u=1, u,k para j=i)

L∑

L=1

√
2P j ·

·
∫ Ti

0
αL(t)bu, j(t − τu, j,L)cu, j(t − τu, j,L)c∗k,i(t)cos(ωct − φu, j,L)cos(ωct − φk,i,ℓ)dt

=

n∑

j=1

U j∑

(u=1, u,k para j=i)

L∑

L=1

√
2P jαL ·

·
∫ Ti

0
bu, j(t − τu, j,L)cu, j(t − τu, j,L)c∗k,i(t)

1
2

(
cos(ϕu, j,L) + cos(2ωct − (φu, j,L − φk,i,ℓ))

)
dt

=

n∑

j=1

U j∑

(u=1, u,k para j=i)

L∑

L=1

√
P j

2
αL

∫ Ti

0
bu, j(t − τu, j,L)cu, j(t − τu, j,L)c∗k,i(t)dt cos(ϕu, j,L)

(3.32)

ondeτu, j,L = τu, j,L − τk,i,ℓ é o atraso relativo entre o sinal de interesse (sinal doℓ-

ésimo componente multipercurso dok-ésimo usuário do serviçoi) e o sinal interferente
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(sinal doL-ésimo componente multipercurso dou-ésimo usuário do serviçoj); ϕu, j,L =

φu, j,L −φk,i,ℓ é a fase relativa das portadoras do sinal de interesse e do sinal interferente.

Os termos que correspondem ao atraso relativo e à fase relativa não possuem os ı́ndices

do sinal de interesse para simplificar a notação.

Será considerada a fase relativaϕu, j,L com pdf uniforme definida no intervalo

[0; 2π) e o atraso relativoτu, j,L com pdf uniforme definida no intervalo
[−τmax+ γL ;

τmax+ γL
]
, ondeγL = ∆L − ∆ℓ. As variáveis∆ℓ assumem apenas valores positivos

e múltiplos deTc e representam os atrasos dos componentes multipercurso dado um

perfil atraso-potência determinı́stico. Observe queγL também não possui o ı́ndice

do componente multipercurso de interesse para simplificar anotação. Considera-se

também, os sı́mbolos de informaçãob = −1 eb = 1 equiprováveis.

Analogamente à MAI, a SI sobre oℓ-ésimo correlacionador dok-ésimo usuário do

serviçoi será:

S Ik,i,ℓ =
L∑

L=1, L,ℓ

√
Pi

2
αL

∫ Ti

0
bk,i(t − τk,i,L)ck,i(t − τk,i,L)c∗k,i(t)dt cos(ϕk,i,L) (3.33)

O AWGN processado para oℓ-ésimo correlacionador dok-ésimo usuário do serviço

i é dado por:

nk,i,ℓ(t) =
∫ Ti

0
n(t)c∗k,i(t)cos(ωct)dt

=

Ni−1∑

m=0

c∗k,m

∫ (m+1)Tc

mTc

n(t)cos(ωct)dt (3.34)

Será calculada a relação sinal-ruı́do-interferência(SNIR) na saı́da doℓ-ésimo cor-

relacionador dok-ésimo usuário do serviçoi:

S NIRk,i,ℓ =
potência do sinal de interesse

potência da MAI, da SI e do AWGN processado
(3.35)

onde a potência do sinal de interesse será:



3.3 Seqüências para sistemas de taxa de dados variável dotipo MPG 158

Eα




√

Pi

2
αℓTib

(0)
k,i


2

=

Pi

2
T2

i Eα{α2
ℓ } (3.36)

A potência do AWGN processado será:

E
{(

nk,i,ℓ(t)
)2
}
= E




Ni−1∑

m=0

c∗k,m

∫ (m+1)Tc

mTc

n(t)cos(ωct)dt


2

= E


Ni−1∑

m=0

(
|ck,m|2

∫ (m+1)Tc

mTc

∫ (m+1)Tc

mTc

n(t)n(u)cos(ωct)cos(ωcu) dt du+

+

Ni−1∑

p=0

c∗k,mc∗k,p

∫ (m+1)Tc

mTc

∫ (p+1)Tc

pTc

n(t)n(u)cos(ωct)cos(ωcu) dt du





=

Ni−1∑

m=0

(∫ (m+1)Tc

mTc

∫ (m+1)Tc

mTc

N0

2
δ(t − u)cos(ωct)cos(ωcu) dt du

)

=

Ni−1∑

m=0

N0 Tc

4

=
N0 Ti

4
(3.37)

Comoϕ, b, τ eα são variáveis aleatórias independentes, a potência daMAI e da

SI sobre oℓ-ésimo correlacionador dok-ésimo usuário do serviçoi serão:

Eϕ,b,τ,α

{(
Ik,i,ℓ

)2
}
= Eα

{
Eτ

{
Eb

{
Eϕ

{(
Ik,i,ℓ

)2
}}}}

Eϕ,b,τ,α

{(
S Ik,i,ℓ

)2
}
= Eα

{
Eτ

{
Eb

{
Eϕ

{(
S Ik,i,ℓ

)2
}}}}

(3.38)

A potência da MAI será:

Eϕ

{(
Ik,i,ℓ

)2
}
= Eϕ




n∑

j=1

U j∑

(u=1, u,k para j=i)

L∑

L=1

√
P j

2
αL(t)Ju, j,L cos(ϕu, j,L)



2
(3.39)

ondeJu, j,L =
∫ Ti

0
bu, j(t − τu, j,L)cu, j(t − τu, j,L)c∗k,i(t)dt. Realizando a média na variável

ϕu, j,L, tem-se:
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Eϕ

{(
Ik,i,ℓ

)2
}
=

n∑

j=1

U j∑

(u=1, u,k para j=i)

L∑

L=1

P j

2
α2
L(t)J2

u, j,L

∫ 2π

0
cos2(ϕu, j,L)

1
2π

dϕu, j,L

=

n∑

j=1

U j∑

(u=1, u,k para j=i)

L∑

L=1

P j

4
α2
L(t)J2

u, j,L (3.40)

Realizando a média na variávelbu, j, tem-se:

Eb

{
Eϕ

{(
Ik,i,ℓ

)2
}}
=

n∑

j=1

U j∑

(u=1, u,k para j=i)

L∑

L=1

P j

4
α2
L(t)Eb

{
J2

u, j,L
}

(3.41)

Para os próximos passos do desenvolvimento, devem-se considerar 3 casos:

1. Ti > T j: o perı́odo do sı́mbolo de informação do usuário de interesse do serviço

i, Ti, é maior que o perı́odo de informação dos usuários interferentes do serviço

j, T j (de outra forma, a taxa dos usuários interferentes é maiorque a taxa do

usuário de interesse);

2. Ti < T j: caso contrário do anterior. O perı́odo de sı́mbolo de informação do

usuário de interesse do serviçoi, Ti, é menor que o perı́odo de informação dos

usuários interferentes do serviçoj, T j (de outra forma, a taxa dos usuários inter-

ferentes é menor que a taxa do usuário de interesse);

3. Ti = T j: os usuários interferentes estão utilizando o mesmo serviço do usuário

de interesse, assimi = j eTi = T j.

ConsiderandoTi > T j, primeiro caso, calcula-seEb

{
J2

u, j,L

}
:

Eb

{
J2

u, j,L
}
= Eb




M−1∑

q=0

∫ (q+1)
T j
M

q
T j
M

bu, j(t − τu, j,L)cu, j(t − τu, j,L)c∗k,i(t) dt



2
(3.42)

ondeM = Ti

T j
. ReescrevendoJu, j,L:

Ju, j,L =
M−1∑

q=0

∫ (q+1)
T j
M

q
T j
M

bu, j(t − τu, j,L)cu, j(t − τu, j,L)c∗k,i(t)dt
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=

M−1∑

q=0



(
b(−1)

u, j Ru,k(q)(τu, j,L) + b(0)
u, jR̃u,k(q)(τu, j,L)

)
, τu, j,L ≥ 0(

b(0)
u, jRu,k(q)(τu, j,L) + b(1)

u, jR̃u,k(q)(τu, j,L)
)
, τu, j,L < 0

(3.43)

ondeb(−1)
u, j , b(0)

u, j e b(1)
u, j são as informações do usuário interferente que participam da

integração e as funçõesRu,k(q)(τu, j,L) e R̃u,k(q)(τu, j,L) são definidas como1:

Ru,k(q)(τ) =
∫ q

T j
M +τ

q
T j
M

cu, j(t − τ)c∗k(q),i(t) dt

R̃u,k(q)(τ) =
∫ (q+1)

T j
M

q
T j
M +τ

cu, j(t − τ)c∗k(q),i(t) dt,

comτ = τ paraτ ≥ 0 eτ = T + τ paraτ < 0 (3.44)

ondeck(q) ,i(t) é o sinal relativo ao trechock(q) =

{
ck,q

Ni
M

ck,q
Ni
M +1 ... ck,(q+1)

Ni
M −1

}
da seqüência

de espalhamentock utilizada pelo usuáriok do serviçoi definida da seguinte forma:

ck = {ck(0) ck(1) ... ck(q) ... ck(M−1)} (3.45)

Assim, tem-se:

Eb

{
J2

u, j,L
}
= Eb




M−1∑

q=0

b(−1)
u, j Ru,k(q)(τu, j,L) + b(0)

u, jR̃u,k(q)(τu, j,L)



2

, τu, j,L ≥ 0

=

M−1∑

q=0



Eb

{(
b(−1)

u, j Ru,k(q)(τu, j,L) + b(0)
u, jR̃u,k(q)(τu, j,L)

)2
}
, τu, j,L ≥ 0

Eb

{(
b(0)

u, jRu,k(q)(τu, j,L) + b(1)
u, jR̃u,k(q)(τu, j,L)

)2
}
, τu, j,L < 0

=

M−1∑

q=0

1
2

{(
Ru,k(q)(τu, j,L) + R̃u,k(q)(τu, j,L)

)2
+

+
(
Ru,k(q)(τu, j,L) − R̃u,k(q)(τu, j,L)

)2
}

=

M−1∑

q=0

{(
Ru,k(q)(τu, j,L)

)2
+

(
R̃u,k(q)(τu, j,L)

)2
}

(3.46)

O próximo passo é realizar a média na variávelτu, j,L:

1Observa-se que, paraτ < 0, Ru,k(q)(τ) e R̃u,k(q)(τ) são equivalentes aRu,k(q)(T + τ) e R̃u,k(q)(T + τ),
respectivamente.
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Eτ

{
Eb

{
Eϕ

{(
Ik,i,ℓ

)2
}}}
=

n∑

j=1

U j∑

(u=1, u,k para j=i)

L∑

L=1

P j

4
α2
LEτ

{
Eb

{
J2

u, j,L
}}

(3.47)

onde:

Eτ

{
Eb

{
J2

u, j,L
}}
=

M−1∑

q=0

1
2τmax

∫ τmax+γL

−τmax+γL

[(
Ru,k(q)(τu, j,L)

)2
+

(
R̃u,k(q)(τu, j,L)

)2
]

dτu, j,L

(3.48)

Fazendo−τmax+γL eτmax+γL múltiplos deTc, tem-se−τmax+γL
Tc

= υ1 e τmax+γL
Tc
= υ2

números inteiros. Como os sinaiscu, j(t) são periódicos com perı́odoNjTc, tem-se

(1.25).

Assim, pode-se reescrever (3.48) como:

Eτ

{
Eb

{
J2

u, j,L
}}
=

M−1∑

q=0

1
2τmax

υ2−1∑

m=υ1

·

·
∫ ((m mod N)+1) Tc

(m mod N)Tc

[(
Ru,k(q)(τu, j,L)

)2
+

(
R̃u,k(q)(τu, j,L)

)2
]

dτu, j,L

(3.49)

comN igual ao comprimento das seqüênciasck(q) ecu.

O desenvolvimento da integral da expressão acima é apresentado no anexo A.1.

Com esse resultado, tem-se:

Eτ

{
Eb

{
J2

u, j,L
}}
=

M−1∑

q=0

1
2τmax

υ2−1∑

m=υ1

ρu,k(q)(m modN) (3.50)

onde:

ρu,k(q)(m) =
T3

c

3
(
Cu,k(q)(m− N + 1)Cu,k(q)(m− N) +Cu,k(q)(m+ 1)Cu,k(q)(m)+

+ C2
u,k(q)(m− N) +C2

u,k(q)(m) +C2
u,k(q)(m− N + 1)+C2

u,k(q)(m+ 1)
)

(3.51)
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e

Cu,k(q)(d) =



∑N−d−1
v=0 cu,vc∗k(q),v+d

0 ≤ d ≤ N − 1
∑N+d−1

v=0 cu,v−dc∗
k(q),v

1− N ≤ d < 0

0 |d| ≥ N

(3.52)

Finalmente, realiza-se a média na variávelαL:

Eα

{
Eτ

{
Eb

{
Eϕ

{(
Ik,i,ℓ

)2
}}}}

=

n∑

j=1

U j∑

(u=1, u,k para j=i)

L∑

L=1

P j

8τmax
Eα{α2

L}
M−1∑

q=0

·

·
υ2−1∑

m=υ1

ρu,k(q)(m modN) (3.53)

Portanto, a potência da MAI sobre oℓ-ésimo correlacionador dok-ésimo usuário

do serviçoi paraTi > T j será:

Eα,ϕ,b,τ

{(
Ik,i,ℓ

)2
}
=

n∑

j=1

U j∑

(u=1, u,k para j=i)

L∑

L=1

P j

8τmax
Eα{α2

L(t)}
M−1∑

q=0

υ2−1∑

m=υ1

ρu,k(q)(m modN)

(3.54)

Seja agora considerado o segundo caso,Ti < T j. O valor médio quadrático da

interferência causada por um usuário de baixa taxa sobre ode alta taxa é igual ao

o valor médio quadrático da interferência causada pelo usuário de alta taxa sobre o

de baixa taxa, dividido pela relação entre as potências epelo número de sı́mbolos de

informação do usuário de alta taxa compreendidos no per´ıodo de sı́mbolo do usuário

de baixa taxa. Considerando um sistema com apenas 2 usuários ativos, um usuáriok

utilizando o serviçoi e o outro usuáriou utilizando o serviçoj, sendo queTi < T j,

adicionalmente apenas um multipercursoℓ, tem-se:

Eα,ϕ,b,τ

{(
Ik,i,ℓ

)2
}
= Eα,ϕ,b,τ

{(
Iu, j,ℓ

)2
}
· 1

Pi/P j
· M

=
Pi

8τmax
Eα{α2

L}
1/M−1∑

q=0

υ2−1∑

m=υ1

ρu(q),k(m modN) · 1
Pi/P j

· M
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=
P j M

8τmax
Eα{α2

L}
1/M−1∑

q=0

υ2−1∑

m=υ1

ρu(q),k(m modN) (3.55)

comM = Ti
T j

e N igual ao comprimento das seqüênciascu(q) eck.

Genericamente, em um sistema com vários usuários e vários multipercursos, a

potência da MAI sobre oℓ-ésimo correlacionador dok-ésimo usuário do serviçoi para

o segundo caso,Ti < T j, será:

Eα,ϕ,b,τ

{(
Ik,i,ℓ

)2
}
=

n∑

j=1

U j∑

(u=1, u,k para j=i)

L∑

L

P j M

8τmax
Eα{α2

L}
1/M−1∑

q=0

υ2−1∑

m=υ1

ρu(q),k(m modN)

(3.56)

Finalmente, para o último caso,Ti = T j, ou seja,i = j:

Eα,ϕ,b,τ

{(
Ik,i,ℓ

)2
}
=

U j∑

u=1, u,k

L∑

L

P j

8τmax
Eα{α2

L}
υ2−1∑

m=υ1

ρu,k(m modN) (3.57)

A potência da SI sobre oℓ-ésimo correlacionador dok-ésimo usuário do serviçoi é

semelhante à potência da MAI do último caso considerado,pois o perı́odo do sı́mbolo

do usuário de interesse é igual ao perı́odo de sı́mbolo de seus multipercursos (inter-

ferentes). Será calculada a potência da SI como em (3.38).Inicialmente, calcula-se

Eϕ

{(
S Ik,i,ℓ

)2
}
, ondeS Ik,i,ℓ é dado por (3.33):

Eϕ

{(
S Ik,i,ℓ

)2
}
=

L∑

L=1, L,ℓ

Pi

4
α2
LJ2

k,i,L (3.58)

ondeJk,i,L é dado por:

Jk,i,L =

∫ Ti

0
bk,i(t − τk,i,L)ck,i(t − τk,i,L)ck,i(t)

∗dt

= b(−1)
k,i Rk,k(τk,i,L) + b(0)

k,i R̃k,k(τk,i,L) (3.59)

onde:

Rk,k(τ) =
∫ τ

0
ck,i(t − τ)c∗k,i(t) dt
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R̃k,k(τ) =
∫ Ti

τ

ck,i(t − τ)c∗k,i(t) dt (3.60)

Realizando a média para o sı́mbolo de informaçãobk,i:

Eb

{
Eϕ

{(
S Ik,i,ℓ

)2
}}
=

L∑

L=1, L,ℓ

Pi

4
α2
L(t)Eb

{
J2

k,i,L
}

(3.61)

ondeEb

{
J2

k,i,L

}
é dado por:

Eb

{
J2

k,i,L
}
=

(Rk,k(τk,i,L)
)2
+

(
R̃k,k(τk,i,L)

)2
(3.62)

O perfil atraso-potência considerado é determinı́stico e, portanto,τk,i,L = τk,i,ℓ −
τk,i,L = ∆ℓ − ∆L é uma constante e não uma variável aleatória. Adicionalmente,τk,i,L

assume apenas valores múltiplos deTc, imposto pelo perfil atraso-potência do canal.

Assim, do apêndice A.2, pode-se reescrever:

Rk,k(τk,i,L) = TcCk,k(
τk,i,L
Tc
− N)

R̃k,k(τk,i,L) = TcCk,k(
τk,i,L
Tc

) (3.63)

comN igual ao comprimento da seqüênciack.

Realizando a média na variávelαL:

Eα

{
Eb

{
Eϕ

{(
S Ik,i,ℓ

)2
}}}
=

L∑

L=1, L,ℓ

Pi

4
Eα

{
α2
L
} 

(
TcCk,k(

τk,i,L
Tc
− N)

)2

+

(
TcCk,k(

τk,i,L
Tc

)

)2

(3.64)

A potência da SI é, portanto, dada por:

Eϕ,b,α

{(
S Ik,i,ℓ

)2
}
=

L∑

L=1, L,ℓ

Pi

4
Eα

{
α2
L(t)

} 
(
TcCk,k(

τk,i,L
Tc
− N)

)2

+

(
TcCk,k(

τk,i,L
Tc

)

)2

(3.65)

Então, obtém-se a relação sinal-ruı́do-interferência (SNIR) na saı́da doℓ-ésimo
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correlacionador dok-ésimo usuário do serviçoi:

S NIRk,i,ℓ =

Pi
2 T2

i Eα{α2
ℓ
}

Eϕ,b,τ,α

{(
Ik,i,ℓ

)2
}
+ Eϕ,b,α

{(
S Ik,i,ℓ

)2
}
+

N0Ti

4

(3.66)

ondeEϕ,b,τ,α
{(

Ik,i,ℓ
)2
}

é dado pela equação (3.54) paraTi > T j, pela equação (3.56) para

Ti < T j, pela equação (3.57) paraTi = T j eEϕ,b,α
{(

S Ik,i,ℓ
)2
}

é dado pela equação (3.65).

Considerando energias de sı́mboloEb = Pi · Ti iguais para todos os usuários:

S NIRk,i,ℓ =
Eb Eα{α2

ℓ
}

2
Ti

{
Eϕ,b,τ,α

{(
Ik,i,ℓ

)2
}
+ Eϕ,b,α

{(
S Ik,i,ℓ

)2
}}
+

N0
2

(3.67)

Conforme mencionado na seção anterior, para maximizar o desempenho do sis-

tema para todos os usuário, deve-se maximizar a SNIR na saı́da de todos os corre-

lacionadores, de todos os usuários e de todos os serviços.Na seção seguinte, será

apresentado um parâmetro que deve ser minimizado a fim de maximizar a SNIR. A

minimização desse parâmetro será o critério de seleção das seqüências de espalha-

mento utilizadas pelo sistema.

3.3.3 Critério para a seleç̃ao de seq̈uências

Um critério para a seleção de seqüências para sistemasQS-CDMA que utilizam o

esquema MPG pode ser obtido da maximização do parâmetro SNIR na saı́da de todos

os correlacionadores, de todos os usuários e de todos os serviços:

max
ck

{
S NIRk,i,ℓ

}
, para todok, i e ℓ (3.68)

ondeck é a seqüência de espalhamento dok-ésimo usuário dado por (3.45) eS NIRk,i,ℓ

é dado pela equação (3.67).

Observe que a maximização da SNIR é um problema combinat´orio. O espaço, no

qual a SNIR é definida, é composto por todas as combinações de todas as seqüências

de comprimentoNi, ondei representa a classe de serviço oferecido. Esse espaço em

problemas práticos pode ser muito grande. Por exemplo, considere um sistema CDMA

com taxa de chipRc = 3, 84Mchips/s, conforme a especificação W-CDMA (ZENG;
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ANNAMALAI; BHARGAVA , 2000). Esse sistema fornece um serviço 1 de taxa de

dados de 60kb/s para 4 usuários e um serviço 2 de taxa de dados de 120kb/s para

2 usuários. Isso resulta em seqüências de comprimentoN = 64 para o serviço 1 e

N = 32 para o serviço 2, admitindo-se códigos curtos como na modelagem da seção

anterior. Existem 264 seqüências para o serviço 1 e 232 seqüências para o serviço 2. O

número de combinações possı́veis de todas essas seqüências para compor um conjunto

e servir os 6 usuários será
(
264

4

)
×

(
232

2

)
≈ 1096. Para verificar qual das combinações

resulta em um melhor desempenho, deve-se testar(264

4 )×(232

2 )
64 � 4, 45× 1094 conjuntos

de seqüências. Esse espaço de aproximadamente 4, 45× 1094 opções é muito grande

para ser todo testado.

Uma solução para esse problema é obtida por meio da definic¸ão de uma função que

deve ser minimizada para atingir o objetivo (maximizar o desempenho). Essa função é

chamada de função objetivo. Para a minimização da função objetivo existem diversos

métodos de minimização de funções propostos na literatura (PRESS et al., 1992).

Será definido um objetivo para a maximização da SNIR. Esseobjetivo é dado

pela relação sinal-ruı́do-interferência desejada, chamada de SNIR alvo (signal-to-noise

plus interference ratio target, SNIRT), para a saı́da de cada correlacionador de cada

usuário. É também desejável que as SNIR das saı́das de todos os correlacionadores

de um determinado usuário resultem em valores aproximadamente iguais, para melhor

aproveitar a diversidade Rake (PROAKIS, 1995). Dessa forma, o critério de seleção de

seqüências passa a ser:

min
ck

{
S NIRTk,i

S NIRk,i,ℓ

}
, para todok, i e ℓ (3.69)

ondeS NIRTk,i é a chamada SNIR alvo (SNIRT) para aS NIRk,i,ℓ (3.67), ou seja, é o

valor que se deseja obter para a SNIR de todos os correlacionadores dok-ésimo usuário

que utiliza oi-ésimo serviço.

De (3.69), verifica-se que a relaçãoS NIRTk,i
S NIRk,i,ℓ

deve ser menor ou igual a 1 para atender

à SNIRT. Então, a minimização de (3.69) deve ser realizada de modo a resultar em
S NIRTk,i
S NIRk,i,ℓ

≤ 1 para todok, i e ℓ.

Para obter uma função objetivo, mapeia-seS NIRTk,i
S NIRk,i,ℓ

em uma função côncava. Con-

sidere a função do tipof (x) =
(

x
a

)λ
, ondeλ assume qualquer valor inteiro maior que

zero ea é um número real. A figura 3.10 apresenta o esboço dessa função.
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a

λ = 2

1

λ = 4

Figura 3.10: Esboço da funçãof (x) =
(

x
a

)λ
.

O objetivo é garantir queS NIRTk,i
S NIRk,i,ℓ

≤ 1, então, adota-sea = 1 e, agora, deve-se

garantir f (S NIRTk,i
S NIRk,i,ℓ

) ≤ 1, pois para 0< x ≤ 1 tem-sef (x) ≤ 1. Para o problema

da minimização conjunta das relaçõesS NIRTk,i
S NIRk,i,ℓ

de todos os correlacionadores de todos

usuários pode-se considerar uma função côncava como descrita anteriormente porém,

agora, para múltiplas variáveisf (x1, x2, ..., xV) =
(

x1
a1

)λ
+

(
x2
a2

)λ
+ ... +

(
xV

aV

)λ
. As figuras

3.11, 3.12 e 3.13 apresentam funções côncavas para duas variáveis,f (x1, x2) =
(

x1
a1

)λ
+

(
x2
a2

)λ
, coma1 = a2 = 1 eλ = 2,λ = 4 eλ = 10, respectivamente.

As curvas de nı́vel na condição def (x1, x2) = 1 paraλ = 2, λ = 4 eλ = 10 são

apresentadas na figura 3.14.

Todos os pontos (x1, x2) definidos internamente e sobre a curva de nı́vel resultam

em f (x1, x2) ≤ 1. Assim, f (x1, x2) ≤ 1 significa que|x1| ≤ 1 e |x2| ≤ 1. No caso limite,

λ→ ∞, tem-se todo ponto (x1, x2), com|x1| ≤ 1 e|x2| ≤ 1, resultando emf (x1, x2) ≤ 1.

Quandoλ não for um número par, a funçãof (x1, x2) será como mostrada na figura

3.15, paraλ = 7 ea1 = a2 = 1. Parax1 ≥ 0 ex2 ≥ 0, as funçõesf (x1, x2) paraλ par ou

ı́mpar tem o mesmo comportamento. ComoS NIRTk,i
S NIRk,i,ℓ

> 0, pode-se considerarλ par ou

ı́mpar.

Com as observações sobre a função côncava do tipof (x1, x2, ..., xV) =
(

x1
a1

)λ
+

(
x2
a2

)λ
+ ... +

(
xV

aV

)λ
, obtém-se a função objetivo para o problema da maximizac¸ão da

SNIR de todos os correlacionadores de todos os usuários:



3.3 Seqüências para sistemas de taxa de dados variável dotipo MPG 168

Figura 3.11: Funçãof (x1, x2) =
(

x1
a1

)λ
+

(
x2
a2

)λ
, coma1 = a2 = 1 eλ = 2.

Figura 3.12: Funçãof (x1, x2) =
(

x1
a1

)λ
+

(
x2
a2

)λ
, coma1 = a2 = 1 eλ = 4.

fO(A) =
n∑

i=1

Ui∑

k=1

L∑

ℓ

(
S NIRTk,i

S NIRk,i,ℓ

)λ
(3.70)
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Figura 3.13: Funçãof (x1, x2) =
(

x1
a1

)λ
+

(
x2
a2

)λ
, coma1 = a2 = 1 eλ = 10.
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Figura 3.14: Curvas de nı́vel para a funçãof (x1, x2) =
(

x1
a1

)λ
+

(
x2
a2

)λ
= 1, com

a1 = a2 = 1 eλ = 2, 4 e 10.

ondeA é o conjunto de seqüências,S NIRTk,i é a SNIR alvo (SNIRT) para as SNIR

de todos os correlacionadores do receptor dok-ésimo usuário que utiliza oi-ésimo

serviço,S NIRk,i,ℓ (3.67), eλ é a ordem da função objetivo.
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Figura 3.15: Funçãof (x1, x2) =
(

x1
a1

)λ
+

(
x2
a2

)λ
, coma1 = a2 = 1 eλ = 7.

O desempenho do sistema não é função apenas da SNIR. Essedepende também

da pdf da MAI e da SI. Porém, se nas equações (3.32) e (3.33) os somatórios
∑

j,∑
u e

∑
L compreenderem um grande número de termos, do teorema central do limite

(PAPOULIS, 1991), pode-se afirmar que apdf resultante para a MAI adicionada à SI

tenderá à uma Gaussiana. Essas somadas ao AWGN, o qual também é Gaussiano,

resulta em uma interferência mais ruı́do compdf tendendo à uma Gaussiana. Adici-

onalmente, se a potência do AWGN for predominante às potências da MAI e da SI,

tem-se também um ruı́do mais interferência aproximadamente Gaussiano. Assim, o

desempenho aproximado do sistema pode ser obtido por uma função da SNIR.

O método de otimização que será utilizado para obter o conjunto de seqüênciasA

que resulta emfO(A) ≤ 1 dados os valores de SNIRT, será o método chamado de re-

cozimento simulado (Simulated Annealing, SA). Este trabalho não tem como objetivo

o estudo de métodos de otimização. Portanto, o método SAserá aplicado à função

objetivo obtida (3.70) para exemplificar o problema de selec¸ão de seqüências de espa-

lhamento para sistemas QS-CDMA com taxa de dados variáveisdo tipo MPG.

A seção seguinte apresenta um breve comentário sobre o m´etodo SA.
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3.3.4 O ḿetodoSimulated Annealing

Annealing(recozimento, em português) é o nome dado ao processo de aquecimento e

resfriamento de um material com o objetivo de alterar sua estrutura fı́sica. A mecânica

estatı́stica, uma importante disciplina da fı́sica da mat´eria condensada, estuda um con-

junto de métodos para analisar propriedades de um grande n´umero de átomos que

podem ser encontrados em amostras de sólidos e lı́quidos. Devido ao grande número

de átomos por centı́metro cúbico de matéria, apenas o comportamento mais provável

do sistema em equilı́brio térmico em uma dada temperatura ´e observado. De outra

forma, existem pequenas flutuações na configuração dos ´atomos em torno do compor-

tamento médio do sistema. Cada configuração, definida pelas posições dos átomos, é

ponderada pelo seu fator de probabilidade de Boltzmann dadapor exp
(
−E
kTsa

)
, ondeE é

a energia da configuração,Tsa é a temperatura do sistema ek é a constante de Boltz-

mann. Observa-se que quanto menor a temperatura, menor é a probabilidade de se

obter uma configuração de átomos que resulta em energia elevada. Uma questão fun-

damental da mecânica estatı́stica é o que acontece com um sistema no limite de baixa

temperatura. Se os átomos solidificam-se, em que situação eles formam um sólido

cristalino, ou seja, em que situação os átomos assumem uma configuração de baixa

energia? Estruturas cristalinas são extremamente raras em corpos macroscópicos. Em

um contexto prático, somente abaixar a temperatura não ésuficiente para obter estados

de baixa energia da matéria. Por exemplo, para o crescimento de cristais a partir de um

material fundido, a temperatura deve ser reduzida lentamente e se manter por um longo

tempo em temperaturas próximas da temperatura de solidificação. Se isso não for feito,

a substância pode sair do equilı́brio e resultar em um cristal com inúmeros defeitos

(KIRKPATRICK; GELLAT; VECCHI, 1983). Encontrar estados de baixa energia de um

sistema conhecendo-se a forma de calcular sua energia é um problema de otimização

similar ao problema de otimização combinatória. As variáveis do problema combi-

natório estão sujeitas às modificações como os átomosem um sistema fı́sico. A função

que se deseja minimizar representa uma medida da energia do sistema. Imitando-se,

assim, o processo fı́sico deannealing, pesquisadores têm tentado solucionar diversos

tipos de problemas de minimização de funções (GAMAL et al., 1987). O método de

minimização de funções que imita oannealingé conhecido comosimulated annealing

(SA).

O método SA (KIRKPATRICK; GELLAT; VECCHI, 1983) é utilizado em problemas
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de otimização de larga escala, especialmente aqueles em que o extremo global está

“escondido” entre diversos extremos locais. Como exemplos: o problema clássico

do caixeiro viajante (traveling salesman problem, TSP) (PEPPER; WASIL, 2002) e de

projeto de circuitos integrados complexos (PRESS et al., 1992). Vale ressaltar que o SA

é um algoritmo heurı́stico, o que significa que não existe uma garantia formal de seu

desempenho (PAPADIMITRIOU; STEIGLITZ, 1998).

O problema TSP pertence à classe de problemas chamados deNP-completo. Em

resumo, um problemaP é um problema cujo algoritmo de solução requer um número

de passos que cresce polinomialmente com a dimensão da entrada, ou seja, requer um

número de passos limitado por uma função polinomial da entrada.É dito que o tempo

de processamento para obter a solução do problema é polinomial. Por exemplo, o

tempo de processamento para obter a solução do problema TSP é uma função poli-

nomial do número de localidades que o caixeiro viajante deve visitar. Um problema

NP é, de modo geral, um problemaP cuja relação polinomial para o tempo de pro-

cessamento é não determinı́stica. ONP-completo é um problema cujo algoritmo que

o soluciona pode ser traduzido para obter soluções para qualquer outro problema da

mesma classe (PAPADIMITRIOU; STEIGLITZ, 1998).

O algoritmoSAtem-se apresentado eficaz para resolver problemas combinatórios

de sistemas de comunicação como a construção de códigos de fonte, códigos corre-

tores de erros e códigos esféricos (GAMAL et al., 1987), e, recentemente, a seleção

de seqüências para sistemas de múltiplo acesso do tipo salto no tempo (time hop-

ping, TH) e seqüência direta (direct sequence, DS) (CANADEO et al., 2003). Para

a minimização da função objetivo dada por (3.70), a rigor, deve-se caracterizar o pro-

blema, ou seja, determinar a qual classe de problemas este pertence: programação con-

vexa, programação linear,NP-completo, etc (PAPADIMITRIOU; STEIGLITZ, 1998).

Porém, como o SA tem-se apresentado eficaz na obtenção de soluções razoáveis para

os problemas combinatórios citados e para problemas extremamente complexos como

os da classeNP-completo (por exemplo o TSP), intuitivamente, esse método será apli-

cado para a minimização da função objetivo dada por (3.70). Nesse caso, a função

objetivo fO(A) será uma medida da energia do sistema e o conjunto de seqüˆenciasA

estará sujeito às modificações como os átomos do sistema fı́sico.

A seguir é apresentado um algoritmo que modela o processo deannealing. As

variáveis do processo deannealingsão parâmetros do sistema QS-CDMA com taxa
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de dados variáveis do tipo MPG. Com esse algoritmo, procura-se obter o mı́nimo da

função objetivo anterior dada por (3.70).

Escolha um conjunto inicial A de seqüências e a temperatura inicial Tsa;

FAÇA

{

FAÇA

{

aplique uma perturbação em A resultando no conjunto A’;

DeltaE = Energia(A’) - Energia(A);

se DeltaE < 0, então A = A’;

senão, com probabilidade p = exp( -DeltaE/(Tsa) ), A = A’;

}

Até vários "sucessos" ou até muitas iterações;

Reduz a temperatura;

}

Até obter uma "configuração estável";

O conjunto inicial é um conjunto de seqüências escolhidas aleatoriamente do con-

junto de todas as seqüências binárias existentes. Aplicar uma perturbação no conjunto

de seqüências significa escolher aleatoriamente uma seq¨uência e alterar um ou dois

chips, escolhidos também aleatóriamente (GAMAL et al., 1987). A energia do sistema,

dada porEnergia(A) é o valor defO(A). O termo"sucessos" está representando

uma perturbação que resulta emDeltaE < 0. O termo"configuração estável"

representa a situação na qualfO(A) < 1, ou seja, situação na qual o objetivo já foi

alcançado. O valor deTsa inicialmente deve ser consideravelmente maior que o va-

lor deDeltaE de maior ocorrência nas primeiras iterações do algoritmo. Para obter

esse valor, são necessários alguns testes (PRESS et al., 1992). A redução de tempera-

tura adotada foi de 10% da temperatura atual do sistema. O algoritmo permanece em

uma mesma temperatura por 5× Ni , ondeNi é o comprimento das seqüências utiliza-

das pelos usuários do serviço de taxa de dados mais elevada, ou até ocorrerem 2× Ni

"sucessos". Esse ajuste dos parâmetros do SA foi baseado em (PRESS et al., 1992) e

(GAMAL et al., 1987).

Não é necessário escolher um conjunto de seqüências inicial, pois inicialmente

a temperaturaTsa é elevada ep é aproximadamente 1 para qualquer valor de∆E.

Portanto, qualquer conjunto inicial rapidamente se tornará um conjunto de seqüências

aleatórias (GAMAL et al., 1987).
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Tabela 3.4:Parâmetros de configuração dos sistemas 1 e 2.
Parâmetros de configuraç̃ao Sistema 1 Sistema 2

τmax 1Tc 2Tc

D 2 3
n 2 3
R1 60kb/s 60kb/s
R2 120kb/s 120kb/s
R3 - 240kb/s
U1 4 5
U2 2 3
U3 - 2

S NRITk,1 15dB 8dB
S NRITk,2 15dB 8dB
S NRITk,3 - 8dB

Tabela 3.5:Perfil atraso-potência dos canais utilizados nos sistemas1 e 2.
Sistema 1 Sistema 2

ℓ ∆ℓ E{α2
ℓ
} ∆ℓ E{α2

ℓ
}

1 0Tc 0, 7 0Tc 0, 210
2 1Tc 0, 25 1Tc 0, 420
3 2Tc 0, 05 2Tc 0, 265
4 - - 6Tc 0, 105

A seguir são apresentados alguns resultados de minimização defO(A) utilizando o

métodoSA.

3.3.5 Resultados nuḿericos

Os resultados que serão apresentados consideram dois sistemas modelados como na

seção 3.3.2. Foi adotada taxa de chip do sistema W-CDMA, 3, 84Mchip/s. Os parâme-

tros máximo erro de sincronismo (τmax), diversidade Rake (D), número de serviços ofe-

recidos (n), a taxa de dadosRi para cada serviçoi, o númeroUi de usuários em cada

serviçoi e o valor da SNIRT dos usuários de cada serviço (S NRITk,i) são apresentados

na tabela 3.4 para os sistemas denominados 1 e 2. O perfis atraso-potência dos canais

utilizado para os sistemas 1 e 2 são apresentados na tabela 3.5. Para o sistema 2 o perfil

atraso-potência foi baseado no modelo COST207 urbano (STUBER, 2001). Para redu-

zir o esforço computacional foram utilizados apenas os 4 componentes multipercurso

mais significativos. Foi consideradoEb

N0
→ ∞, situação em que a SNIR não depende

do AWGN.
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As figuras 3.16 e 3.17 apresentam a minimização defO(A) em função das iterações

para os sistemas 1 e 2, respectivamente.
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Figura 3.16: Resultado da minimização da energia,fO(A), para o sistema 1.

Além de resultados em termos de SNIR, os quais são exatos, serão também apre-

sentados resultados aproximados em termos de taxa de erro debit (BER) do sistema

considerando desvanecimento Rayleigh. Esses resultados permitirão avaliar compa-

rativamente o desempenho do sistema com as seqüências selecionadas. Como nas

equações (3.32) e (3.33) os somatórios
∑

j,
∑

u e
∑
L compreendem um grande número

de termos (17 para o sistema 1 e 39 para o sistema 2) de (YAO, 1977) pode-se afirmar

que apdf resultante para a MAI adicionada à SI tenderá a uma Gaussiana. Fazendo-se

essa aproximação, obtém-se o desempenho aproximado dok-ésimo usuário que utiliza

o serviçoi em termos de taxa de erro de bit (BER) por meio de (PROAKIS, 1995):

BERk,i =
1
2

D∑

ℓ=1

Υℓ

1−
√

S NIRk,i,ℓ

2+ S NIRk,i,ℓ

 (3.71)

Υℓ =

D∏

L=1, L,ℓ

S NIRk,i,ℓ

S NIRk,i,ℓ − S NIRk,i,L
(3.72)

A avaliação de desempenho será realizada observando a BER média do serviço
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Figura 3.17: Resultado da minimização da energia,fO(A), para o sistema 2.

i (BERi) dada pela média aritmética das BER de todos os usuários do serviçoi. As

figuras 3.18 e 3.19 apresentam a minimização da BER média em função das iterações

do algoritmo SA para os sistemas 1 e 2, respectivamente.

Para o sistema 1, a execução do algoritmo SA foi interrompida imediatamente

após 105 iterações. O critério defO(A) ≤ 1 foi satisfeito na iteração 24197. Os valores

mı́nimos atingidos de BER média foram:BER1 = 2, 45× 10−6 e BER2 = 1, 21×
10−5. O valor mı́nimo atingido de energia foi 0, 0179. Com apenas 105 iterações o

que representa uma quantidade de testes muito menor que o número de conjuntos de

seqüências binárias existentes,(264

4 )×(232

2 )
64 � 4, 45×1094, foi atingido o objetivo e obtido

um elevado ganho de desempenho. Os valores atingidos de SNIRna saı́da de cada

correlacionador de cada usuário com o método SA são apresentados na tabela 3.6.

Para o sistema 2, a execução do algoritmo SA foi interrompida imediatamente

depois de 126000 iterações. O critério defO(A) ≤ 1 foi satisfeito na iteração 99159

Os valores mı́nimos atingidos de BER média foram:BER1 = 9, 49× 10−7, BER2 =

5, 96× 10−6 e BER3 = 2, 70× 10−5. O valor mı́nimo atingido de energia foi 0, 40743.

Com apenas 126×103 iterações o que representa uma quantidade de testes muitomenor

que o número de conjuntos de seqüências binárias existentes(264

5 )×(232

3 )×(216

2 )
64 � 5×10131,
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Figura 3.18: Resultado da minimização da BER média para o sistema 1.
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Figura 3.19: Resultado da minimização da BER média para o sistema 2.
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Tabela 3.6:Valores de SNIR atingidos com o método SA aplicado ao sistema 1.
serviçoi usuáriok correlacionadord S NIRi,k,d [dB]

1

1
1 29, 0216
2 24, 2578

2
1 28, 9615
2 25, 5672

3
1 32, 0017
2 26, 4387

4
1 30, 2743
2 24, 2956

2
1

1 26, 0113
2 21, 2475

2
1 25, 9512
2 22, 5569

foi atingido o objetivo e obtido um elevado ganho de desempenho. Os valores atingidos

de SNIR na saı́da de cada correlacionador de cada usuário com o método SA são

apresentados na tabela 3.7.

Observe que os valores de SNIR para correlacionadores de um mesmo usuário

estão próximos. Dessa modo, obtém-se um melhor aproveitamento da diversidade

Rake e o desempenho do sistema é maximizado.

Como não existem trabalhos sobre seqüências adequadas para sistemas QS-CDMA

multitaxa do tipo MPG em canal multipercurso, a comparação dos resultados será feita

com as seqüências conhecidas comoorthogonal variable spreading factor(OVSF)

(ADACHI; SAWAHASHI; OKAWA , 1997), as quais foram propostas para sistemas sı́ncro-

nos multitaxa do tipo MPG. As figuras 3.20 e 3.21 apresentam a BER média versus
Eb

N0
para os sistemas utilizando as seqüências selecionadas etambém para os sistemas

utilizando as seqüências OVSF selecionadas ao acaso, porém respeitando o critério de

ortogonalidade de (ADACHI; SAWAHASHI; OKAWA , 1997). Adicionalmente, essas fi-

guras apresentam o limite de BER, o qual é dado por (3.71) comS NIRk,i,ℓ =
2EbE{αk,i,ℓ}

N0
.

Para o sistema 1, as seqüências OVSF escolhidas foram:c(26)
64 , c(28)

64 , c(55)
64 , c(60)

64 , c(15)
32 e

c(24)
32 , geradas conforme mostra a seção 3.3.1 e (ADACHI; SAWAHASHI; OKAWA , 1997).

Para o sistema 2, as seqüências OVSF escolhidas foram:c(3)
64 , c(25)

64 , c(55)
64 , c(65)

64 , c(61)
64 , c(5)

32,

c(12)
32 , c(21)

32 , c(13)
16 e c(15)

16 , também geradas conforme mostra a seção 3.3.1 e (ADACHI;

SAWAHASHI; OKAWA , 1997).

Observa-se que utilizando o método de seleção de seqüências proposto aqui, há
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Figura 3.20: Comparação da BER média para o sistema 1 com seqüênciasOVSF e
com seqüências selecionadas pelo método SA.
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Figura 3.21: Comparação da BER média para o sistema 2 com seqüênciasOVSF e
com seqüências selecionadas pelo método SA.
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um elevado ganho de desempenho. Com um número de iterações extremamente re-

duzido, quando comparado ao tamanho do universo de seqüências binárias, é possı́vel

maximizar o desempenho do sistema.

3.3.6 Extens̃ao do método de seleç̃ao de seq̈uências

O método de seleção de seqüências proposto para sistemas QS-CDMA com taxa de da-

dos variáveis do tipo MPG pode ser utilizado para selecionar seqüências para sistemas

de taxa única. Para tanto, basta considerar apenas um serviço na modelagem apresen-

tada na seção 3.3.2. Esse método também pode ser aplicado para selecionar seqüências

para sistemas de taxa de dados variáveis do tipo MC. Nesse caso, na função objetivo

(3.70) a SNIR será dada por (3.21).

A seleção de seqüências por meio da minimização de um parâmetro como a função

objetivo dada por (3.70) é um método eficaz, conforme mostrado na seção anterior.

Porém, no caso de sistemas de taxa única ou taxa de dados variáveis do tipo MC, bons

desempenhos podem ser obtidos com diversos conjuntos de seqüências construı́dos

por métodos sistemáticos. Seções anteriores apresentaram alguns desses métodos que,

basicamente, consistem em utilizar propriedades da álgebra de corpos finitos ou propri-

edades de seqüências complementares para obter seqüências adequadas para sistemas

QS-CDMA de taxa única ou variável do tipo MC.

Devido a um grande número de usuários ativos ou usuários com necessidade de

elevadas taxas de dados, um sistema de taxa única ou variável do tipo MC pode

necessitar de um número de seqüências maior do que o disponı́vel em um conjunto

construı́do sistematicamente. Nesse caso, aplicar o método apresentado neste capı́tulo

para seleção de seqüências para sistemas de taxa únicaou variável do tipo MC é uma

solução razoável.
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Tabela 3.7:Valores de SNIR atingidos com o método SA aplicado ao sistema 2.
serviçoi usuáriok correlacionadord S NIRi,k,d [dB]

1

1
1 19, 2052
2 23, 8300
3 22, 2056

2
1 18, 7832
2 23, 3891
3 20, 8626

3
1 17, 4235
2 21, 8898
3 19, 9360

4
1 18, 0344
2 22, 2187
3 20, 1122

5
1 17, 5807
2 21, 7498
3 20, 2404

2

1
1 16, 1949
2 20, 8197
3 19, 1953

2
1 15, 7729
2 20, 3788
3 17, 8523

3
1 14, 4132
2 18, 8795
3 16, 9257

3

1
1 13, 1846
2 17, 8094
3 16, 1850

2
1 12, 7626
2 17, 3685
3 14, 8420
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4 Conclus̃oes

O desempenho de um sistema CDMA é limitado principalmente pela interferência de

múltiplo acesso (MAI) e pela auto-interferência (SI). Naseção 1.1 foi mostrado que

a MAI e a SI podem ser escritas em termos das funções de correlação periódica das

seqüências de espalhamento utilizadas no sistema. As funções de correlação periódica

utilizadas para o cálculo da MAI e da SI consideram apenas deslocamentos dentro de

um intervalo que representa o intervalo de tempo em que os diversos multipercursos

são recebidos. Utilizando-se seqüências de espalhamento que resultam em reduzidos

valores de correlação periódica para tal intervalo pode-se minimizar os efeitos da MAI

e da SI.

Em um sistema QS-CDMA, os usuários transmitem sincronizadamente resultando

na condição de todos os multipercursos dos sinais transmitidos chegando ao receptor da

estação rádio base com diferenças de atrasos confinadasem um intervalo de tempo de-

finido. Assim, a utilização de seqüências ortogonais ouquase ortogonais generalizadas

minimizam os efeitos da MAI e da SI. Conforme mostrado na seção 1.2, quanto menor

a zona de correlação reduzida ou nula, maior será o universo de pares de seqüências

que apresentam valores reduzidos de correlação. Essa caracterı́stica confere aos sis-

temas QS-CDMA melhor desempenho e capacidade comparado aossistemas CDMA

assı́ncronos convencionais.

As famı́lias de seqüências binárias adequadas para sistemas QS-CDMA apresen-

tadas neste trabalho incluem: QS, Lin-Chang, LCZ-GMW, OQS eZCZ. Para essas

famı́lias foram apresentadas as metodologias de construção, funções de correlação,

caracterı́sticas como o número de seqüências em uma fam´ılia, os comprimentos de

seqüências existentes, o compromisso entre a zona de correlação reduzida ou nula e

o número de seqüências no conjunto etc. Para fundamentara análise das famı́lias de

seqüências adequadas para sistemas QS-CDMA, foram tamb´em estudadas as seqüências

de máximo comprimento (SMC), Gold e GMW, pois são bases para a construção das
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famı́lias quase ortogonais generalizadas QS, Lin-Chang e LCZ-GMW. Essa relação foi

apresentada na seção 2.1.8.

As famı́lias de seqüências binárias para QS-CDMA foram comparadas em ter-

mos de suas caracterı́sticas e desempenhos (BER) proporcionados em um sistema com

recepção convencional em canal Rayleigh multipercurso.A famı́lia ZCZ apresentou-

se com o melhor conjunto de caracterı́sticas e desempenho. Essa famı́lia de seqüências

confere ao sistema uma boa resistência ao erro de sincronismo. O método de construção

da famı́lia ZCZ é bastante flexı́vel. Para um comprimento deseqüências fixo, pode-se

variar a zona de correlação aumentando ou diminuindo-se onúmero de seqüências no

conjunto.

Ao contrário da famı́lia ZCZ, as famı́lais Lin-Chang e LCZ-GMW não são flexı́veis.

Para comprimentos de seqüências menores ou iguais a 1023 não é possı́vel variar a

zona de correlação alterando-se o tamanho do conjunto (seção 2.3). Adicionalmente,

a famı́lia Lin-Chang possui o inconveniente de não garantir o valor nulo de correlação

cruzada periódica par para seqüências em fase. Para obter tal resultado com algu-

mas seqüências do conjunto é necessário ajustar as fases das sementes. Isso exige

uma procura exaustiva, já que não existe um método sistemático. Para a famı́lia LCZ-

GMW, é garantido o valor nulo para a função de correlação cruzada periódica para

seqüências em fase, porém ainda não foi obtida um expressão genérica para o número

de seqüência em um conjunto. Pode-se obter esse número construindo-se o conjunto

ou ainda obter uma boa aproximação a partir do limite de Tang-Fan, seção 2.1.6.2.

A famı́lia LCZ-GMW é composta de seqüências selecionadas da famı́lia Lin-Chang.

Assim, o desempenho obtido com a famı́lia LCZ-GMW é superior ao obtido com a

famı́lia Lin-Chang.

As famı́lias de seqüências QS e OQS são derivadas da famı́lia Gold. O método de

construção da famı́lia QS considera a busca exaustiva porseqüências Gold que apre-

sentam a caracterı́stica de zona de correlação reduzida.O método de construção da

famı́lia OQS também considera a busca exaustiva, porém buscam-se seqüências orto-

gonais generalizadas em um conjunto Gold ortogonal. O método de busca exaustiva

pode exigir considerável processamento computacional dependendo do tamanho do

universo de busca. Isso foi exemplificado na seção 2.3. Para um dado valor de zona de

correlação nula, a relaçãomax{K}
N é menor para os conjuntos OQS e QS do que para o

conjunto ZCZ. Essa caracterı́stica impede que os desempenhos obtidos com as famı́lias
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QS e OQS sejam superiores que os obtidos com a famı́lia ZCZ.

Neste trabalho, também foram abordados os esquemas de taxade dados variável

do tipo múltiplos códigos de espalhamento (MC) e múltiplos ganhos de processa-

mento (MPG). O esquema MC exige famı́lias que compreendem umgrande número

de seqüências para acomodar taxas de dados elevadas. Das famı́lia abordadas neste

trabalho, as que se apresentaram adequadas para o esquema MCforam: ZCZ, QS e

OQS. O desempenho do QS-CDMA com esquema MC obtido com a famı́lia ZCZ foi

superior ao obtido com a famı́lia QS, seção 3.2.2.

Foi proposta uma metodologia de seleção de seqüências para sistemas QS-CDMA

com taxa de dados variável do tipo MPG. A metodologia consiste em obter uma ex-

pressão para a relação sinal ruı́do mais interferência(SNIR) e, por meio de um método

de otimização combinatória, maximizá-la atingindo umnı́vel predefinido como aceitá-

vel para prover determinada qualidade de serviço. Essa metodologia foi exemplificada

utilizando o método de otimização combinatória chamado de recozimento simulado

(simulated annealing, SA). O conjunto de seqüências resultante foi comparado em ter-

mos taxa de erro de bit de um sistema QS-CDMA MPG com o conjuntode seqüências

OVSF. Verificou-se o elevado ganho de desempenho com a utilização do método pro-

posto, seção 3.3.5. Esse mesmo método pode ser aplicado `a seleção de seqüências

para sistemas de taxa única ou MC utilizando as expressõesde SNIR derivadas nesse

trabalho. Porém, para tais sistemas, bons desempenhos podem ser obtidos por meio de

métodos de menor complexidade computacional como os analisados nesse trabalho.

Este trabalho também apresentou um breve estudo sobre as seqüências polifásicas

adequadas para sistemas QS-CDMA: LCZ-GMW polifásica, ZCZquadrifásica, PS e

SP, apêndice C. O método de construção das famı́lias LCZ-GMW polifásica e ZCZ

quadrifásica são semelhantes aos das famı́lias LCZ-GMW binária e ZCZ binária, res-

pectivamente. A função de correlação cruzada periódica par para as famı́lias PS e SP

apresenta valor nulo para qualquer seqüência do conjuntoe qualquer deslocamento.

Porém, a função de correlação cruzada periódica ı́mpar apresenta diversos picos. Para

a famı́lia PS, a ocorrência desses picos pode ser controlada reduzindo-se o número de

seqüências no conjunto.

O sitema LAS-CDMA, recentemente proposto na literatura também é abordado

neste trabalho, apêndice D. Esse sistema utiliza uma famı́lia de seqüências ternárias

que possui zona de correlação aperiódica nula também chamada de janela livre de
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interferência (IFW). Dessa forma, se os multipercursos detodos os sinais transmitidos

estiverem confinados em um intervalo de tempo que não provoque um deslocamento

entre seqüências maior que a IFW, a MAI e a SI resultante será nula.

Um breve estudo sobre a utilização de detecção multiusuário em sistemas QS-

CDMA complementa o trabalho, apêndice E. Com esse estudo verifica-se que um

único estágio PIC-HD em um sistema QS-CDMA utilizando seqüências adequadas é

suficiente para uma significativa melhoria de desempenho. Adicionalmente, a utilização

do PIC-HD minimiza as diferenças de desempenho obtidas comas famı́lias QS, Lin-

Chang, LCZ-GMW e ZCZ.

4.1 Trabalhos futuros e publicaç̃oes resultantes deste
trabalho

Como proposta futura de trabalho sugere-se:

• Estudos adicionais de seqüências ternárias;

• Análise estocástica do método SA aplicado à metodologia de seleção de seqüências

proposta nesse trabalho.

• Aplicação de outros métodos de otimização combinatória à metodologia de seleção

de seqüências proposta nesse trabalho.

Este trabalho originou até essa data as seguintes publicac¸ões em conferências na-

cionais:

• (KURAMOTO; ABRÃO; JESZENSKY, 2003) André S. R. Kuramoto, Taufik Abrão

e Paul Jean E. Jeszensky: “Conjuntos de Seqüências para Sistemas QS-CDMA

com Detecção Multiusuário Sujeitos a Desvanecimento Multipercurso”,Anais

do XX Simpósio Brasileiro de Telecomunicações, SBT’03,2003, p. 426–431

• (KURAMOTO; ABRÃO; JESZENSKY, 2004a) André S. R. Kuramoto, Taufik Abrão

e Paul Jean E. Jeszensky: “Projetos de Seqüências para Sistemas QS-CDMA

Multitaxa MPG”,XXI Simpósio Brasileiro de Telecomunicações, SBT’04, 2004

as seguintes publicações em conferências internacionais:
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• (KURAMOTO; ABRÃO; JESZENSKY, 2004c) André S. R. Kuramoto, Taufik Abrão

and Paul Jean E. Jeszensky: “Spreading Sequence Comparisonfor QS-CDMA

Systems”,IEEE International Symposium on Spread Spectrum Techniques and

Applications, 2004, p. 350–354

• (KURAMOTO; ABRÃO; JESZENSKY, 2004b) André S. R. Kuramoto, Taufik Abrão

and Paul Jean E. Jeszensky: “Set of Sequences for QS-CDMA Systems with

Interference Cancellation over Multipath-Fading Channels”, IEEE International

Symposium on Spread Spectrum Techniques and Applications,2004, p. 694–698

e o seguinte artigo a ser publicado em revista internacional:

• (KURAMOTO; ABRÃO; JESZENSKY, ) André S. R. Kuramoto, Taufik Abrão and

Paul Jean E. Jeszensky: “Set of Sequences for QS-CDMA Systems with Multi-

User Detection and Multipath-Fanding Channels”,Wireless Personal Communi-

cation, Kluwer Academic Publisher, in press.
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Apêndice A -- Algumas derivaç̃oes

matemáticas

A.1 Soluç̃ao da Integral:

∫ (m+1) Tc

m Tc

R2
u,k(τ) + R̃2

u,k(τ) dτ (A.1)

ondeRu,k(τ) e R̃u,k(τ) foram definidos em (1.21).

A função de correlação parcial paraτ = mTc, comm um número inteiro, pode ser

escrita como:

Ru,k(mTc) = TcCu,k(m− N) (A.2)

ondeCi, j(d) foi definido (1.29).

Como foi assumido formatação de pulso retangular para as seqüências de espalha-

mento, a funçãoRu,k(τ) tem comportamento linear paramTc ≤ τ < (m+ 1)Tc, com

0 ≤ m< N − 1 (apêndice A.2). Assim:

Ru,k(mTc) = TcCu,k(m− N) +
[
Cu,k(m− N + 1)−Cu,k(m− N)

]
(τ −mTc)

= A1 + A2τ (A.3)

ondeA1 = (m+1)TcCu,k(m−N)−mTcCu,k(m−N+1) eA2 = Cu,k(m−N+1)−Cu,k(m−N).

Analogamente:

R̃u,k(mTc) = TcCu,k(m) (A.4)

e
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R̃u,k(mTc) = TcCu,k(m) +
[
Cu,k(m+ 1)−Cu,k(m)

]
(τ −mTc)

= B1 + B2τ (A.5)

ondeB1 = (m+1)TcCu,k(m−N)−mTcCu,k(m−N+1) eB2 = Cu,k(m−N+1)−Cu,k(m−N).

Assim:

∫ (m+1) Tc

m Tc

R2
u,k(τ) + R̃2

u,k(τ) dτ =
∫ (m+1) Tc

m Tc

(A1 + A2τ)
2 dτ +

∫ (m+1) Tc

m Tc

(B1 + B2τ)
2 dτ

= (A2
1 + B2

1)Tc + (A1A2 + B1B2)(2m+ 1)T2
c +

A2
2 + B2

2

3
(3m2 + 3m+ 1)T3

c (A.6)

SubstituindoA1, A2, B1 e B2:

∫ (m+1) Tc

m Tc

R2
u,k(τ) + R̃2

u,k(τ) dτ =

T3

3

(
Cu,k(m− N + 1)Cu,k(m− N) +Cu,k(m+ 1)Cu,k(m) +C2

u,k(m− N)+

C2
u,k(m) +C2

u,k(m− N + 1)+C2
u,k(m+ 1)

)
(A.7)

O conteúdo deste apêndice é baseado em (JESZENSKY, 2001).

A.2 Relaç̃oes entre as funç̃oes de correlaç̃ao

Ru,k(τ) =
∫ τ

0
cu(t − τ)c∗k(t) dt (A.8)

Fazendoτ = rTc:

Ru,k(rTc) =
∫ rTc

0
cu(t − rTc)c

∗
k(t) dt

=

∫ rTc

0

∞∑

m=−∞
p(t − rTc −mTc)cu,m

∞∑

n=−∞
p(t − nTc)c

∗
k,n dt (A.9)

Fazendor +m= q:



A.2 Relações entre as funções de correlação 189

Ru,k(rTc) =
∫ rTc

0

∞∑

q−r=−∞
p(t − qTc)cu,(q−r)

∞∑

n=−∞
p(t − nTc)c

∗
k,n dt

=

∫ rTc

0

r−1∑

n=0

p(t − nTc)cu,(q−r)c
∗
k,n (A.10)

Fazendor − 1 = N + d − 1

Ru,k(rTc) = Tc

N−d−1∑

n=0

cu,(n−N−d)c
∗
k,n

= Tc

N−d−1∑

n=0

cu,(n−d)c
∗
k,n

= TcCu,k(d)

= TcCu,k(r − N) (A.11)

Paraτ = (r + 1)Tc:

Ru,k((r + 1)Tc) = TcCu,k(r − N + 1) (A.12)

ComoRu,k(τ) é linear pararTc ≤ τ ≤ (r + 1)Tc:

Ru,k(τ) = TcCu,k(r − N) +
[
Cu,k(r − N + 1)−Cu,k(r − N)

]
(τ − rTc) (A.13)

Analogamente, obtém-se:

R̃u,k(τ) = TcCu,k(r) +
[
Cu,k(r + 1)−Cu,k(r)

]
(τ − rTc) (A.14)

O conteúdo deste apêndice é baseado em (JESZENSKY, 2001).
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Apêndice B --Álgebra

B.1 Teoria básica de corpos finitos

Nesta seção será apresentada uma teoria básica para o estudo e análise de seqüências

construı́das algebricamente, ou seqüências sobreGF(q), como são comumente chama-

das. As referências bibliográficas para esta seção são(MCELIECE, 1987), (GOLOMB,

1982) e (LIDL; NIEDERREITER, 1997).

B.1.1 Corpos finitos

Em (MCELIECE, 1987) define-se, informalmente, corpo como um “lugar” ondese

pode somar, subtrair, multiplicar e dividir. Formalmente,é um conjuntoF no qual

realizam-se duas operações binárias “+” e “ ·”, soma e multiplicação, respectivamente.

Operação binária em um conjuntoA não vazio é um mapeamentof : A × A → A tal

que f é definido para todo elemento deA e a imagem deA sobref é única. A imagem

de A sobre f é o conjunto de todos os valores quef pode assumir à medida que seu

argumentoA varia.

Para o corpo, como foi definido, valem os axiomas:

• F é um grupo1 Abeliano2 sobre “+”, com elemento identidade 0, ou seja, 0+a =

a+ 0, a ∈ F;

• Os elementos não nulos deF formam um grupo Abeliano sobre “·”;

• A lei distributivaa.(b+ c) = a.b+ a.c é aplicável.

1grupo é um conjunto finito ou infinito de elementos e uma operação binária os quais conjuntamente
satisfazem as quatro propriedades fundamentais: fechamento, associativa, identidade e inversabilidade.

2grupo Abeliano é um grupo no qual seus elementos comutam.
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Um corpo pode ser finito ou infinito, de acordo com o conjunto (finito ou infinito)

em que é definido. Alguns exemplos de corpo infinito incluem números reais, números

racionais e números complexos. Um corpo finito é um corpo com número de elementos

(também chamado de ordem do corpo, seção B.1.4) finito.

Pode-se definir o corpo finito da seguinte forma:

Fp = {0, 1, ..., p− 1} , aritmética modp. (B.1)

Por exemplo, o conjuntoZ2 = {0, 1} é um corpo finito. Em contrapartida, o con-

junto Z4 = {0, 1, 2, 3} não é um corpo, pois não há nenhum elementox tal que 2x ≡ 1,

onde≡ denota equivalência (a relação de equivalência será tratada a seguir), ou seja, a

propriedade de inversabilidade não é verificada. Ainda nesta seção, será mostrado que

p deve ser primo paraZp ser um corpo finito.

B.1.2 Doḿınio Euclidiano

Um domı́nio integral é um conjuntoD, acrescido de duas operações binárias,+ e ·, tais

que:

1. Os elementos deD formam um grupo Abeliano sobre+, no qual a identidade de

adição é denotado pelo elemento 0;

2. A multiplicação é associativa e comutativa. Adicionalmente, tem como elemento

identidade o elemento denotado por 1;

3. A lei de cancelamento é aplicável. Isto é, seab= ace a , 0, entãob = c;

4. A lei distributiva é aplicável. Isto é, sea, b e c pertencem aD, entãoa(b+ c) =

ab+ ac.

O domı́nio Euclidiano é um domı́nio integral com uma caracterı́stica adicional: a

noção de “tamanho” entre os elementos. O “tamanho” do elementoa, com a , 0,

denotado porg(a), é um inteiro não negativo tal que:

g(a) ≤ g(ab) seb , 0 (B.2)
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e ainda, para todoa, b , 0, existemq e r (“quociente” e “resto”) tais quea = qb+ r,

comr = 0 oug(r) < g(b).

Alguns exemplos de domı́nios Euclidianos são: o conjunto dos números inteiros

comg(n) = |n| e polinômios sobre um corpo, comg( f (x)) = grau(f ).

B.1.3 Construç̃ao de um corpo finito

Nesta seção será mostrado um teorema muito importante daálgebra de corpos e fun-

damental para o estudo de seqüências.

Teorema B.1.1 Se p for primo, Dmodp é um corpo.

Considere um elementom ∈ D não necessariamente primo. Define-se uma relação

de equivalência “≡” como a ≡ b (modm) se e somente sem|(a − b), ou seja, sea

for congruente comb módulom. Verifica-se que a relação definida é realmente uma

relação de equivalência, pois são verificadas as três propriedades de equivalência com-

pletamente independentes:

1. Reflexividade:a ≡ a;

2. Simetria:a ≡ b implica emb ≡ a;

3. Transitividade:a ≡ b eb ≡ c implica ema ≡ c.

onde essas três propriedades são completamente independentes.

Essa relação de equivalência, como qualquer outra relac¸ão de equivalência, divide

o conjunto fundamental, nesse casoD, em subconjuntos disjuntos chamados classes3

equivalentes. Sea ∈ D, denota-se ¯a a única classe equivalente que contéma.

Exemplo B.1.1 Seja D o conjunto dos inteiros e m= 6. Conforme a relação de

3dá-se o nome classe a um grupo de objetos com alguma propriedade comum.
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equivalência descrita anteriormente, existem seis classes equivalentes:

0̄ = {0,±6,±12,±18, ...}
1̄ = {...,−17,−11,−5, 1, 7, 13, 19, ...}
2̄ = {...,−16,−10,−4, 2, 8, 14, 20, ...}
3̄ = {...,−15,−9,−3, 3, 9, 15, 21, ...}
4̄ = {...,−14,−8,−2, 4, 10, 16, 22, ...}
5̄ = {...,−13,−7,−1, 5, 11, 17, 23, ...}

(B.3)

Note que a classe equivalente1̄ poderia ser chamada dē7, 1̄3, −̄5, etc. Entretanto,

costuma-se representar uma classe equivalente particularpelo seu menor elemento

não-negativo. De fato, a notaçãoamodm é comumente utilizada para representar o

menor elemento não-negativo de ¯a.

Define-se adição de classe equivalente. como:

ā+ b̄ = a+ b (B.4)

e multiplicação, como:

ā · b̄ = (a · b) (B.5)

Para ilustrar, observe no exemplo que1̄+ 2̄ = 3̄ e também̄1+ 2̄ = −5+ 20= 15,

pois 3̄ = 15. Observa-se que o conjunto de classes equivalentes formam um anel. O

anel, no contexto matemático, é definido como um conjuntoS com duas operações

binárias (comumente a adição e multiplicação) que satisfazem as condições:

1. Associativa para a adição: para todoa, b e c ∈ S, (a+ b) + c = a+ (b+ c);

2. Comutativa para a adição: para todoa eb ∈ S, a+ b = b+ a;

3. Identidade para a adição: existe um elemento 0∈ S tal que para todoa ∈ S,

a+ 0 = 0+ a = a;

4. Inversibilidade para a adição: para todoa ∈ S, existe um elemento−a ∈ S tal

que,a+ (−a) = (−a) + a = 0;

5. Associativa para a multiplicação: para todoa, b ec ∈ S, (a · b) · c = a · (b · c);
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6. Distributiva: para todoa, b e c ∈ S, a · (b+ c) = (a · b) + (a · c) e (b + c) · a =
(b · a) + (c · a).

A identidade para a adição é dada por:

0̄ = {x ∈ D : x ≡ 0 (modm)} (B.6)

e a identidade para a multiplicação por:

1̄ = {x ∈ D : x ≡ 1 (modm)} (B.7)

onde 0 e 1 são as identidades da adição e multiplicação no domı́nio Euclidiano, respec-

tivamente. Nesse caso, o anel é representado porD modm. O exemplo B.1.1 mostrou

queZ mod 6, sendoZ o conjunto dos números inteiros, é um anel com 6 elementos.

ParaD modm ser um corpo, deve existir, para qualquer ¯a , 0̄, umb̄ tal que:

ā · b̄ = 1̄ (B.8)

No exemplo B.1.1 não se verifica essa condição, portanto,não se pode ter um

corpo. Porém, sem for um número primop, ā , 0 significa quep ∤ a (p não é fator

dea). Sep ∈ D é primo ep ∤ a, entãop e a são primos relativos4. Isso é facilmente

verificado. Sejad um divisor comum dep e a. Comop é primo,d deve ser a unidade

ou um associado5 de p. Comop ∤ a, nenhum associado dep pode dividira, entãod é

a unidade. Conclui-se, portanto, que mdc(p, a) = 1 e então existem elementosb e t em

D tais queab+ pt = 1. Portanto, comab≡ 1 (mod)p satisfazendo (B.8) e conforme o

Teorema B.1.1, tem-se queD modp é um corpo.

A seguir, é apresentado um exemplo de corpo finito comD = Z, ou seja, o domı́nio

Euclidiano será o conjunto dos números inteiros.

Exemplo B.1.2 Seja D= Z e p= 5. Tem-se Dmodp com 4 elementos (a partir de

agora, chamar-se-á de elementos as classes equivalentes por questão de simplicidade

4dois inteiros são primos relativos se não existe nenhum fator positivo comum exceto o 1.
5nas circunstâncias dep primo ep ∤ a, o associado de um elementox ∈ {1, 2, 3, ..., p− 1}, denotado

por x′, é tal quexx′ ≡ a (modp).



B.1 Teoria básica de corpos finitos 195

de redação), os quais serão denotados por0̄, 1̄, 2̄, 3̄ e 5̄.

0̄ = {0,±5,±10,±15, ...}
1̄ = {...,−14,−9,−4, 1, 6, 11, 16, ...}
2̄ = {...,−13,−8,−3, 2, 7, 12, 17, ...}
3̄ = {...,−12,−7,−2, 3, 8, 13, 18, ...}
4̄ = {...,−13,−6,−1, 4, 9, 14, 19, ...}

(B.9)

A aritmética sobre o corpo é da forma:

4̄+ 3̄ = 2̄, 2̄ · 3̄ = 1̄, etc. (B.10)

Para encontrar o inverso de um elemento basta aplicar o algoritmo de Euclides

(MCELIECE, 1987). O algoritmo de Euclides é utilizado para obter o mdc(a, b) e

combinações lineares dea eb que resultam em um outro elemento especı́fico.

Em sua versão estendida, o algoritmo compreende as equaç˜oes de recorrência:

r i−2 = qir i−1 + r i

si = si−2 − qi si−1

ti = ti−2 − qiti−1

(B.11)

ondeqi é o quociente da divisão der i−2 por r i−1 e r i o resto. O algoritmo é realizado até

rn+1 = 0 e, nesse ponto, tem-sern = mdc(a, b). As outras variáveissi e ti relacionam-se

coma eb através da equação:

sia+ tib = r i (B.12)

As condições iniciais para o algoritmo são:

si−1 = 1, s0 = 0

ti−1 = 0, t0 = 1
(B.13)

Para aplicar o algoritmo na determinação do inverso de3̄ do Exemplo B.1.2, faz-se

a = p = 5 eb = 3. Assim:
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i si ti r i qi

-1 1 0 5 -

0 0 1 3 -

1 1 -1 2 1

2 -1 2 1 1

3 2 -3 1 1

4 -3 5 0 1

(B.14)

Tem-se o ponto de parada do algoritmo emi = 4, poisr4 = 0, assim,r3 = 1 =

mdc(5, 3). Da linhai = 2 obtém-se a expressão 2· 3− 1 · 5 = 1. Então,2̄ · 3̄ = 1̄, ou

seja, (̄3)−1 = 2̄. Observe quē3 · 2̄ = 6̄ = 1̄, conforme (B.9), e, portanto, o inverso de3̄

é realmentē2.

O algoritmo de Euclides é um método sistemático para a obtenção do máximo di-

visor comum entre dois elementos e também para a obtençãode combinações lineares

para determinar, por exemplo, o inverso de um elemento. No exemplo B.1.2 o corpo é

reduzido, então, não se faz necessário utilizar o algoritmo de Euclides para determinar

o inverso de elementos. Como um corpo do tipoZ modp possuip elementos, ondep é

primo e existem infinitos números primos, a determinaçãodo inverso de um elemento

pode ser uma tarefa exaustiva, caso não seja utilizado um m´etodo sistemático.

O corpo finitoD modp comp elementos anteriormente denotado porFp é também

comumente denotado porGF(p).

O exemplo a seguir irá introduzir a construção de corpos finitosD modp quando

D é o conjunto de polinômios no indeterminadox com coeficientes no corpo finito

Fp = Z modp. Esse tipo de construção é fundamental para o entendimento de corpos

finitos, pois todo corpo finito pode ser construı́do dessa forma.

Exemplo B.1.3 Seja D = F2[x] e p(x) = x3 + x + 1. Construir-se-á um corpo F

composto por polinômios sobre Fp. Observe que p(x) é irredutı́vel. Inicialmente,

calcula-se potências de x módulo p(x) = x3 + x+ 1:
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x0 ≡ 1 modx3 + x+ 1

x1 ≡ x modx3 + x+ 1

x2 ≡ x2 modx3 + x+ 1

x3 ≡ x+ 1 modx3 + x+ 1

x4 ≡ x2 + x modx3 + x+ 1

x5 ≡ x3 + x2 ≡ x2 + x+ 1 modx3 + x+ 1

x6 ≡ x3 + x2 + x ≡ x2 + 1 modx3 + x+ 1

x7 ≡ x3 + x ≡ 1 modx3 + x+ 1

(B.15)

Por questões de simplicidade de notação, representa-seas classes equivalentes

(elementos) do corpōx porα. Assim, tem-se os elementos do corpo:

α0 = 1

α1 = x

α2 = x2

α3 = x+ 1

α4 = x2 + x

α5 = x2 + x+ 1

α6 = x2 + 1

α7 = 1

(B.16)

Observe que as7 primeiras potências deα são distintas em GF(8). Como existem

7 elementos não nulos em GF(8), conforme (B.1), tem-se que todos os elementos não

nulos de GF(8) são potências deα. Verifica-se que o Teorema B.1.1 “transforma” o

espaço vetorial tridimensional sobre F2 em um corpo finito, podendo-se representar

α = [010], ondeαk = aα2 + bα + 1 = [abc].

As operações+ e · são realizadas da forma convencional:

α3 · α6 = α3+6 = α9 = α2 = [100]

α3 + α6 = α + 1+ α2 + 1 = α2 + α = α4 = [110]
(B.17)

A seguir, serão definidos alguns conceitos básicos relacionados à corpos importan-

tes para o estudo de seqüências. Tais conceitos são: raizprimitiva, polinômio mı́nimo,

polinômio primitivo, recorrência linear e polinômio caracterı́stico.
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B.1.4 Raiz primitiva

Um gerador de um grupo cı́clico6 F∗ = F−{0}, é chamado uma raiz primitiva do corpo

F.

Exemplo B.1.4 Considere o corpo do Exemplo B.1.2, F5 = Z mod 5, cujos elementos

são{0, 1, 2, 3, 4}. Verifica-se que o elemento2 é uma raiz primitiva de F5, pois20 = 1,

21 = 2, 22 = 4 e23 = 3, ou seja, as potências0, 1, 2 e3 do elemento gerador2 formam

um grupo cı́clico. O elemento3 também é raiz primitiva de F5, pois30 = 1, 31 = 3,

32 = 4 e 33 = 2. Por outro lado, o elemento4 não é raiz primitiva de F5, pois40 = 1,

41 = 4, 42 = 1 e43 = 4, ou seja, as n potências de4 não formam um grupo cı́clico.

A ordem de um grupo representa o número de elementos que essecompreende.

A ordem de um elementoα, ord(α), é dado port tal que (α0, α1, α2, ..., αt−1) são todos

distintos.

Do Exemplo B.1.4 tem-se que a ordem dos elementos geradores do grupo cı́clico

α é ord(2)= ord(3)= 5.

Um Lema bastante útil no estudo de seqüências é enunciado a seguir:

Lema B.1.1 Se a ordem do elementoα é ord(α) = t, entãoord(αi) = t/mdc(i, t).

Segue a prova. Um resultado direto do Exemplo B.1.3 é que para qualquerβ , 0

vale:

βs = 1 se e somente se ord(β)|s (B.18)

O desenvolvimento da prova será separado em itens para facilitar o entendimento:

1. No Lema B.1.1, seja mdc(i, t) = d;

2. Observe que (αi)(t/d) = (αt)(i/d) e, de (B.18), (αt)(i/d) = 1. Diretamente de (B.18),

tem-se que ord(αi)|(t/d);

6dá-se o nome de grupo cı́clico de ordemn ao grupo formado por seu gerador e suasn potências, tal
que o gerador elevado à potêncian é o objeto identidade.
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3. Seja agora, do item anterior, ord(αi) = s, então,αis = 1 e, de (B.18), ord(α)|is.

Assim, do Lema B.1.1, tem-set|is.

4. No item 1 foi assumidod = mdc(i, t). Isso significa queia + tb = d para algum

inteiroa eb. Multiplicando essa equação pors tem-seisa+ tsb= ds. Como, do

item anterior,t|is, segue-se quet|dstambém.

5. De outra forma do item anterior, (t/d)|se, do item 3, (t/d)|ord(αi);

Assim, foi provado que tanto ord(αi)|(t/d) como (t/d)|ord(αi). Então, ord(αi) =

t/d, como afirmado pelo Lema.

B.1.5 Polin̂omio mı́nimo e polinômio primitivo

SejaF um corpo finito compm elementos, ondep é um número primo. O corpoF

pode ser visto como um espaço vetorialm-dimensional sobre o subcorpoFp. Seja

α um elemento arbitrário deF. ComoF tem dimensãom sobreFp, segue-se que os

m+1 elementos,α0, α1, α2, ...,αm, devem ser linearmente dependentes sobreFp. Então,

devem existirm+ 1 elementosA0,A1, ...,Am deFp, tais que:

A0 + A1α + ... + Amα
m = 0 (B.19)

Ou seja, se o polinômioA(x) = A0 + A1x + ... + Amxm, α é raiz da equação poli-

nomialA(x) = 0. É claro queα pode satisfazer outras equações polinomiais de outros

polinômios. Define-seS(α) como o conjunto de tais polinômios:

S(α) = { f (x) ∈ Fp(x) : f (α) = 0} (B.20)

Seja p(x) um polinômio não nulo de menor grau (denota-se grau(p)) de S(α) e

f (x) qualquer polinômio deS(α). Através da divisão polinomial, tem-se:

f (x) = q(x)p(x) + r(x), grau(r) < grau(p) (B.21)

Como f (α) = 0, tem-se quep(α) = 0 e r(α) = 0. Então, ser(x) ≡ 0, conclui-se

que grau(p) é mı́nimo, ou seja, o menor grau dos polinômios não nulosdeS(α). Adi-

cionalmente, verifica-se quep(x)| f (x) para todof (x) ∈ S(α). Chama-se, assim,p(x)
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polinômio mı́nimo deα em relação ao corpoF. Se for definido que o coeficiente do

monômio de maior grau dep(x) deva ser 1 (ou seja, sep(x) for ummonic polynomial),

tem-se quep(x) deα é irredutı́vel. Essa afirmação é clara, pois se for poss´ıvel fatorar

p(x) = a(x)b(x), necessariamentea(α) = 0 oub(α) = 0 e isso contradiz o grau mı́nimo

de p(x).

Dá-se o nome de polinômio primitivo ao polinômio mı́nimop(x) deα, sendoα

uma raiz primitiva deF.

Para obter sistematicamente o polinômio mı́nimo de um elemento qualquerα,

introduzir-se-á o conceito de conjugados deα em relação a um corpoF.

SejaF um corpo sobre o subcorpo comq elementos,Fp, ondep é primo. Os

elementos deF são dados em potências deα. Nesse corpo estão contidos subcorpos

K, assim como oFp. Note-se que esses subcorpos podem ser muito maiores queFp e

menores queF.

Dá-se o nome de conjugados deα em relação ao subcorpoK aos elementos:

α, αq, αq2
, αq3
, ..., αqd

(B.22)

onded, chamado de grau deα e denotado por grau(α), é tal queαqd
= α. Assim,

tem-se que:

qd ≡ 1 modt (B.23)

ondet = ord(α).

Seα é raiz de uma equação polinomialp(x) = 0, comp(x) = p0 + p1x + p2x2 +

... + pdxd, tem-se que:

d∑

k=0

pkα
k = 0 (B.24)

Fazendop(αq), tem-se:

0 =


d∑

k=0

pkα
k


q
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=

d∑

k=0

pq
kα

qk

=

d∑

k=0

pk(α
q)k

= p(αq) (B.25)

ou seja, todos os conjugados deα são também raizes dep(x), pois:

0 =


d∑

k=0

pkα
k


qj

= p(αqj
) (B.26)

Na equação (B.25) foi utilizada a propriedade:

(α1 + α2)
pk
= α

pk

1 + α
pk

2 (B.27)

ondek = 1, 2, 3, ...

Essa é facilmente verificada parak = 1:

(α1 + α2)
p = α

p
1 +

(
p
1

)
α

p−1
1 α2 + ... +

(
p

p− 1

)
α1α

p−1
2 + α

p
2 (B.28)

onde, por definição:

(
p
k

)
=

p(p− 1)...(p− k+ 1)
k(k − 1)...1

(B.29)

Em (B.29), pode-se observar que o numerador é divisı́vel por p, assim, em um

corpo com caracterı́sticap, todos os coeficientes de (B.27) serão equivalentes a zero.

Assim, verifica-se a propriedade de (B.27) parak = 1. Para verificar a propriedade

comk > 1, basta escrever (α1 + α2)pk
em produtos de (α1 + α2)p e utilizar o mesmo

argumento de coeficientes equivalentes a zero.

Sabendo que todos os conjugados deα em relação ao subcorpoK são também

raı́zes da mesma equação polinomial da qualα é raiz, tem-se que o polinômio mı́nimo

deα em relação ao subcorpoK é dado por:
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fα(x) = (x− α)(x− αq)...(x− αqd−1
) (B.30)

onded é o grau deα, grau(α), em relação ao subcorpoK.

O exemplo a seguir mostra a construção de um corpo finitoGF(24). A construção

seráD modp, ondeD = F2[x] e p(x) = x4 + x + 1. Isso significa que o domı́nio Eu-

clidiano em questão é o conjunto de polinômios no indeterminadox, com coeficientes

no corpo finitoF2 = Z mod 2, ondeZ é o conjunto dos números inteiros.

Exemplo B.1.5 Sejam D= F2[x] e p(x) = x4+ x+1. Para obter o corpo Dmodp, de-

notado por GF(24), primeiramente calcula-se as15 primeiras potências de x módulo

p(x) = x4 + x+ 1:

x0 ≡ 1 modx4 + x+ 1

x1 ≡ x modx4 + x+ 1

x2 ≡ x2 modx4 + x+ 1

x3 ≡ x3 modx4 + x+ 1

x4 ≡ x+ 1 modx4 + x+ 1

x5 ≡ x2 + x modx4 + x+ 1

x6 ≡ x3 + x2 modx4 + x+ 1

x7 ≡ x4 + x3 ≡ x3 + x+ 1 modx4 + x+ 1

x8 ≡ x4 + x2 + x ≡ x2 + 1 modx4 + x+ 1

x9 ≡ x3 + x modx4 + x+ 1

x10 ≡ x4 + x2 ≡ x2 + x+ 1 modx4 + x+ 1

x11 ≡ x3 + x2 + x modx4 + x+ 1

x12 ≡ x4 + x3 + x2 ≡ x3 + x2 + x+ 1 modx4 + x+ 1

x13 ≡ x4 + x3 + x2 + x ≡ x3 + x2 + 1 modx4 + x+ 1

x14 ≡ x4 + x3 + x ≡ x3 + 1 modx4 + x+ 1

x15 ≡ x4 + x ≡ 1 modx4 + x+ 1

(B.31)

Voltando ao corpo GF(24), representam-se as classes equivalentex̄ porα. Então,

da tabela de potências de x, obtém-se a tabela de potências deα e vetores de dimensão

4 sobre GF(2):
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α0 = 1 0001

α1 = α 0010

α2 = α2 0100

α3 = α3 0011

α4 = α + 1 0110

α5 = α2 + α 1100

α6 = α3 + α2 1011

α7 = α4 + α3 = α3 + α + 1 0101

α8 = α4 + α2 + α = α2 + 1 1010

α9 = α3 + α 0111

α10 = α4 + α2 = α2 + α + 1 1110

α11 = α3 + α2 + α 1111

α12 = α4 + α3 + α2 = α3 + α2 + α + 1 1101

α13 = α4 + α3 + α2 + α = α3 + α2 + 1 1101

α14 = α4 + α3 + α = α3 + 1 1001

α15 = α4 + α = 1 0001

(B.32)

Observe queα15 = α0 (o grupo é cı́clico), então{α0, α1, ..., α14} são os15 elemen-

tos não nulos de GF(24).

Agora, verificar-se-á seα5 é raiz primitiva de GF(24), ou seja, seα5 é um gerador

do grupo cı́clico GF(24)∗ = GF(24) − {0}. Tomam-se as potências deα5:

i (α5)
i

0 α0 = 1

1 α5

2 α10

3 α15 = α0

4 α20 = α5

5 α25 = α10

(B.33)

Verifica-se que potências deα5 não geram o grupo cı́clico GF(24)∗.

De (B.33) tem-se que(α5)0, (α5)1 e (α5)2 são distintos e portanto a ordem deα5 é

ord(α5) = 3. Então,α5 pertence ao subcorpo GF(22), o qual contém3 elementos não

nulos. Além disso,α5 é uma raiz primitiva do subcorpo GF(22).
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Calcula-se, agora, o polinômio mı́nimo deα5 em GF(22). Para tanto, deve-se

obter o número de conjugados deα5. O número de conjugados deα, ou o grau deα,

grau(α), é facilmente obtido de (B.23):

2d ≡ 1 mod ord(α5)

2d ≡ 1 mod 3

d = 2 (B.34)

Assim, tem-se que o grau deα5 é grau(α5) = d = 2. Os conjugados deα5 são:α5

e (α5)2. O elemento(α5)22
= (α5)4 = α20 = α5 não é contabilizado como conjugado de

α5 pois é um elemento equivalente àα5. Esse resultado pode ser verificado em (B.33).

O polinômio mı́nimo deα5 no subcorpo GF(22) é dado por:

fα5(x) = (x− α5)(x− (α5)2)

fα5(x) = x2 + x+ 1 (B.35)

Esse polinômio é um polinômio mı́nimo de uma raiz primitiva do subcorpo GF(22),

portanto, é um polinômo primitivo em GF(22).

Agora, será obtido o polinômio mı́nimo deα4. A ordem deα4 é 15, pois (α4)0,

(α4)1, ..., (α4)14, são distintos:
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i (α4)i

0 (α4)0 = 1

1 (α4)1 = α4

2 (α4)2 = α8

3 (α4)3 = α12

4 (α4)4 = α1

5 (α4)5 = α5

6 (α4)6 = α9

7 (α4)7 = α13

8 (α4)8 = α2

9 (α4)9 = α6

10 (α4)10 = α10

11 (α4)11 = α14

12 (α4)12 = α3

13 (α4)13 = α7

14 (α4)14 = α11

(B.36)

Como a ordem deα4 é ord(α) = 15, tem-se queα4 é gerador do grupo cı́clico de

15 elementos, GF(24)∗.

O grau deα4, grau(α), é dado por (B.23):

2d ≡ 1 mod ord(α4)

2d ≡ 1 mod 15

d = 4 (B.37)

Assim, tem-se que o grau deα4 é grau(α4) = d = 4 e seus4 conjugados são:

(α4)20
= α4, (α4)21

= (α4)2, (α4)22
= (α4)4 e (α4)23

= (α4)8.

O polinômio mı́nimo deα4 no subcorpo GF(24) é dado por:

fα4(x) = (x− α4)(x− (α4)2)(x− (α4)4)(x− (α4)8)

fα4(x) = x4 + x+ 1 (B.38)
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O polinômio obtido é um polinômio mı́nimo da raiz primitiva do corpo GF(24),

D modp, com D= F2[x] e p(x) = x4 + x + 1, portanto, é um polinômo primitivo em

GF(24).

Com a mesma metodologia, obtém-se o polinômio mı́nimo deα8. A ordem deα8 é

ord(α8) = 15 e o graugrau(α8) = 4. O polinômio mı́nimo:

fα4(x) = x4 + x3 + 1 (B.39)

Novamente, o polinômio obtido é um polinômio mı́nimo da raiz primitiva do corpo

GF(24). Porém, agora, o corpo GF(24) é construı́do de Dmodp, com D= F2[x] e

p(x) = x4 + x3 + 1. Portanto, fα4(x) é um polinômo primitivo desse corpo GF(24).

B.1.6 Coconjuntos ciclot̂omicos

O conjunto dos números inteiros de 1 ap, {1, 2, 3, 4, ..., p}, primos relativos ap formam

um grupo sob a multiplicação módulop. A função de Eulerφ(p) denota o número de

primos relativos ap pertencentes ao conjunto{1, 2, ..., p}. Se p é impar, é claro que

{1, 2, 4, 8, ...} forma um subgrupo daquele grupo. No caso dep = 2m− 1, o subgrupo é

composto dem elementos:

{1, 2, 4, 8, ..., 2m−1} (B.40)

Um coconjunto é obtido multiplicando (módulop) todos os elementos do subgrupo

por qualquer elemento do conjunto dos números inteiros de 1a p. Por exemplo, para

p = 15, o subgrupo (B.40) é{1, 2, 4, 8}. Os coconjuntos desse subgrupo são:

C0 : 0

C1 : 1 2 4 8

C2 : 3 6 12 9

C3 : 5 10

C4 : 7 14 13 11

(B.41)

Dos coconjuntos de um subgrupo, pelo menos um é impróprio eφ(p)
m são próprios.

Coconjuntos impróprios são obtidos da multiplicação de cada um dos elementos do
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subgrupo por um número que não é primo relativo ap. No exemplo, os coconjuntosC0,

C2 eC3 são impróprios e os demais são próprios. O conjunto de todos os coconjuntos

(próprios e impróprios) de um subgrupo compõem os coconjuntos ciclotômicos.

Para o polinômio mı́nimo de um elementoα ∈ GF(2m) ser de graum e primitivo,

deve-se ter ord(α) = 2m− 1, pois, nesse caso, de (B.23):

2d ≡ 1 mod ord(α) ≡ 1 mod (2m− 1)

d = m (B.42)

e, portanto, grau(α) = m.

Do lema B.1.1, a ordem deβ = αr será ord(β) = ord(αr) = ord(α)
mdc(r,ord(α)) . Assim, para

o polinômio mı́nimo deαr ser primitivo e de graum, deve-se terr e 2m − 1 primos

relativos.

Então, o polinômio mı́nimo deαr com r ∈ C, ondeC é um coconjunto próprio, é

primitivo e de graum.

Observe que:

fα(x) = (x− α)(x− α2)...(x− α2m−1
)

= (x− α2)(x− α2.2)...(x− α2m−22)(x− α2m−12)

= (x− α2)(x− α4)...(x− α2m−1
)(x− α)

= fα(x) (B.43)

Como os elementosci de um coconjunto são do tipoci = 2ic0, tem-se que para

r, s∈ C, o polinômio mı́nimo deαr é igual ao polinômio mı́nimo deαs.

Com as observações anteriores, tem-se que o número de polinômios primitivos de

graum é dado pelo número de coconjuntos próprios do subgrupo{1, 2, 4, 8, ..., 2m−1}.
Logo, o número de polinômios primitivos de graum é dado porφ(p)

m =
φ(2m−1)

m .



B.1 Teoria básica de corpos finitos 208

B.1.7 Elemento primitivo

O elemento primitivo de um corpo distingue-se da raiz primitiva por não estar situado

em um subcorpo. Ou seja, o elemento primitivo do corpoF forma uma base para

o corpoF. No Exemplo B.1.5 foi visto queα4 pertence ao corpoGF(24) e é raiz

primitiva do corpoGF(22). Assim,α4 não é elemento primitivo deGF(24), em outras

palavras, não forma uma base paraGF(24).

B.1.8 Funç̃ao traço

A função traço, ou simplesmente traço, é uma ferramenta muito útil na álgebra de

corpos finitos. SejaF = GF(qm) e K = GF(qn), F é um subcorpo deK. Seα é um

elemento deK, seu traço em relação ao subcorpoF é definido como:

Trn
m(α) =

n
m−1∑

i=0

αqmi
(B.44)

É também utilizada algumas vezes, por conveniência, a notaçãoTrK
F (α).

As principais propriedades do traço são:

1. Trn
m(α) ∈ GF(2m). Para verificar a propriedade, mostrar-se-á queTrn

m(α) per-

tence à um grupo cı́clico de ordemqm, ou seja,Trn
m(α)qm

= Trn
m(α). Então,

Trn
m(α)qm

= (α+αqm
+αq2m

+ ...+αqn−m
)qm
= αqm

+αq2m+ ...+αqn−m
+αqn

, porém,

αqn
= α, poisα é elemento deGF(2n). Assim,Trn

m(α)qm
= Trn

m(α).

2. Tr(α+β) = Tr(α)+Tr(β). Essa propriedade é diretamente verificada por (B.27).

3. Trn
m(λα) = λTrn

m(α) comλ ∈ GF(2m). Verificação:

Trn
m(λα) =

n
m−1∑

i=0

(λα)qmi

= λα + λqm
αqm
+ λq2mαq2m + ... + λq( n

m−1)m
αq( n

m−1)m

= λα + λαqm
+ λαq2m+ ... + λαq( n

m−1)m

= λ(α + αqm
+ αq2m+ ... + αq( n

m−1)m
)

= λTrn
m(α) (B.45)
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4. Trn
m(αq) = Trn

m(α). Observe queαqn
= α. Comoα é raiz primitiva deGF(2n), o

grau deα én. Então:

Trn
m(αq) = αq + αq2

+ ... + αqn−1
+ αqn

= αq + αq2
+ ... + αqn−1

+ α

= Trn
m(α) (B.46)

Para simplificar a notação, será utilizadoTr(α), comα ∈ GF(2n), para representar

Trn
1(α).

B.1.9 Recorr̂encia linear e polin̂omio caracteŕıstico

Chama-se de recorrência linear de ordemm a equação de recorrência da forma:

st = a1st−1 + a2st−2 + ... + amst−m (B.47)

onde, por exemplo, (s0, s1, s2, ...) pode ser a seqüência dos números reais ea1, a2, ..., am

constantes reais quaisquer. Porém, será dada atenção ao caso em que (st) é uma

seqüência de elementos de um corpo finitoF e a1, a2, ..., am elementos fixos também

deF.

O polinômio caracterı́stico da recorrência de (B.47) é definido como:

f (x) = xm− a1xm−1 − a2xm−2 − ... − am (B.48)

Um importante teorema para a obtenção de seqüências é enunciado a seguir:

Teorema B.1.2 Se o polinômio caracterı́stico (B.48) é irredutı́vel e seus coeficientes

estão em GF(q), então para qualquerθ ∈ GF(qm), a seqüência definida por:

st = Trm
1 (θαt) (B.49)

satisfaz (B.47).

A prova do Teorema é imediata. Seα é uma raiz da equação polinomialf (x) = 0,

onde f (x) é o polinômio caracterı́stico (B.48) com coeficientes emGF(q), tem-se:
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αm =

m∑

i=0

aiα
m−i (B.50)

Utilizando essa expressão em (B.49), tem-se:

st = Trn
m(θαt−mαm)

= Trn
m(θαt−m ·

m∑

i=1

aiα
m−i)

=

m∑

i=1

Trn
m(aiθα

t−i)

=

m∑

i=1

aiTrn
m(θαt−i)

=

m∑

i=1

ai st−i (B.51)

Então (B.47) é satisfeita. Isso mostra que seqüências podem ser geradas com o

auxı́lio do traço de um elemento.

A recorrência linear (B.47) com (st) uma seqüência de elementos deGF(2m) com

coeficientesa1, a2, ..., am sobreGF(2) pode ser implementada em circuito pelo regis-

trador de deslocamento apresentado na figura B.1.

st−2 sm−1st−1 sm

am−2am−1 a1 a0

st

Figura B.1: Circuito que implementa a recorrência linear

Uma seqüência (st) tem perı́odoN, se:

st+N = st, para todot ≥ 0 (B.52)
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ondeN é o menor inteiro que satisfaz (B.52).

Se (st) é uma solução de (B.47) e o polinômio caracterı́stico ´e irredutı́vel, do Te-

orema B.1.2,st = Trm
1 (θαt) para algumθ ∈ GF(qm). Se o perı́odo da seqüência for

N:

Trm
1 (θαt+N) = Trm

1 (θαt), t ≥ 0

Trm
1 (θαt(αN − 1)) = 0, t ≥ 0 (B.53)

Isso ocorre somente seθ = 0 ouαN = 0. No primeiro caso, tem-sest = 0 para

todot. No segundo caso tem-se (st) periódica com perı́odoN se e somente se a ordem

deα dividir N. O menorN para o qualst+N = st é N = ord(α). Então, no caso em que

f (x) é irredutı́vel, o perı́odo da seqüência definida por (st), st = Trm
1 (θαt), é dado por

N = ord(α). Esse é um importante Teorema:

Teorema B.1.3 Se f(x) é irredutı́vel, então toda solução não nula de (B.47) tem perı́odo

N, onde N = ord(α). De forma equivalente, N é o menor inteiro tal que xN ≡
1 (modf (x)).

B.2 mdc(2e + 1, 2m
− 1)

Para 1≤ e≤ m:

mdc(2e + 1, 2m− 1) = 1, se mdc(2e,m) = mdc(e,m) (B.54)

Segue a prova. Como (2e + 1)(2e − 1) = 22e − 1, tem-se que mdc(2e + 1, 2m − 1)

é fator de mdc(22e − 1, 2m− 1). Como mdc(tn − 1, tm− 1) = tmdc(n,m) − 1, (MCELIECE,

1987), tem-se que mdc(22e − 1, 2m− 1) = 2mdc(2e,m) − 1 e, portanto:

mdc(2e + 1, 2m− 1) | 2mdc(2e,m) − 1 (B.55)

Considerando o caso de (B.54), mdc(2e,m) = mdc(e,m), tem-se que:
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mdc(2e + 1, 2m− 1) | 2mdc(2e,m) − 1 = 2mdc(e,m) − 1 =

= mdc(2e − 1, 2m− 1) | 2e− 1 (B.56)

Observe que 2e + 1 e 2e − 1 são números ı́mpares que diferem de duas unidades.

Sejama = 2e − 1 eb = 2e + 1 = a+ 2. Um divisorc dea maior que 1 deve ser ı́mpar,

poisa é ı́mpar. Assim, um divisor dea não será um divisor deb, pois:

a
c
∈ Z

b
c
=

a
c
+

2
c

(B.57)

onde2
c < Z, conseqüentemente,b

c < Z. Então:

mdc(2e+ 1, 2e− 1) = 1. (B.58)

De (B.56) tem-se que mdc(2e+ 1, 2m− 1) | 2e− 1. Como mdc(2e+ 1, 2e− 1) = 1

(eq (B.57)), tem-se mdc(2e + 1, 2m− 1) = 1 quando mdc(2e,m) = mdc(e,m).

O conteúdo deste apêndice encontra-se resumido em (MCELIECE, 1987).

B.3 Formas quadŕaticas sobre um corpo finito

Este apêndice descreve de forma detalhada alguns teoremassobre formas quadráticas

sobre um corpo finito apresentados em (MCELIECE, 1987).

Seja um corpo arbitrárioF e x1, x2, ..., xm−1 indeterminados sobreF. Uma forma

quadrática sobreF é uma função dem variáveisx1, x2, ..., xm dada por:

Q(x1, x2, ..., xm) =
m∑

i, j=1,i≤ j

ai j xi xj (B.59)

Uma forma quadrática é dita não singular se não puder sertransformada por uma

mudança não singular de variáveis em uma forma com menos de m variáveis. Uma

forma quadráticaQ(x1, x2, ..., xm) representa zero se existe (ξ1, ξ2, ..., ξm) , (0, 0, ..., 0)
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tal queQ(ξ1, ξ2, ..., ξm) = 0.

Considere uma forma quadrática que representa zero. Considere também qualquer

transformação linear não singular da forma:

xi ← ξi x1 + ..., i = 1, 2, ...,m (B.60)

Aplicando essa transformação linear em (B.59):

Q(x1, x2, ..., xm) =
m∑

i, j=1,i≤ j

ai j xi xj

= a11x
2
1 + a12x1x2 + a23x2x3 + ... + ammx2

m

= a11ξ1ξ1x2
1 + ... + a12ξ1ξ2x2

1 + ...

+ a23ξ2ξ3x2
1 + .... + ammξmξmx2

1 + ... (B.61)

ou seja, em cada termo da soma de (B.59),
∑m

i, j=1,i≤ j ai j xi xj, existe um termo do tipo

ai jξiξ j x2
1. Claramente, o coeficiente dex2

1 será
∑m

i, j=1,i≤ j ai jξiξ j. Como foi considerado

que a forma quadrática representa zero:

Q(ξ1, ξ2, ..., ξm) =
m∑

i, j=1,i≤ j

ai jξiξ j = 0 (B.62)

tem-se que o coeficiente dex2
1 será zero e, portanto,Q é transformado na forma:

Q = a′12x1x2 + a′13x1x3 + a′14x1x4 + ...

+ a′22x2
2 + a′23x2x3 + a′24x2x4 + ...

+ a′33x2
3 + a′34x3x4 + ... (B.63)

Observe que nem todos osa′1 j podem ser zero, ouQ seria uma função de somente

m− 1 variáveisx2, x3, ..., xm.

Então, aplicando-se as transformações lineares:
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x2 ←
1

a′12

(x2 − a′13x3 − a′14x4 − ...)

xi ← xi (i , 2) (B.64)

Q fica na forma:

Q = x1x2 + a′′22x2
2 + a′′23x2x3 + ...

+ a′33x
2
3 + ... (B.65)

Finalmente, aplicando-se as transformações lineares:

x1 ← x1 − a′′22x2 − a′′23x3 − ...

xi ← xi (i , 1) (B.66)

é obtido:

Q = x1x2 + a′33x
2
3 + ...

= x1x2 + Q′(x3, ..., xm) (B.67)

É claro queQ′ é não singular, pois, se fosse singular, poderia ser escrita como

função de menos dem−2 variáveis. Assim,Q = x1x2+Q′ implicaria queQ seria uma

função de menos dem variáveis.

Com essa análise, foi provado um importante Teorema sobre formas quadráticas:

Teorema B.3.1 Se Q é uma forma quadrática não singular como definido em (B.59) e

representa zero, então, com uma transformação linear adequada, Q pode ser colocado

na forma:

Q = x1x2 + Q′(x3, x4, ..., xm) (B.68)

onde Q′ é uma forma quadrática não singular em x3, x4, ..., xm.

Continuando a realizar as transformações lineares como foram feitas até aqui,
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pode-se estender o Teorema anterior para o Corolário:

Corolário B.3.1 Com uma transformação linear adequada, qualquer forma quadrática

não singular de m variáveis pode ser colocada na forma:

Q = x1x2 + x3x4 + ... + x2s−1x22s+ Q′(x2s+1, ..., xm) (B.69)

onde Q’ é uma forma não singular em m− 2s variáveis que não representa zero.

Para a afirmação desse Corolário ser aplicável, deve-seobter em quais condições

uma forma quadrática não representa zero. Em seguida, será enunciado o Teorema

de Chevalley-Warning. Com esse Teorema, pode-se mostrar que, em um corpo finito,

qualquer polinômio quadrático em 3 ou mais variáveis representam zero. Com isso,

será possı́vel identificar parte das condições para qualuma forma quadrática não re-

presenta zero.

Algumas definições formais de polinômios em várias variáveis sobre um corpoF

seguem abaixo:

• Define-se monômio nos indeterminadosx1, x2, ..., xm como a expressão da forma

λxe1
1 xe2

2 ...x
em
m , ondeλ ∈ F e osei são inteiros não negativos. O grau do monômio

é dado pela soma dosei.

• Define-se polinômio nos indeterminadosx1, x2, ..., xm como a soma de monômios.

O grau do polinômio é dado pelo maior grau de seus monômios.

O Teorema de Chevalley-Warning é enunciado abaixo:

Teorema B.3.2 Se F = GF(q), onde q é uma potência do número primo p, e se

f (x1, x2, ..., xm) é um polinômio de grau d< m, então o número de soluções N( f )

para:

f (x1, x2, ..., xm) = 0 (B.70)

com x1, x2, ..., xm ∈ F, é divisı́vel por p.

Para cadam-uplax ∈ Fm, tem-se:
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1− f (x)q−1 =


1, se f (x) = 0

0, caso contrário.
(B.71)

pois o corpoF possuiq elementos, sendo assim, para qualquer elemento não nulo

x ∈ F, tem-sexq−1 = 0. Somando todos 1− f (x)q−1 sobre todosx ∈ Fm, obtém-se o

número de soluçõesN( f ):

∑

x
(1− f (x)q−1) = qm−

∑

x
f (x)q−1

= −
∑

x
f (x)q−1 modp

= N( f ) modp (B.72)

Então, para provar o Teorema de Chevalley-Warning, basta provar que para qual-

quer polinômio de grau< m, tem-se:

∑

x∈Fm

f (x)q−1 = 0 (B.73)

O polinômio f (x)q−1 possui graud(q − 1), lembrando qued é o grau def (x),

Teorema B.3.2. Assim, o polinômiof (x)q−1 é uma combinação linear de monômios

com graus menores ou iguais ad(q− 1). Sem(x) = xe1
1 ...x

em
m for um desses monômios:

∑

x
m(x) =

m∏

i=1

∑

x∈F
xei (B.74)

Se houver algumej = 0:

m∏

i=1

∑

x∈F
xei =


m∏

i=1,i, j

∑

x∈F
xei

 (1+ 1+ ... + 1)︸             ︷︷             ︸
soma dequns

= 0 (B.75)

pois a soma deq uns resulta (1+ 1+ ... + 1) = 0 modp.

Por outro lado, se nenhumei = 0, pelo menos um dosei estará na faixa 1≤ ei <

q− 1, poise1 + ... + em ≤ d(q− 1) < m(q− 1). Fazendox = α, uma raiz primitiva em
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F, a soma
∑

x∈F xei será:

q−2∑

j=0

α jei = 1+ αei + α2ei + ... + α(q−2)ei (B.76)

que é uma série geométrica. Desse modo:

q−2∑

j=0

α jei =
αei (q−1) − 1
αei − 1

=
1− 1
αei − 1

= 0 (B.77)

Portanto, em todos os casos a soma
∑

x∈F xei será zero, conseqüentemente,f (x)q−1

= 0. Então,N( f ) modp = −∑
x f (x)q−1 = 0, ou seja, o número de soluçõesN( f )

de f (x1, x2, ..., xm) = 0 é divisivel porp, o que prova o Teorema B.3.2 de Chevalley-

Warning.

Para qualquer forma quadráticaQ =
∑

ai j xi xj tem-seQ(0, 0, ..., 0) = 0. Uma

forma quadrática é um caso particular de polinômio quadrático f . Então, com o Te-

orema B.3.2 de Chevalley-Warning, pode-se afirmar queQ(ξ1, ξ2, ..., ξm) = 0, com

m > 2, paraN( f ) casos diferentes de (ξ1, ξ2, ..., ξm), comN( f ) divisı́vel porp, ondep

é a caracterı́stica do corpoF. Então, existem pelo menosp − 1 vetores (ξ1, ξ2, ..., ξm)

para os quaisQ(ξ1, ξ2, ..., ξm) = 0, além do (0, 0, ..., 0). Com isso, segue o Corolário:

Corolário B.3.2 Em qualquer corpo finito, uma forma quadrática com m≥ 3variáveis

representa zero.

Com essa afirmação, a forma quadráticaQ′ do Corolário B.3.1, a qual não repre-

senta zero, deve ser dem≤ 2 variáveis.

Considerando apenas o corpo binárioGF(2), a forma quadráticaQ =
∑

ai j xi xj,

como definida anteriormente, teráai j = 0 ou 1. Assim, a única forma quadrática com

m= 1 variável é:

Q1(x) = x2 (B.78)
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Pode-se observar que no corpo binárioGF(2) não faz sentido um elemento com

expoente,x2, pois, 1× 1 = 1 e 0× 0 = 0. Assim:

Q1(x) = x (B.79)

Claramente,Q1(x) não representa zero, poisQ1(x) = 0 apenas parax = 0.

As formas quadráticas comm= 2 variáveis são:

Q2(x) = x2 + xy= x+ xy

Q′2(x) = x2 + y2 = x+ y

Q′′2 (x) = xy+ y2 = xy+ y

Q′′′2 (x) = x2 + xy+ y2 = x+ xy+ y (B.80)

A forma quadráticaQ2(x) representa zero, pois sex = 1 ey = 1, Q2(1, 1) = 0. A

mesma observação vale paraQ′ e Q′′, ou seja,Q′2(1, 1) = 0 e Q′′2 (1, 1) = 0. Somente

Q′′′2 (x) é uma forma quadrática emGF(2) que não representa zero.

Então, considerando o corpo binárioGF(2), tem-se do Corolário B.3.1, do Co-

rolário B.3.2 e das observações anteriores que:

Q = x1x2 + x3x4 + ... + x2s−1x2s + Q′(x2s+1, ..., xm) (B.81)

ondeQ′ poderá ser:

• De 1 váriável param ı́mpar, resultando emQ′ = Q1(x) = xm e s= m−1
2 ;

• De 2 variáveis param par, resultando emQ′ = Q2(x) = xm−1 + xm−1xm + xm e

s= m−2
2 ;

• Ou ainda param par,Q′ = 0 es= m
2 .

Com essa análise pode-se enunciar o Teorema:

Teorema B.3.3 Toda forma quadrática não singular em m variáveis sobre GF(2)pode
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ser escrita, com transformação linear das variáveis, como:

x1x2 + x3x4 + ... + xm−2xm−1 + xm (B.82)

para m ı́mpar. Para m par, pode ser escrita como:

x1x2 + x3x4 + ... + xm−1xm (B.83)

ou

x1x2 + x3x4 + ... + xm−1xm + xm−1 + xm (B.84)

Define-serank de Q, dado porr, como o menor número de variáveis no qualQ

pode ser expresso, através de transformações lineares não singulares de variáveis. Ou

seja,Q(x1, x2, ..., xm) = Q′(x′1, x
′
2, ..., x

′
r). SeQ for uma forma quadrática, é claro que

Q′ será também uma forma quadrática. Com essa definição e com o Teorema B.3.3,

pode-se afirmar:

Corolário B.3.3 Toda forma quadrática em m variáveis (singular ou não) sobre GF(2)

é equivalente a alguma das formas abaixo:

x1x2 + x3x4 + ... + x2s−1x2s + x2s+1 (caso derank r = 2s+ 1 )

x1x2 + x3x4 + ... + x2s−1x2s (caso derank r = 2s)

x1x2 + x3x4 + ... + x2s−1x2s+ x2s−1 + x2s (caso derank r = 2s) (B.85)

onde s= ⌊r/2⌋.

Considere o caso:

Q(a1 + b1, a2 + b2, ..., am+ bm) = Q(a1, a2, ..., am) (B.86)

Se orank de Q for ı́mpar, conforme o Corolário B.3.3,Q pode ser transformado

emx1x2 + x3x4 + ... + x2s−1x2s + x2s+1. Assim, (B.86) pode ser reescrito como:

(a1 + b1)(a2 + b2) + (a3 + b3)(a4 + b4) + ...

... + (a2s−1 + b2s−1)(a2s + b2s) + (a2s+1 + b2s+1) =

= a1a2 + a2a3 + ... + a2s−1a2s+ a2s+1
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(a1b2 + a2b1 + b1b2) + ...

... + (a2s−1b2s+ a2sb2s−1 + b2s−1b2s) + b2s+1 = 0 (B.87)

para todo (a1, a2, ..., am). Na condição particular de (a1, a2, ..., am) = (0, 0, ..., 0), para

que (B.87) seja verdade, tem-se necessariamente que:

b1b2 + ... + b2s−1b2s + b2s+1 = 0 (B.88)

Combinando (B.88) e (B.87):

(a1b2 + a2b1) + ... + (a2s−1b2s + a2sb2s−1) = 0 (B.89)

para todo (a1, a2, ..., am). Isso ocorrerá se e somente seb1 = b2 = ... = b2s = 0, que

combinado com (B.88), resulta emb2s+1 = 0. Ou seja, o caso (B.86) só ocorre para

todos (a1, a2, ..., am) se e somente seb1 = b2 = ... = b2s = b2s+1 = 0.

Existem exatamente 2m−2s−1 vetores (0, 0, ..., 0, b2s+2, b2s+3, ..., bm), com orank de

Q é igual ar = 2s+ 1 (r um inteiro ı́mpar), tais que satisfazem a condiçãob1 = b2 =

... = b2s= b2s+1 = 0 para que (B.86) ocorra.

Com a análise de (B.86) provou-se o Corolário:

Corolário B.3.4 Se Q(x1, x2, ..., xm) é uma forma quadrática em GF(2) com rank r,

então o número de vetores(b1, b2, ..., bm) tais que:

Q(a1 + b1, a2 + b2, ..., am+ bm) = Q(a1, a2, ..., am) (B.90)

para todos os2m vetores(a1, a2, ..., am) é2m−r .

Observa-se que parar par o Corolário não está provado, porém a metodologia é

análoga à apresentada parar ı́mpar. Ser é par,Q pode ser transformado emx1x2 +

x3x4+ ...+ x2s−1x2s ou x1x2+ x3x4+ ...+ x2s−1x2s+ x2s−1+ x2s. Considerando o primeiro

caso,Q de (B.86) torna-se:

(a1 + b1)(a2 + b2) + (a3 + b3)(a4 + b4) + ...
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... + (a2s−1 + b2s−1)(a2s + b2s) =

= a1a2 + a3a4 + a5a6 + ... + a2s−1a2s

(a1b2 + a2b1 + b1b2) + ... + (a2s−1b2s+ a2sb2s−1 + b2s−1b2s) = 0 (B.91)

para todo (a1, a2, ..., am). Se (a1, a2, ..., am) = (0, 0, ..., 0), de (B.91) tem-se:

b1b2 + b3b4 + ... + b2s−1b2s = 0 (B.92)

Da expressão acima e (B.91) conclui-se, como anteriormente, que:

(a1b2 + a2b1) + ... + (a2s−1b2s + a2sb2s−1) = 0 (B.93)

para todo (a1, a2, ..., am). Ou seja, o caso (B.91), analogamente ao anterior, só ocorre

para todos (a1, a2, ..., am) se e somente seb1 = b2 = ... = b2s = 0.

Analogamente ao caso der ı́mpar, existem exatamente 2m−2s vetores (0, 0, ..., 0,

b2s+1, b2s+2, ..., bm), com orank deQ igual ar = 2s (r um inteiro par), tais que satisfa-

zem a condiçãob1 = b2 = ... = b2s = 0 para que (B.91) ocorra, o que está de acordo

com o Corolário B.3.4.

Finalmente, para terminar a prova do Corolário B.3.4 deve-se ainda considerar o

caso der par eQ transformado emx1x2+x3x4+ ...+x2s−1x2s+x2s−1+x2s. Considerando

esse caso em (B.86), tem-se:

(a1 + b1)(a2 + b2) + (a3 + b3)(a4 + b4) + ...

... + (a2s−1 + b2s−1)(a2s + b2s) + (a2s−1 + b2s−1) + (a2s + b2s) =

= a1a2 + a3a4 + a5a6 + ... + a2s−1a2s

(a1b2 + a2b1 + b1b2) + ... + (a2s−1b2s+ a2sb2s−1 + b2s−1b2s) + b2s−1 + b2s = 0 (B.94)

Analogamente aos casos anteriores (r ı́mpar er par) a condição de (a1, a2, ..., am) =

(0, 0, ..., 0) implica emb1 = b2 = ... = b2s = 0. E dessa, conclui-se que:
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(a1b2 + a2b1) + ... + (a2s−1b2s + a2sb2s−1) = 0 (B.95)

para todo (a1, a2, ..., am). Novamente, o caso (B.94), igualmente ao anterior, só ocorre

para todos (a1, a2, ..., am) se e somente seb1 = b2 = ... = b2s = 0.

Então, existem exatamente 2m−2s vetores (0, 0, ..., 0, b2s+1, b2s+2, ..., bm), com orank

deQ igual ar = 2s (r um inteiro par), tais quais satisfazem a condiçãob1 = b2 = ... =

b2s= 0 para que (B.94) ocorra. Assim, está provado o Corolário B.3.4.
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Apêndice C -- Seq̈uências polif́asicas

C.1 Faḿılia LCZ-GMW polif ásica

As seqüências LCZ-GMW polifásicas foram propostas em (TANG; FAN, 2001b). O al-

goritmo de construção dessas seqüências é semelhanteaos apresentados na seção 2.1.6.

A diferença resume-se em utilizar SMC sobreGF(p) com p , 2 dada genericamente

por {st} = {Trn
1(α

t)}, ondeα é elemento primitivo deGF(pn). Vale lembrar quep deve

ser primo (seção B.1.3). As caracterı́sticas de SMC sobreGF(p) com p , 2, bem

como as caracterı́sticas de uma famı́lia LCZ-GMW polifásica não serão demonstradas

aqui.

A função de correlação periódica par para seqüências x = {x0, x1, ..., xN−1} e y =

{y0, y1, ..., yN−1}, comxi e yi ∈ GF(p), de uma famı́lia LCZ-GMW polifásica será:

θ(x, y, τ) =



N se τ = 0 e x = y

pn−m − 1+ pn−mθ(u, v, d) se τ = 0 modT e τ , 0

−1 caso contrário

(C.1)

ondeN = pn − 1 é comprimento das seqüênciasx ey; u ev são formadas por SMC de

comprimentopm − 1;T = pn−1
pm−1.

De (C.1) verifica-se que a zona de correlação reduzida ser´aLCZ = T −1 = pn−1
pm−1−1.

Assim como para as seqüências LCZ-GMW binárias, não existe uma expressão

para o número de seqüências em um conjunto LCZ-GMW, porém, o limite de Tang-

Fan (1.98) é uma medida razoável:

K ≤ N2 − 1
(LCZ + 1)(N − 1)

(C.2)



C.2 Famı́lia ZCZ quadrifásica 224

Em (TANG; FAN, 2001b) foi mostrado que, parap = 3, m = 3 e n = 6, têm-se

N = 728,LCZ = 27 eK = 18. A desigualdade (C.2) forneceK < 26, 0357.

C.2 Faḿılia ZCZ quadrif ásica

Seqüências ZCZ quadrifásicas1, são obtidas com o mesmo método apresentado na

seção 2.2.3 utilizando como sementes pares complementares quadrifásicos (FAN; HAO,

2000). A seguir são apresentados alguns exemplos (FAN; HAO, 2000):

[X0,Y0] = [0 3]

[X0,Y0] = [010 002]

[X0,Y0] = [010 002]

[X0,Y0] = [01321 00013]

[X0,Y0] = [0313210121 0301230303]

[X0,Y0] = [0001200302031 0122212003203]

[X0,Y0] = [01212123210103210303032301 01212123210123032121210123]

(C.3)

onde agora−F = (F + 2) mod 4.

As seqüências obtidas sãoai =

{
exp

( √
−1πai j

2

)}
=

{
W

ai j

4

}
, ondeai j são elementos da

i-ésima linha ej-ésima coluna deFn e Wp = exp
( √
−12π
p

)
. O conjunto de seqüências

ZCZ quadrifásicas possuiN = 22n+m−t+1N0, ondeN0 é o comprimento deX0 e Y0,

K = 2n+1 eZCZ ≤ 2n+m−t−1.

C.3 Faḿılia PS

Foram propostos vários métodos de construção de conjuntos de seqüências polifásicas

ortogonais generalizadas utilizando a matriz de transformada discreta de Fourier (dis-

crete Fourier transform, DFT) (SUEHIRO; HATORI, 1988) (SUEHIRO, 1994) (SU-

EHIRO, 1996). Em (PARK et al., 2000) foi proposto também um conjunto de seqüências

1os chips pertencem ao conjunto{0, 1, 2, 3}
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ortogonais denominadoPark-Park-Song-Suehiro (PS) sequence. A função de autocor-

relação periódica par fora da origem para essas seqüências assume valor zero, exceto

em intervalos periódicos, e a função de correlação cruzada periódica par assume valor

zero para qualquer atraso. Neste trabalho, não são derivadas as funções de correlação

para esse conjunto. Será apenas apresentado o método de geração e algumas carac-

terı́sticas.

C.3.1 Construç̃ao de uma faḿılia PS

A matriz DFTNF × NF com ı́ndicem é definida como:

F(NF ,m) =
[
W−klm

NF

]
(C.4)

ondem é um número natural;k, l = 0, 1, ..,N − 1 eWNF = e
2π j
NF ,com j =

√
−1.

A matriz diagonalD ({xl}) da seqüência{xl} é definida como:

D ({xl}) = diag({xl}) (C.5)

As funções quocientequoe resı́duoressão definidas como:

quo(ς, κ) = q

res(ς, κ) = r (C.6)

ondeς eq são inteiros,κ é um número natural, eς = qκ + r comr = 0, 1, ..., κ − 1.

Definem-se os sı́mbolos básicos comoNb sı́mbolosκi, i = 0, 1, ...,Nb − 1, todos

com mesma magnitude (sem perda de generalidade, pode-se assumir κi localizados no

cı́rculo unitário do plano complexo). Primeiramente uma seqüência é gerada a partir

dosκi ’s. Para um conjunto{κi}, e 1 ≤ m ≤ Nb − 1, define-se a matriz de seqüência

básica ortogonalG de dimensãoNb × Nb como:

G = F(Nb,−m)D({κi}) (C.7)

Genericamente, uma seqüência básica ortogonal{gp} de comprimentoN2
b é defi-
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nida como:

gp = GQ(p,Nb),R(p,Nb)

= βR(p,Nb)W
Q(p,Nb)R(p,Nb)m
Nb

(C.8)

ondep = 0, 1, ...,N2
b − 1 eGa,b denota o elemento daa-ésima linha eb-ésima coluna.

Utilizando a seqüência básica ortogonal{gp}, obtém-se a matrizH de dimensãoN×K:

H =
[
hi,k

]

hi,k =

N2
b−1∑

p=0

gpδ(i − k− pK) (C.9)

ondeN = KN2
b, K é um número natural eδ função delta de Kronecker. A primeira

coluna deH é composta deg0 seguido porK − 1 zeros,g1 seguido porK − 1 zeros,

atégN2
b−1 seguido porK − 1 ”0”s. As outras colunas deH possuem o vetor da primeira

coluna deslocado.

Finalmente, a matriz de seqüência PS,PS, de dimensãoN × K é definida como:

PS = [cl,k] =
1
Nb

F(N,−1)H (C.10)

A seqüência{cl,k}, com l = 0, 1, ...,N − 1, a qual é uma coluna dePS, é chamada

de seqüência PS.

C.3.2 Caracteŕısticas da faḿılia PS

O método de construção de seqüências PS apresentado aqui (método I de (PARK et al.,

2000)) garante que a função de correlação cruzada peri´odica par será zero, indepen-

dente do deslocamento e demais parâmetros utilizados na construção. O comprimento

das seqüências seráN = KN2
b , ondeNb é um número inteiro maior que 1, o qual repre-

senta o número de sı́mbolos básicos utilizados na construção, eK é igual ao número de

seqüências disponı́veis no conjunto PS. Diferentementeda função de correlação cru-

zada periódica par, a função de correlação cruzada periódica ı́mpar apresenta valores

não-nulos, como ilustrado na figura C.1.
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Figura C.1: Histograma da função de correlação cruzada ı́mpar no intervalo|d| < N
para o conjunto PS comK = 4 eNb = 3. N = 64.

A relação entre o máximo número de seqüências eN serámax{K}
N = max

{
1

N2
b

}
= 1

4

quando o número de sı́mbolos básicos for mı́nimo,Nb = 2.

Em um conjunto de seqüências PS, a função de autocorrelação periódica par apre-

sentará picos de magnitudeN quandoτ = iN2
b, i = 0, 1, 2, ...,K − 1. Para os demais

valores deτ, a função de autocorrelação periódica par assume valor zero. A carac-

terı́stica indesejável dos picos de EAC, quandoτ = iN2
b, com i = 1, 2, ...,K − 1, pode

ser amenizada, controlando-se o intervalo entre picos. Para tanto, deve-se obter um

compromisso entre a distância entre os picos da função deEAC e max{K}
N .

C.4 Faḿılia SP

Em (PARK et al., 2002), foi proposto um conjunto generalizado de seqüências po-

lifásicas ortogonais denominado PS. A função de correlação cruzada periódica par as-

sume valor zero, para qualquer argumento e a função de correlação cruzada periódica

ı́mpar assume valor máximo deN
π
, aproximadamente. No entanto, a função de auto-

correlação periódica parθ(c, c, d) assume valor máximo para vários valores ded.

C.4.1 Construç̃ao de uma faḿılia SP

O conjunto SPC = {ck}, composto deK seqüênciasck de comprimentoN, é definido

como:
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ck,l = (−1)lWlk
K+1 (C.11)

ondeN = 2(K + 1); l = 0, 1, ...,N − 1; Wl
K = WnK+l

K = ej 2πl
K com n inteiro; K é um

inteiro par.

Com algumas manipulações matemáticas, tem-se (PARK et al., 2002):

ck,l =Wp(l,k)
N (C.12)

ondep(l, k) = 2lk + (K + 1) · δ(R(l, 2)− 1) sendoδ a função delta de Kronecker.

C.4.2 Caracteŕısticas da faḿılia SP

O número de seqüências disponı́veis em um conjunto SP é dado porN−2
2 , conseqüen-

temente tem-semax{K}
N =

N−2
2
N =

1
2 −

1
N , tendendo a1

2 à medida que o comprimento da

seqüência aumenta.

A função de correlação cruzada periódica par para as seqüêncas PS é dada por

(PARK et al., 2002):

θi, j(τ) = (−1)τW−τi
K+1

N−1∑

l=0

Wl(i− j)
K+1 , i , j (C.13)

Observa-se que quandoi , j o somatório da equação (C.13) será zero se (i − j) ∈
{1, 2, ...,K − 1}. Dessa forma, a função de correlação cruzada periódica par assume

valor zero independente do valor deτ.

O máximo valor absoluto assumido pela função correlaç˜ao cruzada periódica ı́mpar

com (i − j) = cteé dado por (PARK et al., 2002):

Θi, j = max
τ

∣∣∣Θi, j(τ)
∣∣∣

∣∣∣Θi, j(τ)
∣∣∣ ≤ 2

∣∣∣∣∣∣∣

τ0−1∑

l=0

Wl(i− j)
K+1

∣∣∣∣∣∣∣
(C.14)

ondeτ0 =
⌊

K
2( j−i)

⌋
+ 1; ⌊x⌋ denota o maior inteiro igual ou menor quex. O maior
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valor assumido pela função de correlação cruzada peri´odica ı́mpar para um conjunto

SP,Θmáx = maxi, j Θi, j, ocorre quando (i − j) = 1 e nesse casoΘmáx = maxτΘi, j(τ) � N
π

(PARK et al., 2002).

A função de autocorrelação periódica par para as seqüências SP é:

θi,i(τ) = N × c(K−i+1),τ, 0≤ τ ≤ N − 1 (C.15)

Esse resultado pode ser rapidamente verificado fazendoi = j na equação (C.13):

θi,i(τ) = (−1)τW−τi
K+1

N−1∑

l=0

Wl(i−i)
K+1 = (−1)τW−τi

K+1N

= (−1)τWτ(K+1−i)
K+1 N (C.16)

Comparando as equações (C.11) e (C.16) obtém-se (C.15).

De (C.15), tem-se|θi,i(τ)| = N, para qualquer valor deτ. Isso é um inconveniente

para sistemas que operam em canal com multipercurso, pois a auto-interferência não

será combatida.

A função de autocorrelação periódica ı́mpar das seqüências SP é dada por (PARK

et al., 2002):

Θi,i(τ) =
(N − 2τ)

N
θi,i(τ), 0≤ τ ≤ N − 1 (C.17)

De (C.15), tem-se|θi,i(τ)| = N para qualquer valor deτ. Isso é um inconveniente

para sistemas que operam em canal com multipercurso, pois a auto-interferência não

será combatida quando sı́mbolos de informação consecutivos forem iguais. Quando

sı́mbolos consecutivos forem diferentes, de (C.17) tem-se|Θi,i(τ)| = |N − 2τ|, o qual

também pode assumir valores elevados dependendo deτ.
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Apêndice D -- O sistema LAS-CDMA e as

seq̈uências terńarias

O sistema LAS-CDMA (large area synchronized-code division multiple access) foi

desenvolvido pela empresa LinkAir (LINKAIR , 2003) com o objetivo de aprimorar o

desempenho do padrão de telefonia móvel celular cdma2000(ZENG; ANNAMALAI;

BHARGAVA , 2000). Existem perspectivas de adaptar esse novo sistema ao cdma2000

posicionando-o assim na geração 3,5 (3.5G) e quarta gerac¸ão (4G) de telefonia móvel

celular. Como o LAS-CDMA foi projetado para ser compatı́velcom o IS-95 e com

o cdma2000, a taxa de chip do LAS-CDMA é de 1, 2288Mchip/s e a banda ocupada

para a transmissão é de 1, 25MHz. O LAS-CDMA explora a caracterı́stica de orto-

gonalidade das seqüências de espalhamento para minimizar as interferências MAI e

SI e aumentar a capacidade do sistema CDMA. As famı́lias de seqüências utilizadas

possuem uma zona de correlação aperiódica nula também chamada de janela livre de

interferência (interference free window, IFW) (LI , 2003):

IFW =

= max{Z : |C(u, v, d)| = 0, onde (|d| ≤ Z e u , v) ou (0< |d| ≤ Z e u = v)}

(D.1)

ondeu ev são as seqüências consideradas.

Observe que o conceito de IFW é diferente da ZCZ. A IFW refere-se à correlação

aperiódica e a ZCZ refere-se à correlação periódica.

Uma famı́lia de seqüências, denominada LA, possui a função de reduzir a inter-

ferência entre células adjacentes. Outra famı́lia de seqüências, chamada de LS, é usada

para o espalhamento, ou seja, para multiplexar os sinais dosusuários. A combinação
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adequada das famı́lias LA e LS produz a famı́lia LAS, a qual éutilizada no sistema

LAS-CDMA

O canal direto é sı́ncrono por natureza e, portanto, a IFW será responsável por

minimizar a auto-interferência. O canal reverso mantém quase sincronizados os sinais

dos usuários. Assim, a IFW será responsável por minimizar a interferência de múltiplo

acesso (MAI) e a auto-interferência (SI).

Se os atrasos entre os sinais dos usuários estiverem confinados em um intervalo

que represente um deslocamento entre seqüências menor que a IFW, pode-se afirmar

que as interferências MAI e SI serão totalmente eliminadas. Para que isso ocorra é

necessário, além do sincronismo do canal reverso, ter um canal com espalhamento

máximo multipercurso limitado.

As seções seguintes apresentarão as famı́lias LS, LA e LAS.

D.1 Faḿılia LS

A famı́lia LS é construı́da, assim como a famı́lia ZCZ (seção 2.2.3), a partir de seqüên-

cias complementares. Porém, as seqüências complementares utilizadas, nesse caso,

são ternárias. Seqüências ternárias são compostas por três elementos: 0,−1 e 1. Para

obter uma famı́lia LS são necessários dois pares ortogonais de seqüências complemen-

tares.

Seja{c, s} um par de seqüências complementares. Em (GAVISH; LEMPEL, 1994)

foram apresentados pares de seqüências ternárias complementares que possuem o mı́-

nimo de elementos 0. Esses resultados são apresentados na tabela D.1.

Sejam dois pares ortogonais de seqüências complementares {c1, s1} e {c2, s2} com-

postos por seqüências de comprimentoN1. Em (TSENG; LIU, 1972) foi mostrado

que{s,−c}, ondes representa a seqüência reversa des (eq. (2.162)), será um par de

seqüências complementares ortogonal ao par{c, s}. Então, adota-se{c2 = s1, s2 = −c1}.
Seja também uma matrizN2 × N2 ortogonalHN2×N2. A tabela D.2 apresenta algumas

matrizes ortogonais ternárias obtidas de (XU; LI , 2003). Obtém-se um conjunto de

seqüências de comprimentoN1 · N2 a partir das linhas da matriz (XU; LI , 2003):
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Tabela D.1: Pares complementares ótimos.
Comprimento das Número Par complementar

seqüênciasN1 de zeros {c, s}
2 0 {++,+−}
3 1 {+ + −,− + 0−}
4 0 {+ + +−,+ + −+}
5 2 {+ + 0+ −,+ + 0− +}
6 2 {+ + − + 0+,+ + 0− +}
7 4 {− − +0− 0−,− − +0+ 0+ +−}
8 0 {− − − − − + +−,− − + + − + −+}
9 2 {+ + + − 0+ + − +,+ + + − 0− − + −}
10 0 {+ − − + − + − − −+,+ − − − − − − + +−}
11 6 {+ − + − 000+ + − +,+ − + − 000− − + −}
12 4 {+ + + − + + 00− − + −,+ + + − 00− + + + − +}
13 ≥ 4 {}
14 2 {+ + + + − + + − − + − + 0+,+ + + − − + + + − + − − 0−}


HN2×N2 ⊗ c1 HN2×N2 ⊗ s1

HN2×N2 ⊗ c2 HN2×N2 ⊗ s2

 (D.2)

onde⊗ denota a operação produto de Kronecker (MEYER, 2000).

O conjunto obtido é composto porK = 2N2 seqüências de comprimentoN =

N1N2. Prova-se que esse conjunto obtido possuiIFW = N1 − 1.

Conforme (D.2) a seqüência referente à linhai = (k1−1)N2+ℓ1−1, com 0≤ k1 ≤ 1

e 0≤ ℓ1 ≤ N2 − 1, será:

{([
ck1,0, ck1,1, ..., ck1,N1−1

] · hℓ1,0,
[
ck1,0, ck1,1, ..., ck1,N1−1

] · hℓ1,1, ...

...
[
ck1,0, ck1,1, ..., ck1,N1−1

] · hℓ1,N2−1
)

([
sk1,0, sk1,1, ..., sk1,N1−1

] · hℓ1,0,
[
sk1,0, sk1,1, ..., sk1,N1−1

] · hℓ1,1, ...
...

[
sk1,0, sk1,1, ..., sk1,N1−1

] · hℓ1,N2−1
)}

(D.3)

e a seqüência referente à linhaj = (k2−1)N2+ℓ2−1, com 0≤ k2 ≤ 1 e 0≤ ℓ2 ≤ N2−1,

será:

{([
ck2,0, ck2,1, ..., ck2,N1−1

] · hℓ2,0,
[
ck2,0, ck2,1, ..., ck2,N1−1

] · hℓ2,1, ...
...

[
ck2,0, ck2,1, ..., ck2,N1−1

] · hℓ2,N2−1
)

([
sk2,0, sk2,1, ..., sk2,N1−1

] · hℓ2,0,
[
sk2,0, sk2,1, ..., sk2,N1−1

] · hℓ2,1, ...
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...
[
sk2,0, sk2,1, ..., sk2,N1−1

] · hℓ2,N2−1
)}

(D.4)

Por conveniência da análise, divide-se cada seqüênciaLS em duas partes: uma

parte C, derivada das seqüênciasc1 e c2, e outra parte S, derivada das seqüênciass1 e

s2.

Define-se função de correlação aperiódica entre as seqüências LS{cisi} e {cjsj}
como:

Ci, j(τ) = C(ci , cj, τ) +C(si, sj , τ) (D.5)

Assim, a função de correlação aperiódicaCi, j(τ), com 0 < τ < N1, entre as

seqüências LS definidas em (D.3) e (D.4), será:

Ci, j(τ) =
N2−1∑

m=0

hℓ1,mh∗ℓ2,m

N1−τ−1∑

n=0

ck1,nc
∗
k2,n+τ +

N2−2∑

m=0

hℓ1,mh∗ℓ2,m+1

N1−1∑

n=N1−τ
ck1,nc

∗
k2,n+τ−N1

+

+

N2−1∑

m=0

hℓ1,mh∗ℓ2,m

N1−τ−1∑

n=0

sk1,ns∗k2,n+τ +

N2−2∑

m=0

hℓ1,mh∗ℓ2,m+1

N1−1∑

n=N1−τ
sk1,ns∗k2,n+τ−N1

= Ck1,k2(τ)
N2−1∑

m=0

hℓ1,mh∗ℓ2,m+Ck1,k2(−N1 + τ)
N2−2∑

m=0

hℓ1,mh∗ℓ2,m+1 (D.6)

Observe queCk1,k2(τ) = 0 e Ck1,k2(−N1 + τ) = 0, pois {c1, s1} e {c2, s2} foram

escolhidos ortogonais, então,Ci, j(τ) = 0.

Quandoτ = 0, tem-se:

Ci, j(0) = Ck1,k2(0)
N2−1∑

m=0

hℓ1,mh∗ℓ2,m (D.7)

Sek1 , k2, tem-seCk1,k2(0) = 0, pois, novamente,{c1, s1} e {c2, s2} escolhidos são

ortogonais. Assim, tem-seCi, j(0) = 0.

Seℓ1 , ℓ2, tem-se
∑N2−1

m=0 hℓ1,mh∗
ℓ2,m
= 0, pois a matrizHN2×N2 é ortogonal. Então,

Ci, j(0) = 0.

Quandoi = j, tem-sek1 = k2 e ℓ1 = ℓ2 = ℓ. Assim,Ci,i(τ) = Ck,k(0)|hℓ|2, onde

hℓ = {hℓ,0, hℓ,1, ..., hℓ,N2−1} com 0≤ ℓ ≤ N2 − 1 é aℓ-ésima linha da matriz ortogonal
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HN2×N2.

ComoCi, j(−τ) = C∗j,i(τ) (equação (1.45)), tem-se queCi, j(τ), para−N1 < τ < 0, é

igual aC∗j,i(τ), para 0< τ < N1. Então, para verificar queCi, j(τ) = 0, para−N1 < τ < 0,

basta seguir o procedimento anterior calculandoC∗j,i(τ), para 0< τ < N1.

Assim, verifica-se queCi, j(τ) = 0 para 0< |τ| < N1 exceto quandoi = j. Nesse

caso,Ci,i(τ) = Ck,k(0)|hℓ|2, ondehℓ é aℓ-ésima linha da matriz ortogonalHN2×N2. Então

o conjunto LS possuiIFW = N1 − 1.

O conjunto LS é comumente especificado por (K,N, IFW) = (2N2,N1N2,N1 − 1).

Uma seqüência resultante da concatenação das partes C eS das seqüências LS não

apresentará uma função de correlação dada por (D.5). Para que (D.5) ocorra, deve-se

inserir zeros, também chamados degaps, antes ou após as partes C e S, de forma que

Ci, j(τ) = C(ci , cj, τ) + C(si , sj, τ) para alguma faixa de valores deτ. Essa é a idéia

da construção das seqüências LAS. Uma seqüência LA especifica como cada uma das

partes C e S das seqüências LS e seusgapsdevem estar posicionados para formar uma

famı́lia LAS.

D.2 Faḿılias LA e LAS

As estações rádio base são distinguidas pelas seqüências LA. O LAS-CDMA utiliza

um conjunto de 16 seqüências LA (BROOKS, 2002). Uma seqüência LA e uma famı́lia

LS dão origem a uma famı́lia LAS utilizada para multiplexaros usuários em uma

célula.

Uma seqüência LAS é obtida da concatenação de 17 pares Ce S de uma seqüência

LS juntamente comgaps, organizados conforme os intervalos definidos pela seqüência

LA (ZHOU; LU, 2002). As outras seqüências LAS da mesma famı́lia são obtidas alte-

rando-se a seqüência LS. Famı́lias diferentes de seqüências LAS são obtidas alterando-

se as as seqüências LA (CONTI; GUNAWARDANA, 2003). Como existem 16 seqüências

LA, obtém-se 16 famı́lias de seqüências LAS.

Cada seqüência LA pode ser entendida como um conjunto de intervalos de compri-

mentos distintos. Esses intervalos especificam como devem estar posicionadas as par-

tes C e S das seqüências LS juntamente com osgapspara formar uma seqüência LAS.

A figura D.1 exemplifica como são inseridos osgapsnas partes C e S das seqüências
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LS. A figura D.2 mostra como é construı́da uma seqüência LAS.
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Figura D.1: Inserção degapsnas partes C e S das seqüências LS
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Figura D.2: Seqüência LAS

A tabela D.3 apresenta o tamanho de cada intervalo, dado em chips (ou elementos),

para uma seqüência LA (ZHOU; LU, 2002). Essa seqüência foi obtida por meio de uma

busca computacional exaustiva (BROOKS, 2002). Somando-se todos os intervalos da

seqüência LA tem-se um total de 24576 chips. As outras 15 seqüências LA são geradas

permutando-se os intervalos definidos para a seqüência LAda tabela D.3. A tabela D.4

apresenta através dos ı́ndices a permutação dos intervalos para formar as 16 seqüências

LA (CONTI; GUNAWARDANA, 2003).

O sistema LAS-CDMA utiliza uma famı́lia de seqüências LS de 128chips, sendo

64 na parte C e 64 na parte S. Essa famı́lia LS pode ser gerada conforme a seção D.1,

comN1 = 4 eN2 = 32, resultando em uma famı́lia composta porK = 64 seqüências de

comprimentosN = 128 eIFW = 3. Para formar uma seqüência LAS, cada intervalo

da seqüência LA é preenchido com os 128 chips de uma seqüˆencia LS restando chips

zero (gaps). As outras seqüências LAS da famı́lia são obtidas utilizando-se as demais

seqüências LS. Cada série de 128chipsdas seqüências LS modulam um sı́mbolo de

informação.

A tabela D.5 especifica o tamanho dogap C e dogap S, ou seja, o número de

zeros inseridos antes da parte C e antes da parte S, respectivamente, para cada um dos

17 pares C e S (ou intervalos da seqüência LA) (BROOKS, 2002). O menorgap é

composto por 4 zeros, o qual, aliado àIFW = 3 das seqüências LS, garante-se para

as seqüências LASIFW = 3. Assim, a função de correlação aperiódicaCi, j(τ) entre

seqüências LASci e c j de uma mesma famı́lia resultará zero para|τ| < 4 e i , j ou
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0 < |τ| < 4 e i = j. Devido a essa caracterı́stica das seqüências LAS, o sistema LAS-

CDMA elimina completamente a MAI e SI que seriam provocadas por sinais com

atrasos menores ou iguais a 3chips, em magnitude, em relação ao sinal de interesse.
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Tabela D.2: Matrizes ortogonais ternárias.
N2 Matrizes ortogonaisHN2×N2

1 +

2

[
+ +

+ −

]

3


+ + 0
+ − 0
0 0 +



4



+ + + −
+ − + +
+ + − +
+ − − −



5



+ + + − 0
+ − + + 0
+ + − + 0
+ − − − 0
0 0 0 0 +



6



+ + + − 0 0
+ − + + 0 0
+ + − + 0 0
+ − − − 0 0
0 0 0 0 + +
0 0 0 0 + −



7



+ + + − 0 0 0
+ − + + 0 0 0
+ + − + 0 0 0
+ − − − 0 0 0
0 0 0 0 + + 0
0 0 0 0 + − 0
0 0 0 0 0 0 +



8



+ + + − + − + +
+ + − + + − − −
+ − + + + + + −
+ − − − + + + −
+ + + − − + − −
+ + − + − + + +
+ − + + − − − +
+ − − − − − + −



Tabela D.3: Especificação de uma seqüência LA.
ı́ndice do 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
intervalo
tamanho 136 138 140 142 144 146 148 150 152 154 156 158 160 162 164 172 137



D.2 Famı́lias LA e LAS 238

Tabela D.4: Conjuntos de seqüências LA.
Seq. LA ı́ndice do intervalo

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 1 3 5 7 9 11 13 15
3 0 3 6 9 12 15 1 4 7 10 13 16 2 5 8 11 14
4 0 4 8 12 16 3 7 11 15 2 6 10 14 1 5 9 13
5 0 5 10 15 3 8 13 1 6 11 16 4 9 14 2 7 12
6 0 6 12 1 7 13 2 8 14 3 9 15 4 10 16 5 11
7 0 7 14 4 11 1 8 15 5 12 2 9 16 6 13 3 10
8 0 8 16 7 15 6 14 5 13 4 12 3 11 2 10 1 9
9 0 9 1 10 2 11 3 12 4 13 5 14 6 15 7 16 8
10 0 10 3 13 6 16 9 2 12 5 15 8 1 11 4 14 7
11 0 11 5 16 10 4 15 9 3 14 8 2 13 7 1 12 6
12 0 12 7 2 14 9 4 16 11 6 1 13 8 3 15 10 5
13 0 13 9 5 1 14 10 6 2 15 11 7 3 16 12 8 4
14 0 14 11 8 5 2 16 13 10 7 4 1 15 12 9 6 3
15 0 15 13 11 9 7 5 3 1 16 14 12 10 8 6 4 2
16 0 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

Tabela D.5: Gapsinseridos antes das 17 partes C e S das seqüências LS que
compõem as seqüências LAS.

ı́ndice 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
do intervalo

gapC 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 22 4
gapS 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 22 5
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Apêndice E -- Sistemas QS-CDMA com

detecç̃ao multiusuário

Em canais com desvanecimento multipercurso, a interferência presente na saı́da de um

correlacionador do detector Rake é composta pela MAI e pelaauto-interferência (self-

interference, SI). A SI, por sua vez, é composta de auto-interferência intersimbólica

(self intersymbol interference, SII), provocada por componentes multipercurso cor-

respondentes ao sı́mbolo anterior, e auto-interferênciade um mesmo sı́mbolo (self

current-symbol interference, SCI), provocada por componentes correspondentes ao

sı́mbolo corrente (WENG et al., 1999). O detector multiusuário (multi-user-detector,

MuD), utiliza informações dos demais usuários ativos, além de outras estimativas, para

cancelar a MAI e a SII presentes no sinal recebido. A SCI pode ser utilizada benefi-

camente na etapa combinação e decisão do sı́mbolo. Dessaforma, há um aumento na

capacidade dos sistemas de comunicação comparado à detecção convencional. Porém,

a complexidade de implementação é maior.

O MuD do tipo cancelador de interferência paralelo (paralell interference cancel-

ler, PIC) (VARANASI; AAZHANG , 1990) (ABRÃO, 2001) (WENG et al., 1999) estima

e subtrai a interferência simultânea e paralelamente para todos os usuários. Em um

MuD PIC, o primeiro estágio é um banco de correlacionadores como o do detector

Rake, os quais geram estimativas para os sinais de todos os usuários. No segundo

estágio, a MAI e a SII são reconstruı́das a partir das estimativas obtidas no estágio

anterior e subtraı́das do sinal recebido, produzindo o sinal do usuário de interesse adi-

cionado à interferência residual, devido ao cancelamento imperfeito e ruı́do térmico.

Esse processo pode ser repetido em múltiplos estágios, passando o sinal do usuário de

interesse, mais a interferência residual, por um segundo banco de correlacionadores, e

posterior cancelamento paralelo.

O cancelador de interferência com decisão abrupta (paralell interference canceller
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with hard decision, PIC-HD) multiestágio descrito aqui remove a interferência a partir

das estimativas da auto-interferência intersimbólica (SII) e da MAI emS estágios,

figura E.1. No primeiro estágio,s = 1, as estimativas são obtidas das saı́das dos

correlacionadores, estágios= 0. Considerando a modelagem da seção 1.1, a SII sobre

o ℓ-ésimo componente multipercurso dok-ésimo usuário é obtida de (1.11) e (1.33)

comb(0) = 0:

S IIk,L =



∑L
L=1

√
P
2αLb(−1)

k Rk,k(τk,L)cos(φk,L), paraτk,L ≥ 0
∑L
L=1

√
P
2αLb(1)

k R̃k,k(τk,L)cos(φk,L), paraτk,L < 0
(E.1)

A estimativa para aS IIk,L, obtida nos-ésimo estágio de cancelamento, pode ser

escrita como:

Ŝ IIk,L(s) =



∑D
L=1

√
P̂
2 α̂Lb̂(−1)

k (s− 1)R̂k,k(τ̂k,L)cos(φ̂k,L), paraτ̂k,L ≥ 0
∑D
L=1

√
P̂
2 α̂Lb̂(1)

k (s− 1) ˆ̃Rk,k(τ̂k,L)cos(φ̂k,L), paraτ̂k,L < 0
(E.2)

ondeD representa o número de correlacionadores do receptor paracada usuário, tam-

bém chamado de diversidade Rake e cujos parâmetros a seremestimados para todos

os usuários em um sistema real incluem: coeficiente de canal, α̂, potência,P̂, atrasos,

τ̂, (e portanto correlações,̂R), fase,ϕ̂, e os bits obtidos no estágio de cancelamento

anterior,b̂(.)(s− 1).

A estimativa para a MAI,̂I (i)
ℓ,k(s), obtidas nos-ésimo estágio de cancelamento pode

ser escrita como:

Îk,ℓ(s) =
U∑

(u=1, u,k)

D∑

L=1

√
P̂
2
α̂L Ĵu,L(s)cos(φ̂u,L) (E.3)

onde:

Ĵu,L(s) =


b̂(−1)

u (s− 1)R̂u,k(τ̂u,L) + b̂(0)
u (s− 1) ˆ̃Ru,k(τ̂u,L), paraτ̂u,L ≥ 0

b̂(0)
u (s− 1)R̂u,k(τ̂u,L) + b̂(1)

u (s− 1) ˆ̃Ru,k(τ̂u,L), paraτ̂u,L < 0
(E.4)
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A saı́da dos-ésimo estágio PIC, considerando oℓ-ésimo componente multiper-

curso dok-ésimo usuário para o bit de interesse, figura E.1, resulta:

ẑk,ℓ(s) = ẑk,ℓ(0)− Ŝ IIk,ℓ(s) − Îk,ℓ(s)

=

√
P
2αℓTb(0)

k + S Ik,ℓ − Ŝ IIk,ℓ(s)+

+Ik,ℓ − Îk,ℓ(s) + nk,ℓ

(E.5)

Finalmente, realiza-se a combinação de razão máxima (MRC) para os sinais dos

D correlacionadores, seguida da decisão abrupta:

ŷk(s) =
D∑

ℓ=1

ℜ {
ẑk,ℓ(s)α̂ℓ

}
(E.6)

b̂(0)
k (s) = sign(ŷk(s)) (E.7)

A seguir são apresentadas algumas simulações de sistemas QS-CDMA de taxa

única utilizando as seqüências binárias descritas anteriormente (WH, QS, Lin-Chang,

LCZ e ZCZ).

E.1 Resultados Nuḿericos

Objetivando uma adequada comparação de desempenho entreos vários sistemas QS-

CDMA, os conjuntos de seqüências utilizados nas simulações Monte-Carlo foram es-

colhidos de forma a resultar em carregamentos os mais similares possı́veis. Para o

conjunto Lin-Chang, foi adotadom = 3 e n = 2m. O polinômio primitivo utili-

zado para a construção do corpoGF(26) foi x6 + x5 + x2 + x + 1. No cálculo de de-

sempenho, a cada iteração sorteiam-se quatro seqüências dentre as cinco disponı́veis.

No conjunto LCZ-GMW, adotou-sep = 2, n = 6, m = 3 e o polinômio primitivo

x6 + x5 + x2 + x+ 1 para a construção do corpoGF(26). Para o conjunto ZCZ foi ado-

tadom= 4, n = 1 et = 1, resultando em um conjunto de 4 seqüências de comprimento

N = 64 eZCZ = 9. O conjunto de seqüências QS escolhido é derivado do conjunto

Gold(203, 277). Desse conjunto de Gold, obtém-se 4 subconjuntos compostos de 8

seqüências QS de comprimentoN = 127 com propriedadeQOQS(5). Arbitrariamente

escolheu-se o subconjuntoQ1, uma vez que todos os 4 subconjuntos apresentam pro-

priedades de correlação similares. Para o WH foi adotadoN = 64 sendo que no cálculo
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Îk,D(1)+ Ŝ IIk,D(1)

b̂(0)
k (1)
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ẑk,D(0)
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Figura E.1: Detector multiusuário PIC-HD pós-detecção.

de desempenho sorteiam-se 4 seqüências dentre as dispon´ıveis em cada iteração.

A tabela E.1 sintetiza os principais parâmetros dos conjuntos de seqüências previ-

amente escolhidos: o ganho de processamentoN, o número de usuários ativosU no

sistema, os valores máximos deθi, j(d) eΘi, j(d) com 0≤ d < N, o intervalo em que

a função ECC é mantida mı́nima e o máximo erro de sincronismo,τmax, sem ocorrer

problemas de sincronismo.

A tabela E.2 mostra o perfil atraso-potência adotado para análise de desempenho

em canal com desvanecimento Rayleigh multipercurso. Esse perfil, para ambiente

urbano tı́pico, foi baseado no estudo COST207 (STUBER, 2001) e possui um número
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Tabela E.1: Caracterı́sticas dos conjuntos de seqüências de espalhamento analisados.
Conjunto N U Load≃ max

∣∣∣θi, j(d)
∣∣∣ max

∣∣∣Θi, j(d)
∣∣∣ d|min

∣∣∣θi, j(d)
∣∣∣ τmax [Tc]

WH 64 4 0, 0625 64 32 0 < 1
Seqüência QS 127 8 0, 063 17 45 |d| ∈ [0; 2] < 127

Lin-Chang 63 4 0, 063 33 33 |d| ∈ [1; 8] < 63
LCZ-GMW 63 4 0, 063 33 29 |d| ∈ [0; 8] < 63

ZCZ 64 4 0, 0625 32 32 |d| ∈ [0; 8] < 64

reduzido de componentes multipercurso, visando amenizar acomplexidade e o tempo

de processamento computacional das simulações.

Tabela E.2: Perfil atraso-potência baseado no modelo COST207.
ℓ Atraso (∆ℓ) E

{
α2
ℓ

}

3 0Tc = 0s 0, 189
1 1Tc = 0, 260µs 0, 379
2 2Tc = 0, 520µs 0, 239
4 6Tc = 1, 562µs 0, 095
5 9Tc = 2, 343µs 0, 061
6 19Tc = 4, 947µs 0, 037

Nas simulações, foi considerado controle perfeito de potência. Foi considerada

estimativa perfeita de fase, potência, atraso e coeficiente de canal para todos os si-

nais que chegam ao receptor. Considerou-se freqüência daportadora fc = 2GHz,

velocidade do móvelv = 110km/h, resultando numa freqüência Doppler máxima de

fm = v
λc
= 203, 7Hz, e diversidade RakeD = 4, pois com 4fingersé possı́vel capturar

mais de 90% da energia total do sinal recebido. Os resultadosde desempenho foram

obtidos em termos de taxa de erro de bit (bit error rate, BER) média (BER).

As figuras E.2 a E.6 apresentam os resultados de desempenhoBER× Eb
N0

, onde

Eb = P · T, obtidos por simulação Monte-Carlo. Para as seqüências de comprimento

N = 63 eN = 64, considerou-seτmax = 2Tc e, para a seqüência de comprimentoN =

127, considerou-seτmax = 4Tc, resultando em atrasos máximos relativos praticamente

iguais para todas as simulações. O atraso máximo relativo é definido em função do

comprimento das seqüências:τmax % =
τmax

N × 100 [%], e permite comparar o efeito

do assincronismo de sistemas com seqüências de espalhamento de comprimentoN

distintos.

Para efeito de comparação, foi incluı́do nos gráficos o mesmo limite paraBER,

utilizado nos resultados da seção 2.3.1.

Os sistemas QS-CDMA com detecção multiusuário PIC-HD apresentam consi-
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Figura E.2: DesempenhoBER× Eb

N0
do receptor Rake MRC e receptor Rake

associado ao PIC-HD multiestágio utilizando o conjunto deseqüências ZCZ;
τmax = 2Tc.

derável melhoria de desempenho em relação à detecçãoconvencional (conjunto de

correlacionadores seguidos de combinador MRC).

Nos sistemas QS-CDMA com detector Rake MRC aqui analisados,o melhor de-

sempenho é obtido com o conjunto ZCZ, figura E.2, seguido pelos desempenhos obti-

dos com o conjunto LCZ-GMW, figura E.3 e com o conjunto de seqüências QS, figura

E.4. Já com o conjunto Lin-Chang, figura E.5, o desempenho doRake é insatisfatório

e próximo ao desempenho obtido com o conjunto WH, figura E.6.

O melhor desempenho do detector PIC-HD é obtido com o conjunto ZCZ, seguido

pelo desempenho obtido com o conjunto LCZ-GMW. Observa-se ainda os desempe-

nhos semelhantes para o PIC-HD obtidos com os conjuntos Lin-Chang e de seqüências

QS. Isso indica que o incremento na complexidade do algoritmo de detecção do MuD

PIC-HD, operando em canal com desvanecimento multipercurso, reduz ou mesmo

elimina pequenas diferenças de desempenho observadas como Rake MRC associ-

ado a esses dois conjuntos de seqüências. Finalmente, verifica-se que mesmo com a
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Figura E.3: DesempenhoBER× Eb

N0
do receptor Rake MRC e receptor Rake

associado ao PIC-HD multiestágio utilizando o conjunto deseqüências LCZ-GMW;
τmax = 2Tc.

utilização do detector PIC-HD, o desempenho obtido com o conjunto WH é insatis-

fatório (figura E.6).

Devido ao baixo carregamento utilizado nas simulações, limitado pelo conjunto

LCZ-GMW, um único estágio PIC-HD é suficiente para a obtenção de uma significa-

tiva melhoria de desempenho em relação ao receptor Rake MRC. Nessa condição de

baixo carregamento, verifica-se que não há ganho de desempenho com o aumento do

número de estágios PIC-HD.

A figura E.7 apresenta o desempenho médio em função do nı́vel de assincro-

nismo dos usuários em um receptor Rake MRC considerando os cinco conjuntos de

seqüências com carregamentos similares (tabela E.1). O conjunto ZCZ resultou em

melhor desempenho relativo. Praticamente para todo intervalo de atrasos analisado,

o desempenho médio manteve-se muito próximo ao desempenho limite(D = 4), indi-

cando uma relativa robustez do sistema contra erros de sincronismo (pelo menos até

16%), mesmo em canal com grande número de multipercursos.

Degradações progressivas no desempenho do receptor RakeMRC são verifica-
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das com a utilização dos conjuntos LCZ-GMW e QS, tanto em relação ao conjunto

ZCZ quanto ao aumento do erro de sincronismo. O conjunto WH resulta no pior de-

sempenho relativo, mantendo-se praticamente constante com o aumento do erro de

sincronismo.

0 4 8 12 16 20 24
10

−8

10
−7

10
−6

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

E
b
/N

0
 [dB]

B
E

R
 m

éd
ia

Rake MRC
PIC estágio 1
PIC estágio 2
PIC estágio 3
limite (D=4)
limite (D=6)

Figura E.4: DesempenhoBER× Eb

N0
do receptor Rake MRC e receptor Rake

associado ao PIC-HD multiestágio utilizando o conjunto deseqüências QS;
τmax = 4Tc.

Ao contrário do comportamento dos demais conjuntos, o Lin-Chang apresenta

melhoria de desempenho médio com o aumento doτmax %, tendendo ao desempenho

obtido com o conjunto QS. Isso é devido à caracterı́stica não-ótima para a correlação

cruzada do conjunto Lin-Chang em torno da origem (|τ| < 1) (LIN; CHANG, 1997).

Ao contrário do observado em canal de percurso único, a figura E.7 indica um

desempenho médio não-ótimo para o receptor Rake MRC com oconjunto WH na

condição de perfeito sincronismo,τmax % = 0, pois a caracterı́stica do canal multiper-

curso impossibilita a manutenção da ortogonalidade entre os sinais recebidos. Pro-

blema similar ocorre com a utilização do conjunto de seqüências QS. Por exemplo, a

boa caracterı́stica de ECC mı́nima, quando|τ| ≤ 2Tc, para o conjunto com propriedade

QOQS(5), utilizado nas simulações, são evidenciadas nos resultados de desempenho

em canal de percurso único (KURAMOTO; ABRÃO; JESZENSKY, 2002). No entanto,
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Figura E.5: DesempenhoBER× Eb

N0
do receptor Rake MRC e receptor Rake

associado ao PIC-HD multiestágio utilizando o conjunto deseqüências Lin-Chang;
τmax = 2Tc.

nos resultados em canal com desvanecimento multipercurso,essa boa caracterı́stica é

insuficiente devido aos diversos componentes multipercurso com atrasos elevados.

Finalmente, a figura E.8 apresenta os resultados de desempenho para os cinco con-

juntos de seqüências associado ao detector PIC-HD com 1 estágio de cancelamento em

função do erro de sincronismo percentual. Verifica-se que, para a mesma diversidade

Rake,D = 4, as diferenças de desempenhos com o MuD são minimizadas e, adicional-

mente, as respectivasBERresultam mais próximas do limite com diversidadeD = 4.

Nota-se que mesmo com o aumento do erro de sincronismo percentual, não houve

degradação do desempenho.

Com a escolha adequada do conjunto de seqüências para sistemas QS-CDMA, um

único estágio PIC-HD é suficiente para uma significativa melhoria de desempenho em

relação ao obtido com o receptor Rake MRC. Tal ganho de desempenho, acompanhado

de um pequeno incremento na complexidade do receptor e da disponibilidade de um

relativo controle de potência dos sinais recebidos, viabiliza a implementação do MuD

subtrativo do tipo PIC-HD na estação base do sistema QS-CDMA.
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= 16dBe diversas seqüências de espalhamento.



250

Apêndice F -- Procedimento de simulaç̃ao

Monte-Carlo

O método numérico Monte-Carlo foi utilizado neste trabalho para o cálculo daBER.

Cada simulação Monte-Carlo emula basicamente um transmissor DS/CDMA, um ca-

nal de comunicação e finalmente um receptor, conforme os modelos de sistemas ado-

tados. A seqüência de bits de informação, os atrasos, fases, amplitudes e demais

parâmetros envolvidos no sistema são escolhidos aleatoriamente conforme a distri-

buição adotada na modelagem do sistema. Nas simulações, foi considerado taxa de

amostragem do sinal igual a5Tc
. Dessa forma, o menor atraso entre os diversos multi-

percursos dos usuários ativos é deTc

5 .

A BER é obtida da relação entre o número de bits detectados comerro (Ne) e o

número de bits transmitidos (Nt):

BER=
Ne

Nt
(F.1)

O resultado mais confiável para aBERé obtido quando o número de bits transmi-

tidos tender ao infinito. Nesse caso, tem-se aBERestimada pelo método Monte-Carlo

igual àBERverdadeira (BERverd).

Em (JERUCHIM; BALABAN; SHANMUGAN, 1992), para o método de Monte-

Carlo de cálculo deBER, foi apresentada uma aproximação para o intervalo de con-

fiança normalizado:

P
[
y+ ≤ BER≤ y−

]
= 1− α

y± = 10−ν
1+

(
d2
α

2η

) 1±
(
4η
d2
α

+ 1

) 1
2



 (F.2)
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ondeNt = η10ν edα é escolhido de forma a satisfazer:

1√
2π

∫ dα

−dα

e
−t2
2 dt = 1− α (F.3)

A figura F.1 apresenta as curvas para intervalos de confiançade 90%, 95% e 99%.
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Figura F.1: Intervalos de confiança.

Considera-se razoável, para estimativa deBER, um intervalo de 95% de confiança

(JERUCHIM; BALABAN; SHANMUGAN, 1992):

1
2

BER≤ BERverd ≤ 2BER (F.4)

O intervalo 0, 55BER≤ BERverd ≤ 1, 8BERde 95% de confiança é obtido com

Nt =
10

BER
, conforme a figura F.1. Nos resultados de simulação Monte-Carlo deste

trabalho, considerou-se esse intervalo de confiança. Logo, nas simulações Monte-

Carlo, adotou-seNt ≥ 10
BER

.



252

Apêndice G -- Simulador de canal

Neste trabalho foi adotado um simulador de canal proposto em(SILVA; ABRãO; JES-

ZENSKY, 2004). Esse modelo produz múltiplas envoltórias Rayleigh com estatı́sticas

corretas e com menor esforço computacional quando comparado ao modelo de Jakes

modificado (ZHENG; XIAO, 2003) e ao modelo de Smith modificado (YOUNG; BEAU-

LIEU, 2000).

Um canal tı́pico de rádio móvel pode ser representado por coeficientes de canal

(ou coeficientes de transmissão), os quais representam a fase e amplitude do sinal

recebido quando transmite-se um sinal contı́nuo de amplitude unitária. Um processo

aleatório Gaussiano estacionário no sentido amplo pode ser usado para caracterizar os

coeficientes de transmissão:

c(t) = cR(t) + jcI (t) (G.1)

ondecR(t) ecI (t) para qualquert são variáveis aleatórias Gaussianas independentes.

As propriedades de (G.1) são (GANS, 1972):

E{c(t)} = E{cR(t)} = E{cI (t)} = 0 (G.2)

E{|c(t)|2} = 2E
{
(cR(t))2

}
= 2E

{
(cI (t))

2
}
= 2σ2 (G.3)

g(τ) = E{cR(t)cR(t + τ)} = E{cI (t)cI (t + τ)} = σ2J0(ωmτ) (G.4)

h(τ) = E{cR(t)cI (t + τ)} = −E{cI (t)cR(t + τ)} = 0 (G.5)

Rcτ = E{c(t)c∗(t + τ)} = 2σ2J0(ωmτ) (G.6)

Cci ,cj (τ) = E{ci(t)c
∗
j (t + τ)} − E{ci(t)}E{c∗j(t)} = 0, i , j (G.7)

ondeJ0(.) é a função de Bessel de primeira espécie e primeira ordem; ωm = 2π fm = v
λ

é o máximo deslocamento Doppler;v é a velocidade do móvel;λ é o comprimento de
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onda da portadora.

As propriedades (G.2), (G.4) e (G.6) mostram quec(t) é estacionário no sentido

amplo. A propriedade (G.5) mostra que as partes reais e imaginárias dec(t) são inde-

pendentes. Utilizando as propriedades (G.2), (G.3) e (G.2), mostra-se que o processo

c(t) possui fase∠c(t) com distribuição uniforme no intervalo [0; 2π) e módulo|c(t)|
compdf Rayleigh.

De (G.7) verifica-se que duas funções amostras são não correlacionadas. Esta

propriedade é necessária para a simulação de canais multipercurso, os quais foram

considerados neste trabalho.

Utilizando a seqüênciac[n] com comprimentoN para representarc(t) em tempo

discreto com perı́odo de amostragemTs =
1
fs
, em (SILVA; ABRãO; JESZENSKY, 2004)

foi apresentado o modelo:

c[n] = IDFT
{
|ST[k]|ejϕk

}

=
1
N

N−1∑

k=0

|ST [k]|ejϕke
j2πkn

N n = 0, 1, ...,N − 1 (G.8)

ondeϕ[k] = {ϕ0, ϕ1, ..., ϕk, ..., ϕN−1} é a seqüência de variáveis aleatórias independentes

uniformemente distribuı́das de 0 a 2π eST [k] = |DFT{c[n]}|:

|ST[k]| =



0, k = 0√(
2σ2N

Ts

)
1

π fm

√
1−

(
kTf
fm

)2
, 1 ≤ k ≤ Km − 1

√(
2σ2N
T f Ts

) (
1
2 − 1

π
arcsin

(
(Km−1)T f

fm

))
, k = Km

0, Km + 1 ≤ k ≤ N − 1− Km

|ST[N − k]|, N − Km ≤ k ≤ N − 1

(G.9)

ondeKm =
⌊

fm
fs

N
⌋
; T f =

1
T é o intervalo de freqüência entre duas amostras deST [k] e

T = NTs.

A soma de variáveis aleatórias independentes em (G.8) permite afirmar que, para

valores elevados deN, c[n] é um processo aleatório Gaussiano. Em (SILVA; ABRãO;

JESZENSKY, 2004), foi mostrado que as propriedades (G.2) a (G.7) são satisfeitas,
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sendo que as estatı́sticas temporais, realizadas em uma função amostra, são iguais às

estatı́sticas de conjunto, o que significa que o modelo é ergódico na média e autocor-

relação.
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de São Paulo, Março 2001.

ADACHI, F.; SAWAHASHI, M.; OKAWA, K. Tree-structured generation of
orthogonal spreading codes with different length for forward link of ds-cdma mobile
radio.Electronics Letters, v. 33, n. 1, p. 27–28, 1997.

BROOKS, S. A.Analysis of Large Area Synchronous Code-Division MultipleAccess
(LAS-CDMA). Dissertação (Mestrado) — Naval Postgraduate School, Monterey,
California, June 2002.

CANADEO, C. M.; TEMPLE, M. A.; BALDWIN, R. O.; RAINES, R. A. Code
selection for enhancing uwb multiple access communicationperformance using
th-ppm and ds-bpsk modulations.IEEE Transactions on Information Theory, IT-33,
n. 1, p. 116–123, 2003.

CONTI, P. G.; GUNAWARDANA, U. The use of permutations on LA codes.
Australian Telecommunications, Networks and ApplicationConference (ATNAC),
December 2003.

DENG, X.; FAN, P. Spreading sequence set with zero correlation zone.Electronics
Letters, v. 36, n. 11, p. 993–994, May 2000.

FAN, P.; HAO, L. Generalized orthogonal sequences and theirapplications in
synchronous cdma systems.IEICE Transactions on Fundamentals, E83, n. 11, p.
2054–2069, November 2000.

FAN, P. Z.; KUROYANAGI, N. S. N.; DENG, X. M. Class of binary sequences with
zero correlation zone.Electronics Letters, v. 35, n. 10, p. 777–779, May 1999.

GAMAL, A. A. E.; HEMACHANDRA, L. A.; SHPERLING, I.; WEI, V. K. Using
simulated annealing to design good codes.IEEE Transactions on Information Theory,
IT-33, n. 1, p. 116–123, 1987.

GAMES, R. A. Crosscorrelation of m-sequences and gmw-sequences with the same
primitive polynomial.Discrete Applied Mathematics, n. 12, p. 139–146, 1984.

GANS, M. J. A power-spectral theory os propagation in mobile-radio environment.
IEEE Transactions on Vehicular Technology, VT-21, n. 1, p. 27–38, February 1972.



Referências 256

GAUDENZI, R. de; ELIA, C.; VIOLA, R. Bandlimited quasi-synchronous CDMA:
A novel satellite access technique for mobile and personal communication systems.
IEEE Journal on Selected Areas in Communications, v. 10, n. 2, p. 328 – 343,
February 1992.

GAVISH, A.; LEMPEL, A. On ternary complementary sequences.IEEE Transactions
on Information Theory, v. 40, n. 2, p. 522–526, March 1994.

GOLAY, M. J. E. Complementary series.IEEE Transaction on Information Theory,
v. 7, p. 82–87, 1961.

GOLD, R. Optimal binary sequences for spread spectrum multiplexing. IEEE
Transactions on Information Theory, p. 619–621, October 1967.

GOLOMB, S. W.Shift Register Sequences. Revised. Laguna Hills, California: Aegean
Park Press, 1982.

GORDON, B.; MILLS, W. H.; WELCH, L. R. Some new differences sets.Canadian
Journal of Mathematics, v. 14, p. 614–625, 1962.

HARADA, H.; PRASAD, R. Simulation and Software Radio for Mobile
Communications. [S.l.]: Artech House, 2002.

ILTIS, R. A. Demodulation and code acquisition using decorrelator detectors for
QS-CDMA. IEEE Transactions on Communications, v. 44, n. 11, p. 1553–1560,
November 1996.

ILTIS, R. A.; MAILAENDER, L. Multiuser detection of quasisynchronous CDMA
signals using linear decorrelators.IEEE Transactions on Communications, v. 44,
n. 11, p. 1561–1570, November 1996.

JERUCHIM, M. C.; BALABAN, P.; SHANMUGAN, K. S.Simulation of
Commuication Systems. New York: Pleum Press, 1992.

JESZENSKY, P. J. E.CDMA (Code Division Multiple Access), DS/SS (Direct
Sequence Spread Spectrum) and Related Topics. September 2001. Notas de aula.

JOHANSSON, A.-L.Successive Interference Cancellation in DS-CDMA Systems.
Tese (Doutorado) — School of Electrical and Computer Engineering, Chalmers
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University of Technology, Göteborg, Sweden, November 1997.

PAPADIMITRIOU, C. H.; STEIGLITZ, K.Combinatorial Optimization: Algorithms
and Complexity. [S.l.]: Dover Publications, 1998.

PAPOULIS, A.Probability, Random Variables, and Stocastic Processes. 3rd. ed.
[S.l.]: Mc Graw-Hill, 1991. (Electrical engineering. Communications ans signal
processing).

PARK, S. I.; PARK, S. R.; SONG, I.; SUEHIRO, N. Multiple-access interference
reduction for QS-CDMA systems with a novel class of polyphase sequences.IEEE
Transactions on Information Theory, v. 46, n. 4, p. 1448–1458, July 2000.

PARK, S. R.; SONG, I.; YOON, S.; LEE, J. A new poliphase sequence with
perfect even and good odd cross-correlation functions for ds/cdma systems.IEEE
Transactions on Vehicular Technology, v. 51, n. 5, p. 855–866, September 2002.

PENG, D.; FAN, P. Generalised sarwate bounds on periodic autocorrelations and
cross-correlations of binary sequences.Electronics Letters, v. 38, n. 4, p. 1521–1523,
November 2002.

PENG, D.; FAN, P. Bounds on aperiodic auto- and cross-correlations of binary
sequences with low or zero correlation zone.Proceedings of the Fourth International
Conference on Parallel and Distributed Computing, Applications and Technologies,
2003, v. 38, p. 882–886, November 2003.



Referências 259

PENG, D.; FAN, P. Generalized sarwate bounds on the periodiccorrelation of
complex roots of unity sequences.IEEE Proceedings on 14th Personal, Indoor and
Mobile Radio Communications, 2003, v. 1, p. 449–452, September 2003.

PEPPER, J. W.; WASIL, B. L. G. ans E. A. Solving the traveling salesman problem
with annealing-based heuristics: A computational study.IEEE Transactions on
Systems, Man, and Cybernetics - Part A: Systems and Humans, v. 32, n. 1, p. 72–77,
January 2002.

PICKHOLTZ, R. L.; MILSTEIN, L. B.; SCHILLING, D. L. Spread spectrum for
mobile communications.IEEE Transactions on Vehicular Technology, v. 40, n. 2, p.
313–322, May 1991.

PRESS, W. H.; TEUKOLSKY, S. A.; VETTERLING, W. T.; FLANNERY,B. P.
Numerical Recipes in C: The Art of Scientifc Computing. [S.l.]: Cambridge University
Press, 1992.

PROAKIS, J. G.Digital Communications. 3th. ed. [S.l.]: McGraw-Hill, 1995.
(Electrical and Computer Engineering. Communications andSignal Processing).

SAITO, M.; YAMAZATO, T.; OKADA, H.; KATAYAMA, M.; OGAWA, A.
New quasi-synchronous sequences for CDMA slotted ALOHA systems.IEICE
Transactions on Fundamentals, E81-A, n. 11, p. 2274–2280, November 1998.

SAITO, M.; YAMAZATO, T.; OKADA, H.; KATAYAMA, M.; OGAWA, A.
Generation of sets of sequences suitable for multicode transmission in quasi-
synchronous CDMA systems.IEICE Transactions on Communications, E84-B, n. 3,
p. 576–580, March 2001.

SARWATE, D. V. Bounds on crosscorrelation and autocorrelation of sequences.IEEE
Transactions on Information Theory, IT-25, n. 6, p. 720–724, November 1979.

SCHOLTZ, R. A.; WELCH, L. R. GMW sequences.IEEE Transaction on Information
Theory, IT-30, n. 3, p. 548–553, 1984.
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