ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA ELETRONICA
LABORATORIO DE COMUNICACOESE SINAIS

PEE - 5869
TEORIA BASICA E APLICACOESDAS EQUENCIASDE CODIGOS

(Notas de allas obre: "Seqiiéncias Binérias. Principios Gerais e Caraderistices’, baseadas na dissertac® de
mestrado: " Sequéncias de Codigos para uso em Comunicac® pa Espalhamento Espedra”, de Angd A. G.
Martinez submetido & EPUSP-PEE, Areade Sistemas Eletronicos, defendida em 3/97 sob aientacé do pof.

P. J. E. Jeszensky)

DR. PAUL JEAN ETIENNE JESZENSKY
PROFESSOR ASSOCIADO
10/98



1-ALGUMAS DEFINICOES E PROPRIEDADESBASICAS

As gqiéncias binarias, também chamadas de palavras codigo ou apenas de addigos, so
vetores de comprimento fixo, sendo gue o comprimento €igua ao nimero de dementos do
vetor e serd denatado pa N. Os elementos do codigo pertencem a um conjurnto de q
elementos denominado ce dfabeto. Quando oalfabeto consiste de dois elementos apenas,
0 c6digo é denominado hinério e cala um de seus elementos € chamado ce bit. Os codigos
construidos com os elementos de um alfabeto que possia mais que dois e ementos S0
classficados como cédigos ndo hinédrios. Quando un codigo ndo binario € construido e
um alfabeto, ondk 0 nimero de dementos é uma poténcia de dais, q:2b com b um inteiro
positivo, cada demento do codigo tem uma representacé@® hinaria equivalente, consistindo
de b hits. Assm um cédigo ndo binario de N elementos pode ser mapeado pa um codigo

binério de (bN) bits.

Numa palavra adigo bindrio de comprimento N podem ser obtidas 2N palavras distintas e,

generaizando, @mraum afabeto de g e ementos podem ser obtidas g\ palavras distintas.

Um parémetro importante reladonado as qiéncias € 0 peso Hamming que mede o
ndmero de dementos ndo nuos numa seqiéncia esera denotado pa wH(.). Assm num
alfabeto hinario o peso Hamming coincide mm o ndmero de uns na seqiéncia, no entanto
se o0 dfabeto for ndo hindrio o peso Hamming serd cdculado através da subtrac@® do

nimero de dementos nulos do nimero total de dementos

Uma forma de comparac® entre duas sqiéncias € a denominada distdncia Hamming
dH(.,.), que mede a diferenca eitre duas sqiéncias pelo nimero de dementos, ou
posicles, divergentes entre & mesmas. Este parametro esta intimamente reladonado com a
funcdo de wrrelac® cruzada periddica que sera um dos principais fatores de mmparacé

entre addigos.

As operagdes aritméticas utilizadas em codigos binérios, sdo redizadas conforme &

convengdes da Algebra de Corpos Mateméticos (Algebra Abstrata), em particular as de
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maior interese sd0 as do Corpo e Galois (Galois Field), denotado pa GF(.). As

operagdes entre os elementos de um cddigo hinario sdo as abaixo descritas:

Adicao Multiplicacdo
+ 0 1 X 0 1
0 0 1 0 0 0
1 1 0 1 0 1

A tabela da aicdd também pode ser obtida por adicd mod2. As eqiéncias tratadas a
seguir serdo sempre & bindrias, consequentemente o conhedmento destas operagdes €
fundamental.

As sqiéncias bindrias ®r80 representadas por um vetor X ={X,,X,,...,Xy_,} , com x, U

{0,1} ou {-1,+1} conforme o caso, parai variando ce 0 até N-1 once N é o comprimento
da seqiéncia. Quando & elementos da seqiéncia forem +1 ou -1, a seqiiéncia é dita

polarizada e gpdarizacé® se da dravés daseguinte equivaléncia 1 - -1 e 0 o +1.

O produo escdar de duss quéncias x ey é definido pa (X,y) = X,.Yo+.ooo X1 Yyar- A

normade x, denctada por ||x|, é araiz quadrada positivado produo escdar (x,x).

Serd usado um operador TX para indicar um deslocamento ciclico de uma seqiéncia O
expoente k de T, indicara 0 nimero de deslocamentos ocorridos ©bre aseqiéncia original;
se este épositivo o0 ceslocamento € para a equerda ese negativo para adireita. Assm, pa
exemplo, T2X ={X ,,X4,....., Xp.1. X0, X, }, FEPresenta o deslocamento ciclico da seqiéncia x
duas casas para a sguerda e ©om s as comporentes que estavam no inicio passaram

parao final.

O periodo e uma seqiéncia x, € definido como sendo omenor inteiro pasitivo M, tal que
T"x =x. Namaioriados casos de interes 0 valor de M éigual ao de N, apesar de M poder
ser um divisor de N. Embora & sqiéncias T'x ,T'x sgam distintas, parai e diferentes
entre 0 e N-1, elas $0 denominadas de dclicamente equivalentes, dada asua origem

comum. Este fato € importante, pas os snais que cegam a um recetor num sistema



CDMA asdncrono, psaiem uma defasagem aeaodria sobre aqual ndo hd controle, em
principio. Assm a rececédo de dois sSnais com sequéncias ciclicamente ejuivalentes
poceria eventualmente ser confundda no receptor (ja em sistemas dncroncs agquelas
seqliéncias poderiam ser consideradas distintas). Estes deslocamentos sio0 também
denominados de fases da seqiéncia. Assm uma seqiéncia de periodo N posaue N fases

distintas.

Dada uma seqiéncia x ={x,,X,,...,Xy}, denomina-se seqiiéncia reversa (inversa ou ainda
redproca) de x a seqiéncia w ={X,_,Xy.,,---»X;, %o}, IStO & once o elemento w, =x,,, para
0<i<N-1 Paraum dado deslocamento da fase da seqiéncia w, pode-se cdcular a fase

corresponcente da seqiiéncia x através da seguinte formula:

(TkW)i = (T-kX)N-l-i =(T"* X) N1 (01

oncke o indice eterno ao parénteses, na expressio (01), refere-se @ i-6simo elemento da

seqiiéncia T*w.

Uma seqiiéncia y € denominada de uma dedmac® ¢, qinteiro, de uma seqiéncia Xx,

guandocada demento dey € tomado de g em g elementos de x, de forma dclica Asam:

X ={Xg, Xy, Xy} (02
y seraigua a:
y :{xo,xq,x2q ""’X((N—l).q)} (03

once os indices dey sGo modN; portanto (N-1)g modN=N-q, isto &, y,_, = x,

-q*

Dendta-se estadedmac® pa y=x[q], indicando que aseqiénciay é obtida por dedmacé®

g daseqiénciax, com g inteiro.



Dadas duas ®qiéncias x e y de comprimento igual a N, define-se como funcéo de
correlacé cruzada periodicadiscreta afuncéo 6, (¢) dadapor:

0,,(0)=(xTy), (0Z (04)

Deforma equivalente escreve-se amesma equaca para & duas sqiéncias

N-1

ex,y(g): zxi'yi+€1 etz (05)

1=0
once, pa definiGéo Y., = Yiivnmoan

Aplicandoa desigualdade de Cauchy |(x,y)| < [X] . | . tem-se:

0, () <[ - [Ty = ¥ - I (06)

A notac®d 0,, sera indistintamente representada anda por G(X,y), apenas por uma

guestdo de @nwveniéncia. Duas sqiéncias x e y sdo dtas ndo correladonadas, ou

ortogonais, se 6(x,y)(¢)=0 paratodo .

Apenas com estas defini¢bes pode-se provar ainda a seguintes relagdes:

B(x, Ty)() =6(x,y)(¢ +K) (07)
B(T'X, T*V)(¥) =08(x,y)(¢ +k —i) (08)
B(T*x)(£) =8(x)(¥) (09

A funcéo 6, ,(¢) € mnhedda cmo fungéo de aito correlacd e neste cao sera denotada

com apenas um unico indice, 6, (¢). Com estanotac@® pode-se verificar que:
0, (0) = (x,x) (10

0,(0)=8,(£+N) (11)



8,(£) =8,(~1) (12)
6, ()] <X = (x.x) =8,(0) (13)

A somatoria dos elementos de uma seqiéncia x qualquer é denotada por:

Z X = Nz_lxi (14)
e m estanotacd® pocke-se provar as eguintes identidades:

> 000 =(TX(3.9) (15
360000 (3 x)] (19

o)
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2-LIMITES PARA ASFUNCOES DE CORRELACA Q4,5

Segjam as eqléncias X, y, W, z e um inteiro n qualquer. As quatro fungdes de arrelacé®
cruzada 6, ,,9,,,9, ,,8, , obedecen a seguinte identidade:
N-1 N-1

Oy (D18, (E+MT=5 8, (0)[8,.(L+n)] (17)

¢=0

Destarelac® oltém-se & fguintes:

para z=y:
3 8, (D18, (1 +M]=Y 8, ()18,(+ )] (9

e desta Ultima, fazendo-se w=x:
N-1

Oy (D18, (£+N)] =Z_9x(€)-[9y(€+n)] (19

£=0

e gorase n=0:



Z

-1

0,,(0) —ze (£) 8,(£) (20

o~
1l

Das identidades anteriores pode-se derivar um limite inicia para a orrelac® cruzada

periddica glicando a desigua dade de Cauchy, expressio (06), tem-se:

6,,(0|<[6,(0.6,Q]

(21)

Aplicando-se ggora adesigualdade de Cauchy a equacé (20) tem-se:

N-1

o, S e.or ] ko @2

Destaforma pode-se chegar aum limite superior, bem como a um inferior, para & fungdes

de mrrelacé cruzada. Reescrevendo-se novamente (20) segue-se:

N-1

£=0

6,,(f =6,(08,0)+ Y 6,(1) 8,() (23

Assm temos a seguinte relac@® para o limite superior da fungcé de rrelacd cruzada
periddica

N-1

> [6,,, (] <6,(0), <0>+ﬁz|e <£)|ZDU aﬂe (£>|ZDU

(24
eparao limiteinferior:
> [6,, ()] 26,(0).6,(0)- ﬁge <£)|ZDV ﬁzle w)rﬁ (29

Um outro limite importante pocde ser ohtido pelo limite de Welch. Dado um conjunto X de

K seqléncias denota-se 0 pico para magnitude da wrrelac® cruzada eda aito correlac@®
fora defase, respedivamente, par 6,e0,, isto &

0, = max{

wU)0s/<N-1 x,yOXexzy (26)
Y



0, = max{

0,(1): 1= ¢<N-1, xOx} 27
Com estas definicbes tem-se que para o conjunto X de K seqiiéncias € vaida aseguinte

relacé:

B°0 N-1 B0

AnH" N(K -1) aNlans (29

Definindo-se ayora 6,,,, =max{6,,6.} , segue um outro limite importante, WELCHS:

OK-1 1?

Ora 2N TR (29

Estas expreses s0 (teis como termos de cmmparacd® entre familias, como serdvisto no

préximo item.

3-FAMILIASDE SEQUENCIAS

3.1SEQUENCIASLINEARES
3.1.1SEQUENCIAS DE MAXIMO COMPRIMENTO (SMC)

Estas ®qiéncias também sdo conheddas pelo name de m-seqiéncias. S80 as mais
conheddas, pas direta ou indiretamente estdo envolvidas no poceso de obtencéo de
muitas outras familias de ddigo. As pesquisas destas fil as de digitos binérios iniciaram-se
por volta de 1950e o0 estudo s mesmas recébeu grande claborac@® de GOLOMB, entre
outros. Estes codigos posaiem 6timas propriedades de aito correlac® que wlaboram, em

grande parte, para a ¢apa de sincronismo de dguns sstemas de comunicaca®.

Quanto as caraderisticas da orrelacd® cruzada, pode-se dizer que & mesmas possiem
resultados atraentes, apesar de ndo serem os melhores. Por outro lado o algoritmo de
obtencd de uma SMC é muito smples o que atorna aequada para sistemas de

complexidade ndo muito elevada. No entanto, em sistemas onde ha uma exigéncia maior



em relacd ao sigil o estas ndo sdo adequadas por serem lineaes e muito conheddas (faces
de serem deaodificadas). Aliado a este fato o nimero de SMC's de mesmo periodo e
distintas, que ndo sgam ciclicanente ejuivaentes, € pequeno. Assm o0 nimero de
usuarios, comportados por um sistema CDMA em que cala usuario uilize uma SMC

ciclicamente distinta, é reduzido.
3.1.1.1CONSTRUCAO DE UMA SMC

Algebricamente, as SMC sdo construidas através de um pdinémio que indica &
respedivas operagdes que devem ser redizadas com o contelido b suas variaveis (este
polindmio sera ajui denominado de polindmio gerador). Os coeficientes deste polindmio
estdo restritos aos valores 0 ou 1.As operagdes aritméticas redizadas com estes nimeros

sdo dotipomod2.0 paindmio hinério de grau né denotado pa C(x):

C(x)=C,.x"+C,_.X""+.+C, (30)

once os coeficientes C, = C, = 1, necessariamente. NO primeiro caso para que 0 grau
sgjan e no segundo @ra aredimentac® doregistrador. Este polindmio sera representado
por um vetor binario C={C,, C,;,..., C;}, bem como pela sua nota¢é octal. A indicac® da
base gparecea quando houer a posshili dade de uma interpretacé incorreta no contexto.

Parailustrar estes aspedos de nota¢& examine-se 0s exemplos a seguir.

Os pdindmios x*+x*+x*+x+le x°+xX>+x*+x*+1 serfo  representados,
respedivamente, pelos vetores {1, 1, 0, 1,1, 1} e{1, 1, O, 1, 1, 0, 1} ouambém pela
respediva notagd® em octal [67] e [155. Uma seqiéncia 5; qualquer é dita gerada pelo
paindmio Cj(x) se tomado qualquer segmento de tamanho n e 5 e substituido em Cj(x)
ohtém-se como resultado zero. Algebricamente este fato pocde ser escrito da seguinte

forma:

C(x)=x"+C,.Xx""+..41=0 (3D



As SMC podem ser construidas através de registradores de deslocamento, como se

representa nafigura aseguir.

X x4 x8 o xz ox X6 x5 x4 x¥ ox2 xt
— 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1
- ~(+ ‘/d-J) »(+
XX+ x2+x+1 XX +xE+x%+1

Fig. 1 Registradores de deslocamento para a onstru¢céd de uma SMC

Os registradores de deslocamento exibem certas propriedades das sqiéncias de forma
mais imediata. Estas propriedades s80 inerentes aos registradores e assm sdo transferidas
diretamente & fquéncias. Se o contelildo e cala uma das cdulas dos registradores adma
fosse zero, entdo a saida seria uma seqiiéncia de zeros, dai conclui-se que o contelido ds
registradores nuncadevera passar pelo estado ndo. Outras propriedades, ndo tdo imediatas,

podem ser obtidas.

As SMC's 0 aguelas em que o contelldo doregistrador passa por todos os estados

posdveis, exceo o ndo. Como necessariamente havera repeticdo dcs estados anteriores

apésisto, o periodo desta dasse de addigosé N =2"-1.

O contetdoinicial do registrador determina afase inicial da sequéncia. Neste trabalho este

contetidoinicial serd4 alotado sempre como {0,0,0,0,...1}.

O proces para se gerar uma SMC é muito simples, no entanto, existem apenas aguns
paindmios que sd0 cagpazes de a@nstruir uma SMC. Estes padindmios cgpazes de gerar

uma SMC s&o conheddos pelo nane de palindmios primitivos.

3.1.1.2PROPRIEDADES DAS MC'S

As fqléncias de maximo comprimento possiem as fguintes propriedades:



Seja a seqliéncia bindria b construida a partir de um polindmio primitivo C(x), nestas

circunstancias pode-se verificar que:

1- Posaue periodoN=2""1

2- Existem N seqiéncias ndo nuas geradas por C(x), que sdo ciclicamente ejuivalentes.

3- Dados dois inteiros distintos 1<i,j< N, existe gpenas um inteiro k, dstinto destes dois
altimos, 1<k <N, tal que:

TbOTb=Tb (32
4- wH(s) =2""=1(N+)) (33

5- Para seqUéncias polarizadas

ON, /=0

6,(¢)=10 (34)
H~1, /%0

once N éigua ao periodo da seqiiéncia. Esta propriedade mostra que existem apenas dois

valores para afun¢éo de auto correlacé@® periddica

6- De todas as N seqiéncias posdveis de serem geradas por C(x), ha exatamente uma para

aqual vae

~

b = b, paratodoi O Z. (35

Esta seqiiéncia sera denominada de sequéncia caaderistica esera denotada por b e afase

desta seqiiéncia sera chamada de fase caaderistica

7- Asaumindo-se que asequéncia b[g] ndo sga nula, onck g é um inteiro, Hg] terd um
perfodoigual a N/mdc(N,q), e ser&4 mnstruida apartir de um polinémio C(x), cujas raizes

S80 a g-ésimas paténcias das raizes de C(x).
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Quandomdc(N,g)=1, Hq] também sera uma SMC de periodoN. Neste cao adedmacd é
denominada prépria. O polindmio C(x) serd um polindmio primitivo distinto de C(x),
excetlo quando bestiver em sua fase caaderistica eq=2 (considera-se sempre g=gmodN

para deitos de deamac).

Uma caaderistica da dedmac® pa 2, esta no fato de que esta gera sempre apropria
seqiiéncia da qual foi dedmada, deslocada por um fator k (na fase caaderistica k=0).
Redizando-se todas a dedmagdes posdveis, ta que mdc(N,g)=1 com g menor que N,

obtém-se todas as SMC de grau n.

8- Seo mdc(N,g)=1 e as[q], entéo paratodoj, i inteiros ndo negativos tem-se:

b[2'q] = b[2'gmodN] = &

e (36)
b[2'q] = b[2/gmodN] = T'a

Existe umadedmaca de particular interesse: aquela que gera asequénciaredprocada que
estd sendo cedmada, que éadedmaca@® de ordem N-1. Combinando esta dedmag& com a
propriedade 8, oliém-se uma outra dedmacgd® cgpaz também de gerar a seqiéncia

redproca adedmada, que é adedmaca deordem: Z(N-1)=2""-1.
9- As quantidades de 1's e 0's numa SMC s#o, respedivamente, iguaisa 2", 2" 1.

Esta propriedade édenominada de balanceanento, isto € 0 nimero de 1's e O's difere de

apenas um.

10- Em todas as SMC existe genas um bloco de 1's de comprimento ne um bloco de O's

de comprimento n-1.
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11- Tomando-se um nimero 0< k < n-—1, existe uma quantidade de blocos de O's e 1's de

comprimento kigual a 2"

12- O nimero de SMC's de um dado grau corresponce @ nimero de paindmios

primitivos deste grau, HOLMES/, e édado pa:

n —
Am=2E D (37)

n

onde A(n) € afungé de Euler, que representa 0 nimero de positi vos inteiros menores do

gue n e primos com 0 mesmo. Este numero é cdculavel por:

K a.
se m= ] p, I once p; € primo e a, inteiro, ent@®:

i=1

1 m=1

_Hk a. -1
¢(m)_D|‘| (p, ~Dp, ' m>1 (38)
=1

por exemplo:

n=60 m=20-1=63=3°x 710 ¢(63) =2x3' x6x70=36 e asim A(6)=36/=6 SMC's

3.1.1.3PROPRIEDADES DAS FUNCOES DE AUTO CORRELACAOE
CORRELAGCAO CRUZADA PARA SMC'S®

Como definido anteriormente a funcéo de wrrelac® cruzada periodica entre duas

seqiiéncias € dada pela expressio:

8, = &) b(i+1) = Coo(0) +Coy (1= N) (39
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A auto correlac@ é definida pela mesma expressio, quando & indices a eb sdo iguais.

Asaimindo-se que a eb sdo dues SMC's, pdarizadas, distintas e de mmprimento N=2N-1,

seguem-se & guintes propriedades.

1- 0,,(¢) =6,,(¢+N) (40)
2- |8,,(¢)| <N (41)
3- 0,,(¢) ésempre um inteiro impar (42)
4- 8,,(¢)+1 é sempre um mdltiplo de 8 (43)

Exceto quandoa eb s30 seqiiéncias redprocas, quandoentdo 8,,(¢)+1 émdltiplo de 4
N-1
5 Z} 8(a,b)(¥) =1 (49

Com esta propriedade tem-se que para um valor grande de N, o valor médio de Gavb(ﬁ) e

muito proximo de zero.

N-1
6> 655(£)=N?+N-1=2"-2"-1 (49)

¢=0

Constata-se pois que o valor médio quedrético da funcé de wrrelac® cruzada € muito
proximo 21, eque |0, (¢)| > 2"? —1, parapelo menos um valor de /.

3.1.1.4ESPECTRO DE CORRELACAO CRUZADA

Duas SMC's a eb de mesmo grau, pcssiem as sguintes propriedades relativas ao espedro

de mrrelac® cruzada:

1- O espedro de orrelacd® cruzada de duas SMC's a eb gueisquer, € 0 mesmo que o de
(T'a, T'b) .

13



2- O espedro de (a, a[q])=(b, Hq]) para quaisquer a, b e g, ondk g é um inteiro modN
qualquer.

3- Se & dedmagdes q e ' sdo tais que d.d=1modN entdo os espedros de (a, aq])=(a,
aq]).

Teorema 1

A correlac® cruzada de duas SMC's distintas a eb de periodo N=2""1, assume genas trés
valores, quando a eb sdo tais que, b=g q]; n ndo é uma poténcia de 2; q assume um dos
seguintes valores 2K + 1 ou 2K - 2K - 1 e sendoe=mdc(n,k) tal que n/e éimpar. Seguem-se

0S respedivos valores, bem como o nimero de ocorréncias dos mesmos num perioda

3-1+292  ocorre 2" 4 2(n-e-2)/2 vezes
O

0(a,b)(¥) =1 ocorre 2"-2"°-1 vezes (46)
E—l— 202 ocorre 2 — 2(ne2)2 vezes

Destaformula cde destaca o fato de que se e € grande a orrelacd® toma grandes valores,
todavia poucas vezes, se e € pequeno a mrrelacd® asume valores menores, paém muitas

vezes. No Le se segue alotar-se-a seguinte expressao:

t(n) =1+ 204M2/20 (47)
onde [01[] representa aparte inteira do argumento.

Definicdo 1

Denominam-se pares preferenciais as SMC a eb, de mesmo grau n, réo multiplo de 4, ge

possuam espedro de correlacd cruzada genas com os valores. -1, -t(n), t(n) - 2.
Teorema 2
Se a eb sdo duas SMC's, oncke 0 grau n chs mesmas € multiplo de 4, e se

14



b=g[-1+2(N+2)/2)=4[t(n)-2] entdo 0 espedro de @rrelac®d cruzada aume @enas quatro

valores:

3-1+2™22  ocorre (2" +2"?2)/3  vezes

O
[F1+2"2 ocorre 2"? vezes

O(a,b)() =00 L (48

o ocorre 20" +2"P2 1 vezes
H-1-2" ocorre (2" -2"%)/3 vezes

Comparando-se estes resultados com os do Teorema 1, olservase que Sd80 mais
interessantes do qle ajueles, quandoe é maior que trés. Outros resultados que alvem deste

ultimo séo:

Senépar:

—t(n) +4<6(a,b)(¢) <t(n)-2 (49
e se a eb sdo redprocos tem-se:

B(a, b)(¢)| < 202" (50

Denctando 6, como o limite méximo para amagnitude da mrrelac® cruzada entre duas
SMC's a eb de periodo N=2" - 1, com n maior ou igua a trés, os resultados anteriores

podem ser sintetizados da seguinte forma:

1- Quando néimpar ou 2nod4, 6, > t(n) para pares preferenciais

2- Quando népar, 6, = t(n) - 2 para a eb redprocos

3- Quando né mdltiplo de quatro, 8, = t(n) - 2 para a eb seguindo oteorema 2
3.1.2SEQUENCIAS DE GOLD

3.1.2.1CONSTRUCAO DA FAMILIA
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As sgiéncias de Gold formam um conjunto (familia) que cnsiste de N+2 seqiéncias.
Cada uma posaue um periodo N=2N-1, once n é o nlmero de céulas dos registradores
utili zados para aobtencéo das sqiéncias. Este grupo é anstruido em duas etapas através
do wo de dais registradores de deslocamento, atuando em paralelo, conforme figura 2

adiante. Cada registrador pasaue redimentagdes que geram uma SMC.

A primeira dapa onsiste an iniciaizar-se um dos registradores com zeros enquanto o
outro passa por todos os estados posdve's, exceo o nudo. Somando-se & sidas obtidas

nos dois registradores gerar-se-4 aSMC correspondente a segundoregistrador.

A segunda dapa @nsiste am inicidizar-se 0 primeiro registrador com um conteddo réo
nulo quelquer, enquanto o ouro € inicializado com todos os estados posdveis, inclusive o
nulo. Somando-se & saidas ohtidas de ambos os registradores obtém-se & 2N seqiiéncias

restantes da familia.

Registrador 1

[45]

CLLLT

")
Registrador 2 [75]
’70 010 0 1<—‘
o

Fig. 2 Registradores de deslocamento para a onstru¢éo de Familia de Gold

Algebricamente, este procedimento pock ser descrito pela expressio a seguir, once a eb

S0 SMC's.
G(a,b) ={a,b,al b,ad Th,ad T?b,ald T°b,...,ad T"'b} (51)

A propriedade mais importante desta familia € que tomando-se um par qualquer de

seqiiéncias da mesma, tem-se que 0s picos para a aito correlac® e rrelac® cruzada
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periddicas estdo limitados aos méximos valores obtidos para a orrelagd cruzada de a eb,

isto &, as propriedades de mrrelagd® doconjunto dependem de a eb e tem-se:

0.= max{

0,,(1);0= < N-1=6,=max{6,(¢) 1s /<N -1ei=ab} (52)

Destes resultados tem-se, nos piores casos, valores de pico semelhantes as SMC's.
Definicéo 2

O conjunto G(a,b) é denominado e awnjunto de seqiéncias de Gold se & ®qiéncias a eb

formarem um par preferencial de SMC's (conforme Definicéo 1).

Assm para asequéncias de Gold a wrrelac® cruzada entre & fgiéncias da familia
resulta ean trés valores, que sdo aqueles relativos aos pares preferenciais, once o pico é

igual at(n).
Quando né impar, entdo {a, a[2K+1]} formam um par preferencial, visto que mde(n,k)=1.

Verificase que o Teorema 1 é véido para todas as dedmagies de valor 2K+1. Uma
implicac® destes resultados € que { a, at(n)]} € um par preferencial desde que n ndo sgja
um maltiplo de 4. Assm G(aa[t(n)]) serd uma familia de Gold, com pico de @rrelacd®

cruzadaigual at(n) e seu espedro variara entre trés valores.

Tem-se pois que para & Equéncias de Gold:

x,yG(a,b) O 6(x,y)(¢) O{-1-t(n),t(n) -2} (53
e
z[G(a,b) O 6(2)(¢) O{-1L-t(n),t(n)—2 ,0¢#0modN (59

3.1.3FAMILIA GOLD LIKE E GOLD BCH DUAL
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Estas familias apresentam resultados smilares aos ohtidos pelas ®qiéncias de Gold e a

Sua @nstrugdn segue 0 mesmo procedimento.
3.1.3.1CONSTRUCAO DA FAMILIA

Seja auma SMC de periodo N=2"-1, oncé n é um inteiro par. Construa-se primeiro o
conjurto bK), k=0,1,2,.. oné b(K) ¢é ohtido pela dedmac® q c TKa, com q inteiro,
obedecendo a relac@® mdc(q, N)=3. Este onjunto contera trés seqiéncias de periodo

N'=N/3.

A préxima dapa @nsiste na operac® XOR, bit a bit, de a ®m cada uma das trés
seqiéncias geradas, para todcs os deslocamentos posdveis destas. Esta construgéo gera
uma familia, que cnterd N+1 seqiiéncias de periodo N. A expressio a seguir exibe estes
procedimentos.

GL(a,q) ={a,alb®,ad Tb®,ad T?b?,...,.a0 T" *b?,

a0db® a0 Th®,a0T?p®,...,a0 TV @, (55)
adb?,ad Tb?,a0 T20®@,...,ad TN *p®}

3.1.3.2GOLD LIKE

Dé&se o nane de Gold-Like, a0 conjunto de seqiéncias geradas tal como em (55), once
com g=t(n). Quando né multiplo de 4 o mdc(t(n),N)=3 e entéo é posdvel a obtencéo da
familia. Os resultados para a ©rrelacé cruzada periddica restringem-se a g@enas cinco
valores, sendo omaior valor em moduo igual at(n). O valores para a orrelacd cruzada

periodica asumem um valor dentre os sguintes:

{-1,-t(n), t(n)-2, -s(n), s(n)-2} (56)
onde s(n) é cdculavel por:

s(n) =1+2"* = 3(t(n) +1) (57)
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3.1.3.3GOLD BCH DUAL

Estas squéncias utilizam 0 mesmo proces® de construgédo em (55), onck o valor para a
dedmacd éigua a3; destaformaquando né par o mdc(3,N)=3. Como nafamilia anterior
esta também posaue N+1 seqiiéncias de periodo N. Os valores para a orrelagd cruzada

restringem-se também a genas cinco valores, que sio:
{-1,-t(n), t(n)-2, -s(n), s(n)-2}. (58)

Observac®: quando n é impar, &3] € uma SMC e a&adm {a, g3]} formam um par

preferencial recando-se, neste cao, nafamilia de Gold.
3.1.4FAMILIASDE KASAMI
3.1.4.1CONJUNTO PEQUENO DE KASAMI

Esta familia égerada apartir de uma SMC a de grau n par, sobre aqual rediza-se uma
dedmac® de ordem q:s(n):Z”/2+1, gerando-se uma nova seqiéncia b=gs(n)]. A
seqiiéncia b € uma SMC de grau W2 e mnsequentemente mm periodoigua a 2N/2.1. A
construcdo da familia segue-se com a operac® XOR bit a bit de a eb, para todos os

deslocamentos posdveis entre @& mesmas. Este procedimento é o a seguir indicado:

Kp(a) ={a,al b,ald Th,al T?b,ad T°h,...,al T>" b} (59)
[103]
|, 0 0 0 0 0 1 y
O,
[15]

|, 0 0 1 T+ ...1101...
=é

Fig. 3 Registradores de deslocamento para a onstru¢éo da familia Kasami Pequeno
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Os vaores para a correlagd® cruzada periodica eitre @& <qiéncias desta familia

restringem-se a genas trés valores que sdo:

{-1,-s(n), s(n)-2} (60)

A caaderistica principal desta familia onsiste no valor méximo do moéduo de sua
correlac® cruzada periddicaque 62241 Este valor é goroximadamente metade daguele

encontrado para & fqiéncias dafamilia de Gold.
No entanto o nimero de seqiiéncias desta familia €2"V2, bem inferior afamilia de Gold.

O valor da wrrelac® cruzada periddicado conjunto pequeno e Kasami € muito proximo
a0 limite de WELCH, que quando aplicado a um grupo d 2n/2 sequéncias de

comprimento V2.1 resulta em:

Byax >2"° -1 (61)

Considerando ofato de que a orrelac® cruzada periddica entre seqiéncias binarias de
comprimento impar € um nuimero inteiro impar, o limite anterior pode ser reescrito como

se segue:
Byax 22" +1 (62
Para esta Ultimarelac@®, oconjunto pequeno de Kasami € um conjunto &timo.
3.1.4.2CONJUNTO GRANDE DE KASAMI

Para construir-se este mnjunto s8o necessarias trés eqiéncias a, be ¢ A primeira deve ser
uma SMC de grau n far; a segunda ohtida de forma andloga ajuela redizada no conjunto
pequeno ¢k Kasami e aterceira € onstruida por uma dedmacd® de ordem t(n) da primeira.

Astrés qiéncias s0 pas: a, b=g s(n)] e c=4t(n)]. Com estas trés eqiéncias, rediza-se a
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operac® XOR hit a bit para todcs os deslocamentos posdveis entre & trés squéncias.

Este procedimento gerara entdo o conjunto grande de Kasami.

[103]
|,0 o |olo]o|1

©

[15]
|,0 0 | 1 ps—@— ..1101..
=é
1147)
1

gngat

Fig. 4 Registradores de deslocamento para a onstrucdo dafamilia Kasami Grande

Existem dois resultados posdveis para esta familia:

1- Se n=2mod4.
Bn/Z_Z - |: (63)
Kg(a) = G(a.c)J EU {TbO G(aC)}E
i=0
2- Se n=0mod4
n/2_2 (64)

3 _ O
Kg(a)=GL(a t(n)J EU{T' b0 GL(a t(n))} E

U {c? 0 Tbos<js20<k<(2"2-1)/3

Os valores para afuncé de mrrelacd cruzada periddicasdo {-1, -t(n), t(n)-2, -s(n), s(n)-
2} e 0 nimero de dementos deste mnjunto é 2'V2(2N+1) para n=2mod4 ou M2(2n+1)-1

paran=0mod4.
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Esta familia contém a familia de Gold (ou Gold-Like) bem como o conjunto pequeno ce
Kasami. Este mnjunto mantém os mesmos resultados para a orrelac® cruzada que & das

familias anteriores, com um aumento significativo no nimero de seqiéncias da familia
3.1.58EQUENCIAS DE HADAMARDS

As Equéncias de Hadamard tem assumido uma importancia cala vez maior no unverso
das telecomunicages principamente por sua ortogonalidade e fadli dade de nstrugéo.
Sé0 oltidas através das linhas e/ou colunas das matrizes de Hadamard. As matrizes de
Hadamard sdo denctadas por Hyy onde m indicao nimero de linhas (colunas). Esta familia
de segliéncias apesar de linea difere das anteriores em alguns aspedos, entre des. 0
comprimento que épar, pela forma de @nstrucédo que ndo é baseada am registradores de
deslocamento €/ou pdindmios caraderisticos e porque, de uma maneira geral, estéo
vinculadas a sistemas dncroncs. No entanto estas ®qiiéncias $0 utili zadas em sistemas de
telefonia movel, como também podem servir de base para a ©nstrugéo de seqiiéncias ndo
lineares, como as eqiUéncias de Bent. Descreve-se aseguir as caraderisticas das mesmas,

bem como otipo mais conheado.
Definicédo 3

Uma matriz de Hadamard de ordem m, € uma matriz m x m, Hp,, once todos us

elementos $0 -1 ou+l eta que:

H,Hn=H H,=ml_ (65)

once Iy, indica amatriz identidade de ordem m e o expoente T uma transposi¢éo. Esta

expressio estabel eceque quaisquer duas linhas (ou colunas) de Hpy, sdo artogonais.

Definicéo 4
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Uma matriz retangular mxn, Hyxn, consistindo de dementos -1 e +1, é dita uma matriz de

Hadamard retangular (ouincompleta) se:

HonHmen = 1l (66)
Definicao 5

Duas matrizes H1 e Ho sdo matrizes de Hadamard equivalentes, se:

H, =PH,Q (67)

onde P e Q sdo matrizes de permutacd, isto é matrizes com elementos -1 ou+1 com o

objetivo de permutar as linhas e/ou colunas de H.

Existem vé&rios métodcs para a onstrugéo das matrizes de Hadamard, tais como os de
Willi amson, Baumert-Hall, Goethals-Seidel etc. Expor-se-a neste trabalho um dos métodos
mais utili zados para aobtencéo destas, mais espedficamente @ de ordem 2N, conheddas

como matrizes de Hadamard tipo Sylvester.

_[H() H(k)
= >
once
H(1)X{+D,,tD,,tD,,+D,} (69
+1 - +1 + -1 + +1 +
- j‘,DZ: jl,DfH jleD4: j‘ (70
+1 + +1 - +1 + -1 +

Comumente, esta construcd é encontrada wm o nane de matrizes de Walsh-Hadamard
ou matrizes de Walsh; qualquer uma das denominagdes poce ser considerada crreta pois a

matrizes de Walsh s&o um caso particular das matrizes de Hadamard.
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A definicéo genéricapara estas matrizes € redizada sobre rpos matemaéticos e denotada
por H(p,h) onde h é aordem da matriz e p indica abase do corpo matemético ao qual se
refere. Nestas condgdes tem-se a seguinte expressio para a matriz de Hadamard

generali zada:

HH =hl, (72)
onde H* é atransposta @njugada da matriz H.

As matrizes de Walsh sdo definidas para o caso em que p=2, e h=2N.
3.2SEQUENCIASNAO LINEARES?

A designac® seqiéncias ndo-lineaes é, em principio, inadequada pois o adjetivo refere-se
a0 método empregado para a onstrucédo e ndo a seqiéncia. No entanto para que a
linguagem fique mais smples tratar-se-4 & qiéncias geradas por operagdes néo lineaes

simplesmente por seqiéncias ndo lineaes.

As quéncias ndo-lineaes caraderizam-se por posalirem um método ce @nstrugcd mais
complexo e um equivaente linea muito longo em comparac@® com as lineaes de mesmo
grau. Equivalente linea € um vaor que representa 0 menor nimero cdulas necessrias
para a onstrucd de uma determinada seqiUéncia aravés de operagdes lineaes. Cabe
resstar que toda sequéncia pode sempre ser construida por um gerador com operagdes
lineaes. A aplicac® principal destas ®quUéncias estareladonada cmm sistemas que exigem

sigil o e baixa probabili dade de interceptacé.

A forma mais conveniente para trabalhar-se mm cédigos ndo-lineaes é dravés da fungéo
trag, que mapeia dementos de GF(2M) num subcorpo GF(Zj), oncke n é um inteiro

divisivel por j.
A funcéo trago (vide item 5 doapéndice) é definida por:
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tr/'(a) = z a? (72

once a é um elemento primitivo de GF(2M). Estafuncdo pock ser utili zada de uma maneira

geral paradefinir qualquer seqiénciade adigo, linea ou réo.
3.2.1SEQUENCIASGMW10

Estas sqiéncias 80 devidas a Gordon, Mill s e Welch (GMW) e possuem propriedades
similaresas SMC's.

Considere um inteiro r=j.k, e asequéncia{bi} definidapor:

b, = trlj{ [trjn (a )] r } (73

once a éum elemento primitivo de GF(2") er um inteiro qualquer relativamente primo a
2i-1 nointervalo 1<r <2/ -1. Quandor=1 asequéncia {bj} definida por (73) nada mais €
gue uma SMC. Os valores das funcdes definidas pela expressio anterior séo denominadas

como seqiiéncias GMW.

A parte interna da funcéo trag trj“(ai) poce ser interpretada como uma SMC de periodo

2N -1, com elementos em GF(ZJ). Os elementos zero nesta seqiéncia tem uma
caaderistica espedal, com relacd® a distribuicéo dos zeros, que édescrita aseguir. Sgja a

sequéncia{b} dadapor:
b, =tr"(a') (74)

Entdo pera cala T=(2n1)/(2j-1) simbolos conseattivos de {b;}, havera (2n+j-1)/(2j-1)

zeros (esta caaderistica éutil na demonstrac@® das propriedades de crrelac® periddica

das GMW).
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As GMW's possuem as mesmas propriedades de mrrelac® cruzada periodica que &
SMC's, no entanto pcssuiem um equivalente linea maior. O equivalente linea L de uma

GMW, dadapor (73), &
L=j(n/)" (75
ondew € 0 nimero de uns darepresentac@® der na base 2.

Uma sequéncia {b;j} de periodo 2)-1, é chamada de k-upla balanceala, se 0 nimero de
ocorréncias N de uma k-upla ¢ sobre GF(2), num periodo da mesma, € dado pa on-k,

Com esta defini¢cdo uma SMC de grau né uma n-upla balanceala.

Seja entdo uma GMW {b;}. O nimero N édado pa:

", paa Cc#0, 1sks<n/j

N = 76
‘ %(”‘k)—l, paa c=0, 1<ks<n/j (79

Um outro resultado importante éque para qualquer dedmac@® propria de uma GMW, ou

uma escolha qualquer der naférmula de gerac®, oliém-se uma seqiéncia GMW distinta.
O numero de GMW ciclicamente distintas, paraum n ej fixos, é dado pa:

Neww = Np(n)-N,()) (77)
onde Np(n) é o nimero de palindmios primitivos de grau nsobre GF(2).

Comparando-se & GMW's e SMC's tem-se que anbas posaiem as mesmas propriedades
de oorrelacé cruzada periodicas, no entanto as GMW tem um equivalente linea maior e
um conjunto de seqiéncias ciclicamente distintas de mesmo grau, superior (as GMW's
distintas, de mesmo grau, eventualmente podem posalir equivalentes lineaes de tamanhos
diferentes). Estas caaderisticas das GMW conferem uma maior seguranca @ sistema

guando comparadas as SMC's.
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3.2.2SEQUENCIAS DE BENT11,12
3.2.2.1INTRODUGAO

As sqiéncias de Bent sdo codigos construidos a partir de funcdes de Bent, definidas por

ROTHAUSL3, como se segue.
Definicio 6

Seja P(x) uma funcé que mapeia um espaq vetorial Vp, de dimensdo n (GF(2M)) de n-
uplas em GF(2), sobre um espag V1 de dimensdo 1 (GF(2)). P(x) sera uma funcéo de
Bent se todes os coeficientes da Transformada de Fourier da fungzo (-1)"™ forem iguais a

1. Os coeficientes de Fourier ¢(\) séo cdculados pela expressio:

1
A) = —1)PO_(=1)*¥) 78
C()z%xz() (-9 (79)

|:'\/I'\

once A ex O Vpe (A x) éo produo escdar entre os dois vetores; nestas circunsténcias

pode-se escrever10,11

=S o0 (- (79

2% AV,

(3™ =

Asdm se c(A\)=1 paratodox, A O Vpafungéo P(x) seraumafuncéo de Bent.

A funcédo P(x) pocde ser interpretada como uma funcédo Boodeana e x como um vetor
pertencente aum espa@ Vvetorial V. As funces de Bent possuem inumeras propriedades

gerais; a seguir apresentam-se dgumas que podem ser verificadas em ROTHAUS13;
1- Z%C()\) € 0 nimero de zeros menos 0 Nimero de uns da fungé P(X)+(A,x).
2- Se P(x) é uma funcéo de Bent entdo c(A\) também serd, isto €, a transformada de uma

funcé de Bent também é uma funcédo de Bent.
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3- P(x) é uma fungZo de Bent se esomente se (—1)"**¥ é uma matriz de Hadamard para

todoy OO GF(2MN).
4- Se P(x) umafuncdo de Bent entdo né par.

5- Se P(x) sobre V, e Q(y) sobre Vi, séo funcdes de Bent entdo P(x)+Q(y) sobre Vn+m

também é umafungéo de Bent.

ROTHAUSIS3 apresentou dies grandes classes de funcdes de Bent, com as respedivas

comprovages, colocadas a seguir:

1- Sgjam x, y O Vi e P(x) um padindmio arbitrario sobre V. Entdo o pdindmio Q(x,y)

sobre Vo dado par:
Q(x,Y) ={x,y) +P(x) (80)
serdumafungéo de Bent.

2- Sgjam A(x), B(x) e C(x) fungdes de Bent sobre Vo, ey, z L1 V1, entdo o pdindmio:

Q(x.y,2) = A(x)B(x) + B(x)C(x) +
+C(x)A(X) +[A(X) + B(X)]y +[A(X) + C(x)]z +yz (81

éumafuncdo de Bent sobre Vog4o.

Com estas duas classes podem ser construidas, rapidamente, varias funcbes de Bent.
Observe-se que aprimeira dase pode ser compreendida como um caso particular da

segunca.

As funcdes de Bent possiem uma estreita relacd® com as matrizes de Hadamard, assm
pode-se definir uma outra forma para & fungbes de Bent através da transformada de
Hadamard14. As funcdes de Bent podem ser andlisadas e @nstruidas de diversas outras

formas, tais como nas co-conjuntos de primeira ordem de Reed-Mull er, através da dgebra
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das matrizes de Kronedker etc. Em YARLAGADDA 19 faz-se uma andlise e sintese de

seqiéncias de Bent por diversos métodos, enfocando aguel as de omprimento 2.

Neste trabalho serdo analisadas as linhas de @nstrucé® desenvalvidas por SIMOM11
OLSEN12 onck foram exibidas formas de obtencéo de familias de seqiéncias de Bent com
propriedades de wrrelac® bastante draentes para glicages envovendo sistemas de

comunicagd® SS
3.2.2.2FILOSOFIA DA CONSTRUCA011,12
Descreve-se aseguir o método e mnstrucép apresentado em SIMON1L

Seja a um elemento primitivo de GF(Zd), once d é um inteiro dvisivel por 4 e sgjax a
representacé® do contelldo ce um gerador de SMC, na onfigurac® de Galois, tendo o

polindmio minimo de a como o pdinbmio caaderistico do gerador. Sela dnda

{cpl,...,(pd,z} uma base qualquer de GF(2d/2) sobre GF(2) e seledone-se um elemento €

qualquer de GF(Zd) gue ndo pertenca aum Corpo menor. Constréi-se amatriz M, com

dimensdo d'2xd, tal que o elemento m; ; € dado pa
m,; = Tr'(ega’™) (82)

e sga anda st um vetor d-dimensional nZo contido no subespaq linea formado pelas

linhas de M. Nestas circunstancias as 22 funces néo lineaes daforma:

fz(l\/l.x)+st.x

r,(x)=(-1) (83

once f,(.) sdo funcBes de Bent, produzem seqiéncias com correlagdes cruzadas periodicas

e auto correlagdes periddicas fora de fase limitadas em magnitude por (1+2?).

Em OLSEN12 demonstra-se que afuncéo:

f (X)=x%;.X, +g(X,)+2Z'.x (84)
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e umafuncdo de Bent, once x [ GF(2d), X =[x, X,]' com x1 e x> de mesma dimens3o, g(.)
€ uma fungéo arbitraria ez € uma varidvel utili zada para aselec@® de seqiéncias (e que

determina o nimero delas numa dada familia).

Para 0 equivalente linea das sqiéncias desta familia pode ser estabeleddo um limite

inferiorl1 dado par:

20 d=8 (89)
L> ld/41[d/2|]
%/&?d/ud ZZHI BZ d=8

gue fornece pa exemplo, un equivaente linea maior ouigua a 202 para seqiéncias de

Bent degrau 12.

APENDICE- ELEMENTOSDE AL GEBRA

1- Grupos

Um grupoé um conjunto de dementos que satisfazem os axiomas de AX1 a AX 4 abaixo, e
para os quais esta definida uma e g@enas uma operac® hbinaria (operacd dta binaria é
aquela glicada adois elementos quaisquer, independentemente se s80 NUMeros inteiros,
complexos etc.). Sgam a, b, ¢, ... elementos de um grupo e uma operac@® hinéria definida
para 0 grupo, que poce também ser representada por uma funcd de duas variaves
(f(a,b)=c). As operagdes binarias que serdo uilizadas s80 as da alicéo (a + b=c) e/ou

multi plicac® (a. b=c, ab=c).

AXxiomas

AX 1 (Fechamento)

Quando a operacd hindria € licada aquaisquer dois elementos do grupo oliém-se um

tercaro elemento também do grupo.
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AX2 (Lei Asciativa)

Dados trés elementos quaisquer do grupo, a ordem na qual a operacé hin&ria é plicada a

eles ndo érelevante (e asm ndo ha anecessdade de mlocac® de parénteses).
AX 3 Existe 0 elemento identidade pertence a grupo.

Para aoperac® da alicd o elemento identidade sera denominado de zero e denotado pa
0. Para aoperac® da multiplicac® o elemento identidade serd denominado e um e

denotado pa 1.
Asam tem-se: a +0=a, a. 1=a
AX4 Todo oelemento dogrupo pesaii um elemento inverso.

Para aoperacé® da aicd oelemento inverso de aserd denotado pa -a. Para aoperacd da

multi pli cac@® elemento inverso de aserd denotado pa a™.
Assm tem-se; a +(- =0, a. (a)=1.

Teorema: O demento identidade de um grupo € Unico e o elemento inverso de cala

elemento dogrupotambém é Gnico.

Se aoperac® hinéria do grupo for comutativa entdo o grupo é dito ser Abeliano ou

comutativo.

Exemplo: Sgja o seguinte grupo {0, 1,2, 3, 4} (que sdo nimeros mod5 para o qual esta
definida aoperac® hinariada alicéo.

O edemento identidade do grupo é o 0. O elemento inverso doelemento 2¢é 3, pas2 + 3

=5=0 mod>5.
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Num grupo gue possia genas um elemento este sera aidentidade. Um grupo gue possua
dois elementos, tera aidentidade eo ouro elemento serdinverso dele proprio. Estes grupos

sS30 necesssariamente Abelianos.

2- Anéis

Um anel € um conjunto para o qual estdo definidas duas operagdes binérias, sendo una a

adicdo e aoutra amulti plicac® e onde valem os axiomas de AX5 a AX 8.

AX5S

Todoanel €um grupoAbeliano sobre a alicéo.

AX6

Para quaisquer dois e ementos de um anel, 0 seu produo existe e éum elemento doanel.

AX7

Vale alel associativa para amulti plicag®.

AX8

Vae ale distributiva

O anel édito ser comutativo se amulti plicac@ for comutativa

3- Corpos

Um corpo é um anel que forma um grupo Abeliano sobre amulti plicag@®, exceuando-se o

elemento zero.

Os corpos estudados srdo agueles com um nimero de dementos finito, denominados de

corpos de Galois e denotados par GF(q), once g € um inteiro que representa o nimero de
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elementos do corpo. Os e ementos de um corpo podm ser nimeros, pdindmios, vetores

etc.
Exemplos:

GK(7)={0,1,2,3,4,5,6} € um corpo com 7 elementos, once deve ser considerada a

aritméticamod?7,assm 3+5= 1mod7.

GF(2)={0,1} é um corpo com 2 elementos, onck deve ser considerada a aitméticamod2,

assm 1+1=0mod?2.

Define-se ordem de um elemento x pertencente aum corpo finito como sendo a poténcia

naqual seja devadoresulte 1,isto &, x'=1, aordem de x ét, e serd denatada wmo ord(x)=t.
Define-se amo sendo un elemento primitivo de GF(q), o elemento x cuja ord(x)=q.

Todos os elementos de GF(q) sdo pdéncias de um elemento primitivo e todo GF(q) posaui
pelo menos um elemento primitivo. O elemento primitivo é denominado também como

elemento gerador do corpo.
4- Polinbmios

Corpos de pdinémios s80 construidos com coeficientes pertencentes a GF(2) e baseados

em palindmios que ndo passuam raizes pertencentes a GF(2).
Exemplo:

Sejao pdinémio de x* + x +1 sobre 0 qual serd @nstruido um GF(8) de palinémios cujos

coeficientes estdo em GF(2).

X representa o elemento primitivo.
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Na tabela aaixo os elementos da segunda @luna sdo oltidos através do resto da divisdo

entre os elementos da primeira mluna edo pdindmio adma alotado.

x>+1

pos, pa exemplo: x*=(x}+x+11+x+1 (observese que x+x=0x=0, com o0s

coeficientes pertencendo a GF(2)).
O corpo é mnstituido das el ementos da segunda lunamaiso 0.

Diz-se que um corpo é um subcorpo se de estd mntido em outro corpo. Assm GF(2) é um

subcorpo e GF(2%).

x'=1 e qualquer poténcia maior que 7 pock ser obtida mm o auxilio deste detalhe, assm

X15:X14.X:X.

5- Funcdo Tra

Sejam dois corpos F=GF(q) e K=GF(q"). Define-se afuncéo tragp de K sobre F pela

expressio:
TrS(x) =x + x93 +x9 +..+x%
once x éum elemento de K.

Exemplo: Sejam F=GF(2), K=GF(2%) e 0 pdindmio x®+x +1. A tabela aseguir ilustra o
cdculo dafuncdo tragp de dgumas poténcias de x (€ necessirio que os valores databelado

item 4 sgjam levados em consideraca).
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TrS
1+1+1=1
X + X2 + x*=0(x + x*)=0
X2+ x4+ x8:x2.(1 +x°+ xe):xz.(O(x2+1)):O
x>+ X%+ xlz:xs.(l +x3+ xg):xs.(l + x3(1+ x6)) ==
x* + x8 + xMo=x* + x8.(1+ x8):x4.+ x(1+ x):Ox4:O
x> + X0+ x¥0=x + xlo.(1+ xlo):x5 + x3(1 + x3):...:

x® + x12 + x**=x% + xlz.(1+ xlz):x6 + x5(1 + x5):...:

[ERN

=

N

X X X | X | X | X
IS

Observe-se que o resultado docdculo da fungéo tragp sempre resulta num elemento do

subcorpoF.

Com esta fungéo trag constréi-se uma SMC'’s; asim no exemplo adma aSMC gerada

com relac® ao pdindmio x* +x +1 &

SMC={1,0,0,1,0,1,1

Cada bit da seqiéncia pode ser expres atraves da funcéo trag.

b, = Trf(x") = Tr(x"), once x representa um elemento primitivo docorpo.
QuandoK e F forem conhedados 0os mesmos srao omitidos.

Propriedades dafuncéo tra

Sgjam os elementos a eb docorpoK e o subcorpoF.

a)Tr(a) OF

b) Tr(a+ b) =Tr(a) + Tr(b)

C)Tr(A.a) =A.Tr(a) once A OF

d) Tr(a") = Tr(a) onde g é o nimero de dementosem F
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Sgja { b,} uma SMC qualquer e { b,;} uma sequéncia obtida de { b,} através de uma
dedmac® d, ona o indicei variade 0 até N=2"-1, né o grau da SMC e N o comprimento

daseqiéncia.

Sdam a =(-1)" e a; =(-1)* as Lquéncias anteriores em suaforma polarizada
8

A correlac® cruzada periddicapode ser escrita aravés dafungéo tragp como se segue:

N N
6(%) — z (_1)Tr(x ST (xS — z (_1)Tr(x ) z (_1)Tr(y+cy ) _ (_1)0
1=0 =0 )

yOGF(2"
onkec=x"ey=x".

Para obter-se 0 espedro de crrelac® cruzada periddica deve-se entdo andlisar a fungéo

Tr(y +cy?), isto é com que freqiiéncia da asume osvalores 0 ou 1.

Sen éimpar ed assumindoagum valor naforma:
d=2"+lLoud=4"-2"+1
onde k éum inteiro, oespedro de crrelac® cruzada sssume trés valores, que sdo:

_1' _1+ 2(n+1)/2 _1_ 2(n+1)/2

Com estes resultados pode-se, pa exemplo, construir seqiéncias de Gold, que é uma
familia onde a orrelac® cruzada ssume os trés valores anteriores. Assm através da
funcdo trag é posdvel uma andlise dgébricadas sqiéncias de addigo, o que posshilita a

previsdo de resultados de formamais ssteméatica

Em SCHOLTZ17podem ser encontradas expresses formais para agerac® de inUmeras

familias de seqUéncias, em termos dafun¢éo Traq.
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