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Introdução

Na ref. [11] tem-se uma introdução à Técnica de Comunicação por Espalhamento Espectral, onde são apenas citadas

algumas formas de geração e propriedades das seqüências de códigos mais usuais. Na ref. [4] faz-se uma revisão sobre os

principais resultados conhecidos sobre seqüências de códigos. Como se trata de um paper de revisão, não há preocupações

quanto ao formalismo, ou encadeamento lógico, na apresentação dos resultados. Já a ref. [8], e o presente trabalho,

constituem um detalhamento de [4]. Em [8] as funções de correlação são exploradas em detalhes e a sua influência no

desempemho de sistemas CDMA é avaliada. O presente trabalho, que deve preceder a ref. [8] numa primeira leitura, trata

de maneira mais formal dos aspectos básicos das seqüências de códigos, utili zadas na área de Comunicação por

Espalhamento Espectral. Num trabalho futuro serão detalhadas as famílias de seqüências de códigos mais usuais, como por

exemplo as seqüências de máximo comprimento, Gold, Kasami, GMW, Bent, etc.

Função geradora de uma seqüência

Seja uma seqüência genérica representada por { } { },...ka,...,2a,1a,0ama =  onde o índice denota o tempo, isto é, a primeira

saída é 0a , a próxima é a1, e assim por diante. Esta seqüência será representada por meio de uma função G(x),

denominada de função geradora da seqüência, na forma: ∑
∞

=
=+++++=

0k

kxka.....kxka...2x2ax1a0a)x(G  ; onde x é uma

variável real auxili ar.

Seqüências geradas por registradores de deslocamento

Seja um registrador de deslocamentos na representação abaixo indicada.

a(k-1) a(k-2) a(k-n)

c c c
21 n

+

a(k)
......

......

O sinal realimentado escreve-se a partir da fórmula de recorrência nkcom
n

1i
)ik(aic)k(a ≥∑

=
−=  e cn =1 sempre (caso

contrário o grau não seria n). Define-se como polinômio característico para este tipo de montagem à

1occom
n

0k

k
kc)(f =∑

=
λ=λ . Observe-se então que o polinômio característico descreve a implementação física do gerador

(suas realimentações) e não o seu estado. O estado inicial é definido pelo conteúdo dos RD's para k=0:

na,1na,...,2a,1a −+−−− .
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Escrevendo a0 até an pela fórmula de recorrência, tem-se um sistema de equações seqüenciais que permite determinar estes

estados futuros a partir da condição inicial.

0anc.........2na2c1na1cna

1nanc.........1a2c0a1c1a

nanc.........2a2c1a1c0a

++−+−=

+−++−+=
−++−+−=

�

A expressão da função geradora, por sua vez, é calculável por:

)x(f

)x(g
n

oi

ixic

)1x1a...1ix1iaixia(
n

1i

ixic
)x(G

)x(Gisolandoe;
n

1i
))x(G1x1a...1ix1iaixia(ixic

)
ik

ikxika1x1a...1ix1iaixia(
n

1i

ixic

n

1i 0k

ikxikaixic
0k

n

1i

kxikaic
0k

kxka)x(G

=
∑
=

−
−+++−

+−+−
−∑

==

∑
=

+−
−+++−

+−+−
−=

∑
∞

=
−

−+−
−+++−

+−+−
−∑

=
=

∑
=

∑
∞

=
−

−=∑
∞

=
∑
= −=∑

∞

=
=

O numerador g(x) da função geradora é assim determinado pelas realimentações (ci) e pelo estado inicial

na,1na,...,2a,1a −+−−− , enquanto o denominador é o próprio polinômio característico. No caso particular das condições

iniciais serem 1nae01na...2a1a =−=+−==−=− , lembrando que cn=1 sempre, resulta 
)x(f

1
)x(G = .

Seja um exemplo nestas condições:

.71321n2períodoteme

]1011100[pordadaéênciaüseqaassime;)verifique(9x7x4x3x2x1)x(G

:fornecelongadivisãoA].001[inicialaargc;3x2x1)x(fe13c2ce01c;3n

=−=−

++++++=

++=∴====

��

+

saída

X X X
1 2 3

1011100...

0 0 1

X1 X2 X3 t
0 0 1 -1
1 0 0 0
0 1 0 1
1 0 1 2
1 1 0 3
1 1 1 4
0 1 1 5
0 0 1 6
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Teorema 1

A sucessão de estados em um registrador de deslocamentos é periódica com período 1n2p −≤ , onde n é o número de

estágios do registrador. A verificação é imediata.

Teorema 2

Se a seqüência { }naA = , gerada por um registrador de deslocamentos (RD), obedece a condição inicial:

1nae0n1a....2a1a =−=−==−=− , então o período de A é o menor inteiro positivo p para o qual o polinômio

característico f(x) divide 2mod)px1( + .

Demonstração: nas condições indicadas tem-se ∑
∞

=
==

0n

nxna
)x(f

1
)x(G

- se A tem período p então:

)px1(divide)x(fqueindicando1px1pa...x1a0a
)x(f

)px1(

)px1(

1px1pa...x1a0a
.....)p2xpx1)(1px1pa...x1a0a(

....)1px1pa...x1a0a(p2x)1px1pa...x1a0a(px)1px1pa...x1a0a(
)x(f

1

+−
−+++=+⇒

+

−
−+++

=+++−
−+++=

+−
−++++−

−++++−
−+++=

- inversamente se f(x) divide ( )1+ xp  seja este quociente indicado por:

( )

{ } { }

.)px1(divide)x(fqualoparapositivopmenoroéAdeperíodoo,formaoutrade,Ou.destefatorumou

,péAdeperíodooAssim.nnaxdeidênticaspotênciasasigualandoe;
0n

nxna)x(G

...)1px1p....2x2x10(px)1px1p....2x2x10(
)x(f

1

:setemcondiçõesNestas.1px1p....2x2x10xf

)px1(

+

α=⇒∑
∞

=
==

+−
−α++α+α+α+−

−α++α+α+α=

−−
−α++α+α+α=+

Corolár io

Seja a função geradora 
)x(f

)x(g
)x(G = , onde o numerador g(x) tem grau menor do que o de f(x) (na expressão geral de G(x)

verifica-se que o grau de f(x) é n e o de g(x) é ≤n-1). Se g(x) não tem fatores em comum com f(x) o teorema anterior
continua válido, e o menor p tal que f(x) divide (1+xp), denominado de expoente de f(x), é o período da seqüência
correspondente. O caso g(x)=1 corresponde ao teorema demonstrado. Outro caso importante é quando f(x) é irredutível,
caso em que não há fatores em comum com g(x), exceto quando g(x)=0, que corresponde ao caso de condições iniciais
nulas. Assim quando f(x) é irredutível o período da seqüência gerada pelos RD's não depende das condições iniciais, exceto
na condição inicial identicamente nula (caso trivial em que permanece no mesmo estado indefinidamente).

Por definição uma seqüência é dita de máximo comprimento (SMC), na forma gerada por n RD's, quando seu período for
p=2n-1.
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Notas sobre a extensão do corpo binár io GF(2) para um corpo GF(2n), com n>1; ref. [1], [6] e [9]

- o corpo GF(2n) tem 2n elementos;

- considere-se todos os polinômios de grau (n-1) sobre GF(2). Existem 2n destes polinômios, de forma que cada um deles
pode ser usado para representar um elemento simples do corpo de extensão GF(2n). Por exemplo, para n=2 o corpo de
extensão tem 4 elementos, e existem 4 polinômios de grau (n-1)=1, que são: 0; 1; D; D+1. Escritos numa forma genérica:

{ }1;0)2(GFicom2D1 =∈αα+α ;

- a adição é na forma usual (a operação é mod2, é fechada,..., etc);

- a multiplicação é definida usando-se polinômios especiais de grau n, denominados de polinômios primitivos. Um
polinômio h(D) de grau n é dito primitivo se o menor inteiro p para o qual h(D) divide ( )Dp +1 é p=2n-1. Polinômios
primitivos são irredutíveis, isto é, não podem ser fatorados. O produto de dois elementos de GF(2n) é definido como o resto
da divisão do produto convencional pelo polinômio primitivo escolhido para definir a multiplicação. A multiplicação é
referida como multiplicação módulo h(D) e escreve-se modh(D).
Observação: o produto convencional é de grau ≤(2n-2); quando dividido por um polinômio de grau n, o resto será de grau ≤
(n-1) e assim será um elemento de GF(2n) ⇒ o produto é uma operação fechada.

Seja uma tabela construida a partir do elemento 1, em que cada elemento sucessivo é obtido multiplicando o anterior por
Dmodh(D).

)D(hmod)1D1h...2nD2nh1nD1nh(nD:escreversepodeassime

)1D1h...2nD2nh1nD1nh(pordadoérestooe1équocienteoqueverificar

fácilÉ.1D1h...2nD2nh1nD1nhnD)D(hpornDdedivisaodaresto

:porcalculáveléesteenDserápróximoo1nDachegarsequando;....2D;D;1

+++−
−+−

−=−

+++−
−+−

−

+++−
−+−

−+=

−

Assim, seja um exemplo com )D(hmod)1D(4D1D4D)D(h +=⇒++=

)0Dàigual(000111DDD4D15D

100113D1DD3DD3D4D14D

110112D3D1DD2D3DD2D3D4D13D

11111D2D3D2D3D4D12D

1110D2D3D11D

01111D2D2D4D10D

1010D3D9D

010112D1DD2DD2D4D8D

10111D3D3D4D7D

11002D3D6D

0110D2D5D

00111D4D4D

10003D3D

01002D2D

0010D1D

000110D

i)2(GFi/c;4D3
2D2

3D1)D(hmodiDiD

=++=+

+=+++=++

++=++++=+++

+++=++

++

++=+

+

+=+++=++

++=+

+

+

+=

α∈αα+α+α+α=
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- Os 15 polinômios anteriores mais 0000 constituem os elementos de GF(16)=GF(24);

- Como, por definição, um polinômio primitivo divide ( 1n2D − +1), pode-se escrever: 1n2D − +1 = q(D)h(D) ⇒ 1n2D − =

q(D)h(D)+1 e portanto o resto da divisão de 1n2D −  por h(D) é 1. Assim de uma forma geral pode-se escrever que:

)D(hmod11n2D =− , conforme já foi verificado na tabela anterior;

- O inverso de um elemento 11n2DjDj1n2Dpoisj1n2D1)jD(éjD =−=−−−−=− ;

- Se α é raiz de h(D), primitivo com coeficientes em GF(2), então o conjunto de raizes de h(D) é

}
1n2;....4;2;{pordadassãoraízesnas,éIsto.1n;...;2;1;0i}

i2{
−

αααα−=α .

De fato, se α é raíz de h(D) ⇒  011h......1n
1nhn =+α++−α−+α ; elevando ao quadrado:

0)2(h12
1h......)1n(2

1nhn2 =α=+α++−α−+α  e assim sucessivamente até 
1n2 −

α , pois para o próximo

)D(hmod
n2 α=α .

- Na demonstração anterior utili zou-se o fato de que se f(D) é um polinômio sobre GF(2) então )2D(f2))D(f( = . De fato

seja 1D1f.....1nD1nf
nD)D(f +++−

−+=  ; elevando ao quadrado (isto é, fazendo-se o produto f(D).f(D)) tem-se, observando

que 2
kfkf =  e que todos os duplos produtos cancelam-se ( ijDifjfcomcancelajiDjfif

++ ), o resultado:

12D1f.....)1n(2D1nf
n2D)D(2f +++−

−+= . Assim tem-se a afirmação inicial verificada, e mais genericamente

i2))D(f()
i2D(f = , pois )

i2b
i2a(

i2)ba( +=+ com coeficientes em GF(2).

Teorema 3

Se a seqüência A é de máximo comprimento (SMC) seu polinômio característico é irredutível (é de fato uma condição
necessária para que um polinômio característico gere uma SMC).
Como A é uma SMC o conteúdo dos RD's passa por todos os estados, exceto tudo zero. Seja então (000..01) a sua condição
inicial; nestas condições o teorema 2 é válido e diz-se que o expoente de f(x) é p. Seja então f(x)=s(x)t(x), isto é vamos

supor f(x) redutível; tem-se: 
)x(t

)x(

)x(s

)x(

)x(f

1 β+α= , por decomposição em frações parciais. Sejam r1 e r2 os graus de s(x) e

t(x), com r1>0, r2>0, inteiros e tais que r1+r2=n. Assim 
)x(s

)x(α
 é uma série de potências cujos coeficientes são periódicos

com período no máximo (2r1-1), e analogamente para 
)x(t

)x(β
 o período máximo é de (2r2-1). Assim a soma das duas

representa uma série de potências cujos coeficientes tem um período no máximo o m.m.c. dos períodos individuais, que não
pode exceder o produto dos períodos.

Então: 3n2122n212r21r22r1r2)12r2)(11r2(1n2 −=+−−≤+−−+=−−≤−
Esta contradição mostra que a hipótese de f(x) possuir fatores é falsa. A demonstração assume que s(x) e t(x) são fatores

distintos. Para completar a demonstração seja )x(2s)x(f = . Nestas condições o período de f(x) é o dobro do de s(x) e

assim: 1n2)12
n

2(2 −<− , recaindo-se nas argumentações anteriores.

A recíproca do teorema não é válida: existem polinômios irredutíveis que não geram SMC's. Por exemplo:

1x2x3x4x)x(f ++++=  é irredutível, mas como é divisor de )5x1( +  seu período é 5 (e não 151n2 =− , como seria se fosse

uma SMC). Outro exemplo: 13x6x)x(f ++=  é irredutível, mas seu expoente é 9 ao invés de 63.
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Teorema 4

Todo polinômio irredutível, módulo2, de grau n é divisor de )11n2x( +− .

Teorema 5

Se uma seqüência tem polinômio característico irredutível de grau n, o período da seqüência é fator de )1n2( − .

Corolár io

Se )1n2( −  é primo, todo polinômio irredutível de grau n corresponde a uma SMC.

Seqüência inversa

Denomina-se de seqüência inversa de uma dada ai, de período p, àquela em que seus elementos são tais que ipaib −= .

É fácil verificar que neste caso os polinômios característicos das duas seqüências relacionam-se por: )1x(fnx)x(If
−= . Por

exemplo, a seqüência inversa da gerada por 1x6x)x(f ++=  é dada por 15x6x)x(If ++= . Na consulta de tabelas de

polinômios primitivos, ver ref. [10] por exemplo, é usual encontrar-se a notação dos mesmos na forma octal. Assim para o
exemplo acima 2]001100001[8]141[)x(Ife2]011000001[8]103[)x(f ==== , onde cada dígito na notação binária,

indica o coeficiente correspondente de x no polinômio característico.

Número de polinômios pr imitivos e de irredutíveis; ref. [1] e [3]

O número de polinômios primitivos de grau n é dado por: 
n

)1n2(
)n(

−ϕ=λ , onde ϕ(.) é a função de Euler que representa o

número de positivos inteiros menores do que n e primos com o mesmo. Este número é calculável por:

66
36)6(assime36076132)63(172363162m6n:Exemplo

1m
k

1i

1i
ip)1ip(

1m1
)m(

:então,eirointieprimoéiponde
k

1i
i

ipmse

==λ=×××=ϕ⇒×==−=⇒=

î





>∏
=

−α
−

=
=ϕ

α∏
=

α
=

Os polinômios primitivos de grau 6 são, na notação octal, [103], [147], [155] e seus inversos, ou recíprocos, [141], [163] e

[133], respectivamente. Assim existem apenas 6 SMC's de grau 6, dados pelos polinômios primitivos acima listados. A

demonstração, que pode ser vista na ref. [1], baseia-se em alguns conceitos da Teoria de Números e é omitida aqui.

O número de polinômios irredutíveis de grau n é dado por ∑ µ=

n

d
)

d

n
(d2

n

1
IN ; onde a somatória se estende para todos os

divisores de n (inclusive 1) e µ(.) é a função de Möbius, definida por:



î






−

>∏
=

α

=

=µ

osintdistprimoskdeprodutooémk)1(

1
k

1i i0

1m1

)m(
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Retomando o exemplo anterior com n=6, como os divisores de 6 são 1; 2; 3 e 6, tem-se:

{ } { } 9164)1(8)1(412
6

1
)1(62)2(32)3(22)6(12

6

1
IN =×+−×+−×+×=µ+µ+µ+µ= .

E assim o número de polinômios irredutíveis de grau 6 é 9. Além dos 6 primitivos, anteriormente citados, tem-se ainda

[127], [111] e seus recíprocos [165] e [111], totalizando os 9 polinômios antecipados. Os polinômios [127] e [111] não

geram SMC's e como 723631n2 ×==−  o seu período poderá ser 3; 7; 9 ou 21 (63 não, pois não é primitivo!). Que o

polinômio irredutível [111], por exemplo, não é primitivo é fácil verificar pois é um fator de )19x( + , isto é, é fator de

)1mx( +  com m=9, que é menor do 63162 =− . Observação:

)13x)(13x6x()19x(e)x(If13x6x)x(f2]001001001[8]111[ +++=+=++=⇒=

Decimação de seqüências; ref. [5], [6] e [7]

Seja { }na  uma seqüência arbitrária de comprimento p. Denomina-se decimação k da seqüência original à seqüência { }nc

tal que knanc =  para todo n. Por exemplo: 110110... é uma decimação 2 possível da seqüência 10100010100010....É

evidente que se k dividir p então { }nc  terá um período, no máximo, p/k (no exemplo anterior p=6, k=2 e o período da

seqüência decimada é 3), e portanto se p e k são primos entre si o período resultante será p. Genericamente, o período da

seqüência decimada é dada por p/mdc(p,k). Seja então { }na  uma SMC com p= )1n2( − , nestas condições demonstra-se que:

- a decimação kna  de na  é uma SMC se, e somente se, k e p forem primos entre si;

- todas as SMC's de período p= )1n2( −  podem ser construidas por decimação de { }na ;

- o polinômio primitivo correspondente à seqüência obtida por decimação k é tal que suas raízes são a potência k-ésima das

raízes do polinômio original. Os números que antecedem os polinômios na notação octal referem-se exatamente a esta

propriedade. Assim se α é raíz de 1-[103] então 5α  será raíz de 5-[147], e desta forma a seqüência gerada pelo polinômio

[147] pode ser obtida por uma decimação 5 da seqüência correspondente ao polinômio [103];

- duas seqüências produzidas por decimação, com j e k primos em relação a )1n2( − , são ciclicamente distintas se, e

somente se, )1n2mod(ki2j −≠  para todo inteiro i.

Por exemplo: n=4; p= )1n2( − =15=3×5 ⇒  λ(n)=2 que é o número de SMC's que existem para este grau. Dada uma delas a

outra pode ser obtida por uma decimação conveniente. As decimações possíveis são: 1; 2; ..... 14; 15. Destas devem ser

descartadas todas as que tem fatores comuns com 15. Restam pois as alternativas 2; 4; 7; 8; 11; 13; 14. e para estas pode-se

construir a tabela indicada a seguir.
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115613281414

75211261313

14447221111

23211688

13281477

16844

8422

4i2i1ik

i2k

≡≡
≡≡
≡≡
≡≡
≡

===
×

Observa-se então que as decimações 2; 4 e 8 são impróprias (conduzem a fases diferentes da mesma seqüência), enquanto

as decimações 7; 11; 13 e 14 conduzem à outra seqüência procurada (conforme o valor ter-se-á fases distintas da mesma

seqüência). Destes resultados pode-se ainda inferir:

- se k é uma decimação própria da seqüência, as decimações )1n2mod(ki2 −  levam a fases diferentes da mesma seqüência,

para i=1; 2; ..; n-1;

- todas as decimações pares levam a fases diferentes da mesma seqüência;

- decimações próprias só são obtidas com k ímpar e obedecendo ao teorema enunciado.

Exemplo final: n=5; p= )1n2( − =31 e λ(5)=6. Representando-os graficamente tem-se:

45

73 75

57 67

51

3

3

33

3

3

5

5

5 5

5

5

Os números nas interligações indicam as decimações, onde então de cada seqüência ilustra-se a construção de mais duas,

com k=3 e 5. Observa-se que partindo da seqüência [73] pode-se obter a seqüência [57], por exemplo, por decimações

sucessivas de 5; 5 e 3; e como 5×5×3=75=13mod31 o mesmo resultado é obtido com uma decimação 13. Observação: [51];

[57] e [73] são recíprocos de [45]; [75] e [67], respectivamente. Sistematizando o processo de decimação, seja para este

último exemplo a tabela a seguir representada.
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23*272930***155C

21*26***1322114C

*19**25281473C

18*92010**52C

1724126*
***31C

*16842*
**10C

Os elementos desta tabela constituem-se dos números de 1 a 30 (2n-2) e indicam as decimações possíveis de uma dada

seqüência. Numa linha os números sucessivos são sempre o dobro do anterior mod31, de forma que todas as decimações

desta linha são equivalentes, conforme teorema anterior (a menos da fase da seqüência resultante). A primeira linha desta

tabela é constituida de potências sucessivas de 2, de 1 até 2n-1. A próxima linha inicia-se com o menor número inteiro de 1

a 30, ainda não coberto pelas linhas anteriores, e assim sucessivamente. Desta forma, com esta tabela, tem-se uma

construção sistemática para todas as SMC's de um determinado grau. Nesta tabela (ver também o diagrama anterior), a

título de exemplo, indicam-se por:

N* decimações sucessivas de 3, a partir do elemento 1. Na ordem percorrem-se os elementos 1; 3; 9; 27; 19; 26 e 16 

(que corresponde a uma fase diferente da seqüência de partida);

N** decimações sucessivas de 5, a partir do elemento 1. Na ordem percorrem-se os elementos 1; 5; 25 e retorna-se a 

1.

N*** decimações sucessivas de 5, a partir do elemento 3. Na ordem percorrem-se os elementos 3; 15; 13 e retorna-se 

a 3.

Ao conjunto de conjuntos �;1C;0C ,acrescido de { 0} , dá-se o nome de coconjunto ciclotômico de grau n (estudos nesta

área remontam ao ano de 1800 com Gauss!).

A função traço; ref. [1], [6] e [7]

Uma ferramenta muito útil no cálculo de correlações é a denominada função traço (tradução livre para "trace function"),

que pode ser definida como uma função linear de GF(2n) em GF(2), dado por: 
1n2..421n

0i

i2ˆ)(RT
−

β++β+β+β=∑
−

=
β=β . A

importância desta função no cálculo de correlações está no fato da seqüência { }ia  poder ser escrita na forma { })i(RT α ,

onde α é a raiz do polinômio característico f(x) da seqüência { }ia . Apresentam-se a seguir alguns detalhes e propriedades

da função traço.
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Sejam então as SMC's ai e aj, com j=qi, de período p=2n-1 e bi=(-1)ai . Como ai pode ser representado por )i(RTia α= , a

correlação cruzada periódica de bi e bj escreve-se:

∑
∈

−
+

−=∑
∈

−−
+

−=
+α

−∑
−

=

α
−∑

−

=
=+=θ

)n2(GFx
1

)qxcx(RT
)1(

)n2(GFx

0)1(
)qxcx(RT

)1(
)qi(RT

)1(
1p

0i

)i(RT
)1(

1p

0i qibib)(j,i

���
��

Assim à medida que x percorre GF(2n), para um dado q e 
�

� α=c , pode-se determinar quão freqüentemente )qxcx(RT �+

assume os valores 0 ou 1. Por exemplo, para valores de q tais que 1k2q +=  ou 1k2k22q +−= , se o mdc(n,k) for tal que

)k,n(mdc

n
é ímpar, então a correlação cruzada periódica das seqüências assume apenas 3 valores (ver referência [1]).

Exemplo: sejam n=3 e 3x2x1)x(f ++=  e portanto 71n2p =−= , pois f(x) é primitivo.

- se α é raiz de 0321)x(f =α+α+⇒  e as outras raízes são 




�

 −

ααα
1n2,..,4,2 ; no caso

02)641(51)4(f e02)321(641)2(f4e2 =α+α+=α+α+=α=α+α+=α+α+=α∴αα

e daí decorre ainda que 170654321 =α⇒=α+α+α+α+α+α+

- a função traço é, neste exemplo, dada por 42)(RT β+β+β=β  e com ela pode-se construir a tabela:

106

105

014

103

012

011

110

SS)(Tt

2
3566

2
6355

1
244

2
5633

1
422

1
421

0
0000

21
t

R
t

γα+α+αα

γα+α+αα

γα+α+αα

γα+α+αα

γα+α+αα

γα+α+αα

γα+α+αα

=αα

desta tabela sai que γ0=1 e portanto 211654321 γ+γ+=α+α+α+α+α+α+ ; e em virtude da relação anterior

0211 =γ+γ+ ; logo as seqüências (são apenas duas para este grau) são obtidas por:
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→=γ=γ 02,11  seqüência S1 e

→=γ=γ 01,12  seqüência S2 (inversa da anterior)

- A forma usual de representação por RD's e correspondente tabela de estados é a já representada anteriormente na página 2
e a seqüência correspondente é X1 = { 1,0,1,1,1,0,0, ... } com período p=7.

- a divisão longa ..7x4x3x2x1))x(f/1( +++++= , corresponde à seqüência X1.

Propr iedades da função traço; ref. [1] e [6]

As principais propriedades da função )(RT β são a seguir relacionadas:

1) )
i2(RT)(RT β=β  para todo )m2(GF∈β  e todo i; no exemplo anterior: 1..)4D(RT)2D(RT)D(RT ==== .

2) )(RbT)(RaT)ba(RT β+α=β+α  para todo )2(GFb,a ∈  e )m2(GF, ∈βα .

3) a equação b)(RT =β  com )2(GFb ∈  tem exatamente 1m2 −  soluções β em )m2(GF . De fato, se no exemplo anterior

considerarmos ainda 0=β , para o qual 0)0(RT = , verifica-se que a equação 1)(RT =β  tem 4 soluções )4132( =−  que são

4D e2D;D;1=β  e 0)(RT =β  tem 4 soluções que são 6De5D;3D;0=β .

4) ∑
∈β

=
β

−
)m2(GF

0
)(RT

)1(  (resultado no campo real)

R). 1- e 1 resultados ose)2(GF  1 e 0 expoentesosonde,11)1(e10)1( :o(observaçã ∈∈−=−=−

É uma conseqüência da propriedade 3, levando em conta que para 1m2 −  valores de β, 1)(RT =β  e para 1m2 −  valores (os

outros) de β, ⇒=β 0)(RT  para todo )m2(GF∈β  tem-se ∑ =
β

− 0
)(RT

)1(

5) Levando em conta a notação )(
m2
2RT)(RT β=β , se )m2(GF)k2(GF)2(GF ⊂⊂ ))(

m2
k

2R
T(

k2
2RT)(

m2
2RT β=β⇒  para todo

)mGF(2∈β . Observação: esta propriedade é importante na definição e análise das seqüências GMW.

Para esta generalização: ;
1k/m

0i

ki2)(
m2

k
2R

T ∑
−

=
β=β  observe que para k=1 recai-se na definição anterior ∑

−

=
β=β

1m

0i

i2)(
m2

k
2R

T .

O teorema será verificado com um exemplo apenas: seja 





β=β )(

42
22

RT
22
2RT)(

42
2RT . O primeiro membro vale

842)(16
2RT β+β+β+β=β ; o argumento do segundo membro é 4)(

42
22

RT β+β=β  e portanto seu valor é dado por

8422)4()4()4(
22
2RT β+β+β+β=β+β+β+β=β+β .

Segue-se um exemplo adicional de aplicação para o caso de p não primo. Sejam então:

151n2p1x4x)x(f,4n =−=⇒++== (observação 15=5×3); assim 2
4

42

n

)1n2( =×=−ϕ
 (número de seqüências de máximo

comprimento de grau 4). Os elementos do coconjunto ciclotômico correspondente escrevem-se:
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{ }

{ }7,11,13,141113147:3

impróprio10 5 105:4

impróprio91263  :2

8,4,2,18421:1

γ

γ

γ

γ

(as duas decimações denotadas como impróprias correspondem a decimações de 3 e 5 da SMC, e não levam pois à outra
SMC, dado que o período da original é 15). As duas SMC's são dadas pois por: )x(f  e uma decimação q desta, onde q

{ }14,13,11,7∈ .

A função traço é neste caso 842)(RT β+β+β+β=β  e pode-se pois construir a tabela abaixo (α é raíz de 0=)x(f ).

{ }

{ }

{ }

{ }

31r  p/balancea  adiante) (vide 12 (óbvio), 040

000001515

371113141414

314711131313

2639121212

313147111111

45105101010

21263999

1421888

3111314777

29312666

10,5410510555

1218444

12,9,6,329126333

1184222

8,4,2,11842111

00000000

coconjunto)t(RTtt

γ=γ⇒=γ=γ=γ

γα+α+α+αα

γα+α+α+αα

γα+α+α+αα

γα+α+α+αα

γα+α+α+αα

γα+α+α+αα

γα+α+α+αα

γα+α+α+αα

γα+α+α+αα

γα+α+α+αα

γα+α+α+αα

γα+α+α+αα

γα+α+α+αα

γα+α+α+αα

γα+α+α+αα

γα+α+α+αα

=αα

Em um período da seqüência temos:
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 vezes2...04

 vezes4...x3

 vezes4...12

 vezes4...x1

   vez1...00

=γ
=γ
=γ
=γ
=γ

A seqüência, em sua forma genérica, é dada por:

  }1,0{=)2(GF ic/ 

004

1413117
3

12963
2

842
1

onde

...0
termos15

332342132412110

∈γ





�








=γ=γ

α+α+α+α=γ

α+α+α+α=γ

α+α+α+α=γ

γγγγγγγγγγγγγγγγ ������� �������� �	

Particularizando para o polinômio  )D(fmod)1D(4D1x4x)x(f +=⇒++= e construindo a tabela de caracterização de

GF(16) tem-se:

115D

13D14D

12D3D13D

1D2D3D12D

D2D3D11D

1D2D10D

D3D9D

12D8D

1D3D7D

2D3D6D

D2D5D

1D4D

3D3D

2D2D

D1D

10D

+
++

+++
++
++

+
+

++
+
+
+

Desta tabela temos:

... 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 0 ... é entecorrespond seqüência a e

1131232313
3

11233233
2

01212
1

=+α++α+α+α+α+α++α+α=γ

=+α+α+α+α+α+α+α+α=γ

=+α++α+α+α=γ

resultado que pode ser verificado por uma divisão longa ou com registradores de deslocamento realimentados segundo
f x( ) . A seqüência inversa da dada é caracterizada por:



14

)D(Ifmod)13D(4D13x4x
x

1
f4x)x(If +=⇒++=





=  e portanto pode-se escrever:

115D

2D3D14D

D2D13D

1D12D

12D3D11D

D3D10D

12D9D

D2D3D8D

1D2D7D

1D2D3D6D

1D3D5D

13D4D

3D3D

2D2D

D1D

10D

+
+
+

++
+
+

++
++

+++
++

+

Desta tabela temos:

... 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0 ... é entecorrespond seqüência a e

023212312
3

11121233
2

123132
1

=α+α+α+α++α+α++α+α=γ

=+α++α++α+α+α+α=γ

=α+α+α++α+α+α=γ

que é inversa da seqüência anterior, obviamente. Observe-se ainda que de 014 =+α+α , pode-se escrever:

01114...65

0101114

.

64321.

.

0236e0236

014como0125

=α+α+α++α+α

=α+α+α

α=α+α+α+α+⇒

=α+α+α=α+α+α

=+α+α=α+α+α

e destas 11614...21 α+α+α=α++α+α+ ; basta agora verificar que o 2°membro é nulo. De fato

0123123116 =+α+α++α+α+α+α=α+α+α . E assim temos:

( )( ) 1150151014...11014...1 =α∴=α+⇒=α++α+α+⇒=α++α+

Esta relação é válida, obviamente, também para o polinômio da função inversa. Verificando com 13x4x)x(f ++=  temos:
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( )
( )
( )
( )

0143101

0101314

1150141091213

(*)331343.

67761346.

791079101347045

11911913491312110134

=ρ+ρ+ρ++ρ+

=ρ+ρ+ρ

=ρ⇒=ρ++ρ+∴=ρ+ρ+ρ

ρ=ρ++ρ+ρρ=

ρ+ρ=ρ+ρ++ρ+ρρ=

ρ+ρ+ρ=ρ+ρ+ρ++ρ+ρρ==ρ+ρ+ρ

ρ+ρ=ρ+ρ++ρ+ρρ=ρ+ρ+ρ=+ρ+ρ







Assim tem-se a representação:

(*) Obviamente o mesmo resultado é obtido usando-se a tabela:

321123131211 ρ=ρ+ρ++ρ++ρ+ρ=ρ+ρ+ρ

Observe-se ainda que de:





�









=α+α+

α+α+α+α=γ

=α+α+α+α=γ

α+α+α+α=γ

adiante)(ver 01051

1413117
3

adiante)(ver   112963
2

842
1

obtém-se, levando em conta que 0141 =ρ++ρ+ 
 , a relação entre os γ  a determinar: 031 =γ+γ  (as soluções anteriores

correspondem a  13e01  ;03e11 =γ=γ=γ=γ e nos dois casos )12   e040 =γ=γ=γ .

Adendo : Qualquer que seja o polinômio primitivo adotado (com n=4) é válida a relação 1105 =α+α , conforme se
verifica a seguir.
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( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

))1122(  tabelaac/ (ou 1))1313(  tabelaac/ (ou 1

414341343

5421424671344

6543143681345

7651461055691346105

014se0134se

=+α+α+α+α==α+α++α+α=

α+α++α+αα=α+α++α+αα=

α+α+α++α+αα=α+α+α++α+αα=

α+α+α+α++α+αα=α+α++α+αα=

α+α+α++α+αα=α+αα+α+α++α+αα=α+α

=+α+α=+α+α

E ainda, qualquer que seja o polinômio primitivo adotado (com n=4) é valida a relação: 112963
2 =α+α+α+α=γ ,

conforme já verificado anteriormente nos dois casos.
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Lista de Exercícios

1) Seja um registrador de deslocamentos de 24 estágios para a geração de SMC's.

- quantas SMC's distintas existem deste grau?
- ache o comprimento e período da seqüência, sabendo-se que a taxa de chips é de 2,0 Mbits/s;

2) Considere todas as realimentações possíveis de se realizar com um registrador de deslocamentos de n estágios, para a
implementação de um gerador de seqüências. Quantas formas distintas existem no total? Destas, quantas são lineares? E
destas últimas, quantas são de máximo comprimento? Faça um exemplo numérico para ilustrar o resultado.

3) Demonstre que a seqüência inversa da caracterizada por f ( )x  é dada por )1x(fnx)x(If
−= . Observação: não use o

resultado do exercício 5.

4) Seja uma seqüência caracterizada por uma função geradora )x(f/)x(g)x(G = . Considere agora a seqüência obtida da

anterior por repetição de cada um dos seus elementos (.....10011.....1100001111....., por exemplo). Determine, em função
da seqüência original, a função geradora da nova seqüência assim obtida.

5) Prove que se uma SMC é gerada por RD's com realimentação nos estágios L, m, n, p,...., a seqüência inversa será gerada
com realimentação nos estágios L, L-m, L-n, L-p,......Observação: não use o resultado do exercício 3.

6) Prove que para uma SMC, em um período inteiro, há exatamente )2p(n2 +−  bits consecutivos iguais (blocos) de
comprimento p [exceto que há apenas um bloco contendo n "uns" e um contendo (n-1) "zeros"; não há blocos de "zeros" de
comprimento n ou de "uns" de comprimento (n-1) ].

7) Prove que se )x(f/)x(g)x(G =  representa a função geradora de uma seqüência, então )x(2G  representa o da seqüência

anterior intercalada de "zeros".

8) Sejam )x(af/)x(ag)x(aG =  e )x(bf/)x(bg)x(bG = , conforme definição usual. Nestas condições, prove que a

seqüência intercalada de a e b tem uma função geradora dada por:

)x(2
bf)x(2

af/)]x(2
bg)x(2

axf)x(2
ag)x(2

bf[)x(abG +=

9) Seja 14x5x)x(f ++= .

- verifique que )1x3x)(1x2x()x(f ++++= , indicando que o mesmo é redutível;

- por divisão longa, e condições iniciais 0..01, determine a seqüência assim gerada, verificando que seu período é p=21;
- justifique este valor de p;

- selecione condições iniciais adequadas para o conteúdo dos RD's, de forma que G(x) reduza-se à 1)1x3x()x(G −++= ;

- por divisão longa, e com as condições iniciais determinadas no item anterior, determine a seqüência assim gerada,
verificando que seu período é p=7;
- justifique este valor de p.

10) Verifique através de um exemplo que, deslocar uma seqüência de m posições para a direita, implica em multiplicar sua

função geradora por mx  e reduzir o resultado modf(x), caso o grau do resultado seja maior ou igual a n.

11) Demonstre os teoremas 4 e 5.

12) Prove que:
- para uma SMC gerada com RD's, o número de realimentações é necessariamente par;
- a soma mod2 de uma SMC com uma defasagem própria da mesma é outra defasagem da mesma seqüência;

- uma SMC é balanceada, isto é: o número de "uns" é 1n2 −  e o de "zeros" é 1n2 − -1, num período completo da mesma.
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13) Seja a função de autocorrelação da seqüência bipolarizada bi definida, da forma usual, por ∑
=

+
−=

p

1n
mnbnb1p)m(R ,

onde p é o período da seqüência. Prove que para uma SMC vale: 
pm0

0m
1p

1
)m(R <<

=

�





−−
=

14) Considere o exercício anterior. Mostre que estendendo a definição, e fazendo corresponder a cada chip um pulso
retangular de largura Tc, tem-se:

]1
cT)cipT[(1p)1p(1p)(pR −−τ∑

∞

∞−
Λ−++−−=τ ; onde .c.c

cT/p

0

1
cT1

)1
cT(

<τ

�



 −τ−=−τΛ

e, como conseqüência, a densidade espectral de potência (DEP) é dada por:

∑
∞

≠
∞

−−δ−+−+δ−=
+

0i

-
]1)cpT(if[)]1ip(2sinc[)1p(2p)f(2p)f(pS

15) Dado o segmento ....1111100100110....de uma SMC, gerada a partir de um RD de 5 estágios, determine a configuração
de realimentação do RD e verifique sua resposta. Observação: este problema ilustra a vulnerabili dade das SMC's, quanto a
possibili dade de quebra do código, a partir da observação de apenas um segmento, (2n-1) bits consecutivos, da mesma.

16) Considere o polinômio primitivo 1x3x)x(f ++= .

- determine a SMC correspondente por dois processos: por uma divisão longa e por meio de RD's realimentados;
- construa as seqüências obtidas a partir de decimações com k=2; 3; 4; 5 e 6; verifique para que valor(es) de k resulta em
uma outra SMC;
- determine os elementos do coconjunto ciclotômico correspondente e confira sua resposta ao quesito anterior.

17) Prove que se )x(1f  e )x(2f  são dois polinômios característicos, então qualquer seqüência obtida por soma mod2 das

anteriores, pode ser gerada por um RD de polinômio característico )x(2f)x(1f)x(f = , com um número de estágios igual à

soma dos estágios de )x(1f  e )x(2f . Observação: esta propriedade é útil na geração dos códigos de Gold e Kasami.

18) Prove que )(RbT)(RaT)ba(RT β+α=β+α  para todo )2(GFb,a ∈  e )m2(GF, ∈βα .

19) Construa o corpo GF(16) usando a base }3;2;;1{ ααα , onde α satisfaz à equação 0134 =+α+α . Determine o traço do

elemento 3
3b2

2b1b0b α+α+α+=β .

20) Determine os elementos do coconjunto ciclotômico de grau 7. O resultado e mais detalhes podem ser vistos na ref. [7].
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