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Introducéo

Naref. [11] tem-se umaintroducdo a Témicade Comunicac® pa Espalhamento Espedral, onde sdo apenas citadas
algumas formas de geracé e propriedades das eqliéncias de adigos mais usuais. Naref. [4] fazse umarevisio sobre os
principais resultados conheddos bre seqliéncias de adigos. Como se trata de um paper de revisdo, ndo ha preocupagdes
guanto ao formalismo, ou encadeamento 16gico, na gresentacé dos resultados. Ja aref. [8], e 0 presente trabal ho,
congtituem um detalhamento de [4]. Em [8] as fungBes de arrelacd sdo exploradas em detalhes e asuainfluéncia no
desempemho de sistemas CDMA ¢é avaliada. O presente trabal ho, que deve precealer aref. [8] numa primeiraleitura, trata
de maneiramais formal das aspedos bésicos das equéncias de adigos, utili zedas na &eade Comunicac® pa
Espalhamento Espedral. Num trabal ho futuro seréo detalhadas as famili as de seqliéncias de a@ddigos mais usuais, como pa

exemplo as fqiiéncias de méximo comprimento, Gold, Kasami, GMW, Bent, etc.

Funcéo ceradora de uma seqiiéncia

Seja uma seqiiéncia genéricarepresentada por {am} = {ao, 3,89, 8 } onde o indice dencta o tempo, isto &, aprimeira

sdida éag, aproxima é g, e essm por diante. Esta seqiéncia sera representada por meio de uma fungéo G(x),

[o0)
denominada de fungéo geradora da seqiiéncia, naforma: G(x)=a0+a1x+a2x2+...+akxk+.....= > akxk ; onde X é uma

variavel red auxili ar.

Seqiiéncias geradas por registradores de deslocamento

Sgjaum registrador de deslocamentos na representacd abaixo indicada.

a(k)

a(k-1) ak-2) | . a(k-n)

n
O sinal redimentado escreve-se apartir daférmula de recorréncia a(k)=y ca(k—-i)comk = n e cp =1 sempre (caso
i=1

contrério ograu ndo serian). Define-se cmo pdindmio caraderistico para este tipo de montagem a

n
f()\)zkz ck)\k comcgy=1. Observe-se entdo que o pdindmio caraderistico descreve aimplementaca fisicado gerador
=0

(suas redi mentagdes) e ndo o0 seu estado. O estadoinicia € definido pelo contelido das RD's para k=0:
a_l,a_z,...,a_n+1,a_n .



Escrevendo a;, até g, pelaformula de recorréncia, tem-se um sistema de eguaqdes sequienciais que permite determinar estes

estados futuros a partir da condi¢éo inicial.

a.o = Cla_l + C2a_2 Fo + Cha—n
a.l = Clao + Cza_l Fo + Cna_n+1

an = (}_Lan_l + Czan_z Fo + Cna.o

A expressio da fungéo geradora, por suavez é cdculavel por:

G(x) 2 k_ 20D k_Dn i 2 k—i
X)= Yy qXx" = Ciay _iX =3 GX a _iX
oK T iz 1 T T oK
n . _ . _ 00 .
=53 cix'(a_ix '+a_i+1x I"':I'+...+a_1x 1y z_ak_ixk h
i=1 k=i
i+1

n o i _ _
=y ox!(ax " +a_j X T T+.tay L1 G(x)); eisolandds(x)
i=1

no. i i’ _
3 ox' (ajx ! +a_; qX I+1+...+a_1x 1

G — i=1 : - g(X)
) g CiXi f(x)
i=o

O numerador g(x) dafungéo geradora € @sm determinado pelas redi mentagbes (c;) e pelo estadoinicial
a_q,a_9,.-@_p41,@-n » ENQUanto o cenominador € o proprio pdinémio caraderistico. No caso particular das condices

iniciais ®rem a_q=a_p=...=a_p1=0ea—n=1, lembrando que G,=1 sempre, resulta G(x)=i

f(x)

Seja um exemplo nestas condicdes:

2.3

n=3,c;=0ecy=cg=1el f (x)=1+x ; cargainicial [00]. A divisdolongafornece

G(x):1+x2+x3+x4+x7+x9+--- (verifique); eassimasedqiénciaédadapor[1011100--]

+X

etemperioda2” ~1=231=7,

©

X1 X9 X3 t
0 0 1 -1
1 0 0 0
0 1 0 1
5 0 0 1 1 0 1 2
1 1 0 3
X X, X, 1 1 1 4
0 1 1 5
0 0 1 6

; saida
1011100...



Teorema 1

A sucessio de estados em um registrador de deslocamentos é periddica om periodo p < 2" -1, onde n é o nimero de

estégios doregistrador. A verificac® € imediata.
Teorema 2

Se asequéncia A = {an} , gerada por um registrador de deslocamentos (RD), obedece a ondig&o inicial:
ag=a_p=...=3_ =0eap =1, entdo o periodo ck A €0 menor inteiro pasitivo p prao qual o pdindmio
caaderistico f(x) divide (1+xp) mod2.

(o)
Demonstragéd: nas condicdes indicadas tem-se G(x) = S zanxn
n=0

f(x)

- s2 A tem periodo pentéo:

% =(ag+ax +..+ ap_lxp‘l) + xp(ao X+t ap—lxp_l) +x2p(a0 rax .+ ap_lxp—l) .

p—1
+ax +...+a,_qX
- p-1 P..2p \_aO 1 p-1
= +aX +...+a,_qX 1+x" +x7+..
(ao 4’ p—1: ¢ / (l+Xp)
P _
O (L+x ):a0+a1x+...+ap_lxp lindicandcquef (x) divide(@ + xp)

f(x)
- inversamente se f(x) divide (1+ xp) sgja este quociente indicado pa:
(1+Xp)=a X +0ox 2+ 40 xPL
flx) oTorTE T

= (A + X +UpX2 +.t ap_lxp_l) xPlag +axrax? 4.+ ap_lxp_l) ...

Nestasondigbedem-se:

)

(o]
=G(x) = Y anx"; eigualandaspoténciasdénticasiex {an}={an}. AssimoperiodaeA ép,
n=0
ouumfator desteOu,deoutraforma operiodaleA € o menorp positivo parao qualf (x) divide(1+ xp).
Corolério

Seja afuncéo geradora G(x) = % , onde o numerador g(x) tem grau menor do que o de f(x) (na expressio geral de G(x)
verificase que o grau de f(x) én e o de g(x) é<n-1). Se g(x) ndo tem fatores em comum com f(x) o teorema anterior
continua vélido, e o menor p tal que f(x) divide (1+xP), denominado de expoente de f(x), & o periodo da seqiiéncia
correspondente. O caso g(x)=1 corresponde a teorema demonstrado. Outro caso importante équando f(x) € irredutivel,
caso em gue ndo héa fatores em comum com g(x), exceto quando g(x)=0, que arresponde a caso de mndicdesiniciais
nulas. Assm quando f(x) é irredutivel o periodo da seqiiéncia gerada pelos RD's ndo depende das condigdes iniciais, exceto
na condi¢éo inicial identicamente nula (caso trivial em que permaneceno mesmo estado indefinidamente).

Por definico uma sequiéncia édita de maximo comprimento (SMC), naformagerada por n RD's, quando seu periodofor
p=2"-1.



Notas ©bre a extensio do corpo bindrio GE(2) para um corpo GF(2™), com n>1: ref. [1], [6] e[9]

- 0 corpo GF(2") tem 2" elementos;

- considere-se todas 0s poli ndmios de grau (n-1) sobre GF(2). Existem 2" destes polinémios, de forma que cala um deles
pock ser usado para representar um elemento simples do corpo de extensio GF(2"). Por exemplo, paran=2 ocorpo ce
extensdo tem 4 elementos, e existem 4 pdindmios de grau (n-1)=1, que sdo: 0; 1; D; D+1. Escritos numa forma genérica
;D +a, como; IGH2) ={0:1};

- a alicédo é naformausual (aoperacé® é mod2, éfedada,..., etc);

- amulti plicac® é definida usando-se polindmios espedais de grau n, denominadaos de polindmios primiti vos. Um
polindmio h(D) de grau né dito primitivo se 0 menor inteiro p parao qual h(D) divide (D +1) é p=2"-1. Polinémios
primitivos sio irredutiveis, isto é n&do podem ser fatorados. O produto de dois elementos de GF(2™) é definido como oresto
dadivisdo do poduto convencional pelo pdindmio primitivo escolhido para definir a multiplicac@®. A multiplicacéd é
referida como multi plicac@® mddulo h(D) e escreve-se modh(D).

Observaga: o produto convencional é de grau £(2n-2); quando dvidido pa um polindmio de grau n, o resto sera de grau <
(n-1) e asm serdum elemento de GF(2") O o produto é uma operacé fechada.

Sejaumatabela construida apartir do elemento 1, em que cala demento sucessvo é obtido multi plicando oanterior por
Dmodh(D).

LD; D2;.... quandsechegara p" 1o préximoseré\Dn eesteécalculavepor:
restodadivisaodeD" porh(D) = D" +h ;D" T+h D%+ +hD+1  E facil
verificarqueoquocienteé1eo restoédadopor (hn_an_1 + hn_ZDn_2 +...+hD +1)

eassinpode-seescrever D" = (hn_an_1 + hn_ZDn_2 +...+hyD +1)modh(D)

Assm, sgjaum exemplo com h(D)=D4+D+1D D4=(D+1) modh(D)

D' D' modh(D) =a;D3+a D2 +agD+a ¢/ a; IGH?2) o,
p0 1 0001
pl b 0010
D2 p2? 0100
p3 p3 1000
p4 D*=D+ 0011
D°> D2+D 0110
pé p3+p2? 1100
p’ p*+p3=p3+D+1 1011
D8 D#+D2+D =D2+D+D+1=D?+1 0101
p? p3+D 1010
pl0 p4+p2=p2+pD+ 0111
pll p3+p2+p 1110
p12 p4+p3+D2=p3+D2+D+1 1111
D13 D4+D3+D2+D=D3+D2+D+D+1=D3+D2+1 1101
pl4 p4+p3+D=D3+D+D+1=D3+1 1001
p1°® p4+D=D+D+1=1 0001 (iguala D?)



- Os 15 pdindmios anteriores mais 0000constituem os elementos de GF(16):GF(24);

L C oA L . on_1 on— 2N
- Como, por defini¢éo, um polindmio primitivo dvide (D +1), pode-se escrever: D +1=q(D)h(D) O D =
n_
q(D)h(D)+1 e portanto oresto dadivisio de p2' 1 por h(D) é 1. Assm de umaforma geral pode-se escrever que:

n_
p2 1= 1modh(D), conformejafoi verificado natabela anterior;

. . N1 N1 - n_
- Oinverso de um elemento DJé(DJ) 1p2 1 JpoisD2 I=pl=p? 14.

- Sea éraiz de h(D), primitivo com coeficientes em GF(2), entdo o conjunto de raizes de h(D) é
i n-1

{0(2 }i=012;...;n-1 Istoé, asn raize$éodada$or{a;0(2;0(4;...02 }.

Defato, sea éraiz de h(D) O an+hn_1cxn_1+ ...+ +1=0; elevando a0 quadrado:

— n-1
0(2n+hn_10(2(n 1)+......+h10(2+1:h(0(2):0 e @sm sucessvamente @é a2

2]’1
a“ =amodh(D).

, poispara o proximo

- Na demonstracé anterior utili zou-se o fato de que se f(D) é um palindmio sobre GF(2) entdo (f (D))2 =f (DZ) . Defato
sga f (D):Dn+fn_1Dn_1+ ..... +f1D+1 ; elevando ao quadrado (isto & fazendo-se o produto f(D).f(D)) tem-se, observando

que fk=f|f e que todos os dupl os produtos cancdam-se ( fiiji+j canc:ela:omfjfiDj+i ), o resultado:

f2(D)=D2n +fn_1D2(n_l)+ .....+le2+1. Asimtem-se a dirmacé inicial verificada, e mais genericamente
o o i ol o o -

f(D< ) =(f(D))~ , pais (a+b)c =(a~ +b“ ) com coeficientes em GF(2).

Teorema 3

Se aseqiiéncia A é de maximo comprimento (SMC) seu palindmio caraderistico é irredutivel (é de fato uma mndigéo
necessria para que um polindémio caraderistico gere uma SMC).

Como A é uma SMC o conteido das RD's passa por todos os estados, exceto tudo zero. Sgja entdo (000..01) a sua ondi¢ao
inicial; nestas condigdes o teorema 2 € vélido e diz-se que o0 expoente de f(x) € p. Sgja etdo f(x)=s(x)t(x), isto & vamos

supor f(x) redutivel; tem-se: 1 _ak) + BO) , por decompasicdo em fragdes parciais. Sejamrl er2 os graus de s(x) e

Tf(x) s(x) t(x)
a(x)

t(x), com r1>0, r2>0, inteiros e tais que r1+r2=n. Asim ﬁ € uma série de poténcias cujos coeficientes o periddicos
s(x

B()

com periodono maximo (Zrl-l), e analogamente para ﬁ 0 periodoméaximo é de (2r2_1)_ Assm a soma das duas
X

representa uma série de paténcias cujos coeficientes tem um periodono maximo o m.m.c. dos periodas individuais, que nao
pode exceder o produto dos periodcs.

Entdo: 2M-1<(21-1)(2"2-1) =212 o512 1o 5 011=2" -3
Esta mntradi¢éo mostra que ahipdtese de f(x) posaiir fatores é falsa. A demonstracé assume que s(x) e t(x) sdo fatores
digtintos. Para completar a demonstrac® sgja f(x)=52(x) . Nestas condigdes o periodo def(x) €0 dolro do e s(x) e

n
assm: 2(2/2 —1)<2n -1, recando-se nas argumentagbes anteriores.

A redprocado teorema ndo é valida: existem polindmios irredutiveis que ndo geram SMC's. Por exemplo:

2x+1 é irredutivel, mas como é divisor de (1+x5) seu periodoé 5 (e ndo 2"-1=15, como seria se fosse

6,,3

f (x)=x4+x3+x

uma SMC). Outro exemplo: f(x)=x"+x7+1 éirredutivel, mas su expoente €9 ao invés de 63.



Teorema 4

Todo pdindmio irredutivel, médulo2, de grau né divisor de (x2 141y .

Teorema 5

Se uma seqiiéncia tem polindmio caraderistico irredutivel de grau n, o periodo dch sequiéncia éfator de (2” -1).
Coroléario

Se (2'"I —1) é primo, todo pdinémio irredutivel de grau ncorresponde auma SMC.

Seqiiénciainversa

Denomina-se de seqliénciainversa de umadada g, de periodo p aguela em que seus elementos o tais que b; =8y -

E fadl verificar que neste cao os polindmios caraderisticos das duas sqgiiéncias reladonam-se por: f (x)=xnf (x_l) . Por
5
X

exemplo, a seqiiéncia inversa da gerada por f(x):x6+x+1 édadapor fI (x)=x6+ +1. Na onsulta de tabelas de

polindmios primitivos, ver ref. [10] por exemplo, é usual encontrar-se anotac® dos mesmos naformaoctal. Assm para o
exemplo adma f(x) =[103g =[001000011, ef, (x) =[141g =[00110000], , onde cala digito nanotacad hinaria,

indicao coeficiente crrespondente de x no pdinémio caraderistico.

Nudmero de polindmios primitivos e deirre dutiveis; ref. [1] e[3]

n_
O ndmero de palinémios primitivos de grau n é dado pa: )\(n):M ,onde ¢(.) é afuncéo de Euler que representa o
n

ndmero de positivosinteiros menores do gue n e primos com o mesmo. Este nimero é cadculavel por:

kK o
se m=] p, I ondepi éprimoeai inteiro, entao
i=1
E[ m=1
= k a. —
m
b SICRELY m>1

Exemplo: n=6 m=28-1=63=3% x 7101 ¢(63)=2><31><6>< 70=36eassim?\(6)=3%=6

Os padlinémios primiti vos de grau 6 sdo, ha notac® octal, [103, [147], [155 e seusinversos, ou redprocos, [141]],[163] e
[133, respedivamente. Assm existem apenas 6 SMC's de grau 6, dados pelos poli ndmios primitivos adma li stados. A

demonstracé, que pode ser vistanaref. [1], baseia-se em algurs concetos da Teoria de NUmeros e éomitida ajui.

O numero de polindmios irredutiveis de grau nédado pa Nj= 1 > 2du(%) ; onde asomatdria se estende paratodaos os
nd

n

divisores de n (inclusive 1) e u(.) é afuncdo de Mohius, definida por:

g
H(m) = no; >1
0 i=1

H—l)k m é o produtode k primosdistint os



Retomando oexemplo anterior com n=6, como s divisoresde 6 sdo 1; 2; 3 e 6, tem-se:

N, :%{21u(6)+22u(3)+23u(2)+26u(1)} = %{2x1+4x(-1)+8x(-1>+64><1}=9-

E assm o nimero de polindmiosirredutiveis de grau 6 € 9. Além dos 6 primitivos, anteriormente dtados, tem-se dnda
[127],[11]] eseusredprocos[165 e[111]], totalizando cs 9 pdinémios antedpados. Os palindmios[127] e[111] ndo
geram SMC'se @mo 2N _1=63-3%x7 0'seu periodo podraser 3; 7; 9 ou 21 (63 ndo, pois ndo é primitivo!). Que o
polindmio irredutivel [111], por exemplo, ndo é primitivo é fadl verificar pois é um fator de (x9+1) , isto &, éfator de
(xm+l) com m=9, que émenor do 26_1-63. Observac:

[1195=[001 001001,0 f (x)=xO+x3+1=f (x) e (x+1)=(xB+x3+1) (x3+1)

Dedmacdo de seqiiéncias; ref. [5], [6] e[7]

Sgja {an} uma seqliéncia abitraria de comprimento p. Denomina-se dedmaca k da seqliéncia original a seqiiéncia {cn}
tal que cn=a,, paratodon. Por exemplo: 110110.. é umadedmagcé 2 pesvel da seqliéncia 10100010100010 E
evidente que se k dividir p entédo {cn} terd um perioda, no méximo, p/k (no exemplo anterior p=6, k=2 e 0 periodo ch

seqliéncia dedmada €3), e portanto se p e k sdo primos entre si 0 periodoresultante sera p. Genericamente, o periodo ca
seqliéncia dedmada édada por p/mdc(p,k). Seja entéo {an} uma SMC com p= (2rl -1) , nestas condig¢des demonstra-se que:

- adedmac® ay, de an €umaSMC se, e somente se, k e p forem primos entre si;
- todas as SMC's de periodo p= (2" 1) podem ser construidas por dedmag de {an} ;

- 0 pdinémio primiti vo correspondente aseqiiéncia obtida por dedmacé k é tal que suas raizes 90 a poténcia k-ésima das
raizesdo pdinémio ariginal. Os nimeros que antecalem os palindmios na notag® octal referem-se exatamente a ata

5

propriedade. Assm se a éraiz de 1-[103 entdo a*~ seraraiz de 5-[147], e destaforma asequiéncia gerada pelo pdinémio

[147] pode ser ohtida por umadedmac® 5 da seqiiéncia arrespondente a pdinémio [103;

- duas fguéncias produzidas por dedmac, com j e k primos em relac® a (2rl -1) , sfo ciclicamente distintas %, e

somente se, j¢2i k mod(2n -1) paratodointeiroi.

Por exemplo: n=4; p=(2"-1) =15=3x5 0 A(n)=2 que €0 nimero de SMC's que existem para este grau. Dadaumadelas a
outra poce ser obtida por uma dedmacé conveniente. As dedmagdes posdveis €0: 1; 2; ..... 14; 15. Destas devem ser
descartadas todas as que tem fatores comuns com 15. Restam pois as dternativas 2; 4; 7; 8; 11; 13; 14. e para estas pode-se

construir atabelaindicada aseguir.



k><2i

k i=1 i=2 i=4
2 2 4 8

4 4 8 16

7 7 14 28213
8 8 16=1 32=2
11 11 22=7 44=14
13 13 26211 52=7
14 14 28=13 56=11

Observa-se entdo que & dedmagdes 2; 4 e 8 sdo improprias (conduzem a fases diferentes da mesma seqiiéncia), enquanto
as dedmagdes 7; 11; 13 e 14 conduzem a outra sequiéncia procurada (conforme o valor ter-se-a fases distintas da mesma

sequéncia). Destes resultados pode-se dandainferir:

- sek éumadedmacé prépria da seqiiéncia, as dedmagdes 2i k mod(2n -1) levam afases diferentes da mesma seqiiéncia,

parai=1; 2; ..; n-1;
- todas as dedmagBes pares levam a fases diferentes da mesma sequiéncia;

- dedmagdes proprias $ sao oltidas com k impar e obedecendo ao teorema enurciado.

Exemplo final: n=5; p=(2"-1) =31 e A\(5)=6. Representando-os graficamente tem-se

3

W

Os nimeros nas interli gagdes indicam as dedmagies, onde entdo de cala seqiiéncia il ustra-se a ©nstrucéo de mais duas,

com k=3 e 5. Observa-se que partindo da seqliéncia[73] pode-se obter a seqiiéncia[57], por exemplo, por dedmagies
sucessvasde5; 5 e 3; e @mmo 5x5x3=75=13mod31 omesmo resultado é obtido com uma dedmacé 13 Observacd: [51];
[57] e[73] sdo redprocos de [45]; [75] e[67], respedivamente. Sistematizando 0 pocesd de dedmac, sgja para este

ultimo exemplo atabela aseguir representada.



C¢ L. 2 4 8 16
C;, 3w 6 12 24 17
C, 5« 10 20 9 18
Cg 7 14 28 25, 19

c, 11 22 13, 26 21
Cg 154 30 29 27 23

Os elementos desta tabela mnstituem-se dos ndmeros de 1 a 30 (2"-2) e indicam as dedmagdes posdveis de uma dada
seqiiéncia. Numa linha os nimeros sicessvos sio0 sempre o dolro doanterior mod31, de forma que todas as dedmagdes
desta linha s8o equivalentes, conforme teorema anterior (a menos da fase da seqiiéncia resultante). A primeira linha desta
tabela é onstituida de poténcias sicessvas de 2, de 1 até 2™, A proximalinhainicia-se @m o menor nimero inteiro de 1
a 30, ainda ndo coberto pelas linhas anteriores, e adm sucessvamente. Desta forma, com esta tabela, tem-se uma
construcéo sistematicapara todas as SMC's de um determinado grau. Nesta tabela (ver também o dagrama anterior), a

titulo de exemplo, indicam-se por:

N* dedmagdes sicessvas de 3, apartir do elemento 1. Na ordem percorrem-se os elementos 1; 3; 9; 27; 19; 26 e 16

(que morresponde auma fase diferente da sequiéncia de partida);

N dedmagdes sicessvasde 5, apartir do elemento 1. Na ordem percorrem-se os elementos 1; 5; 25 eretorna-se a
1

Nsx++  dedmagdes sicessvasde 5, a partir do elemento 3. Na ordem percorrem-se os elementos 3; 15; 13 eretorna-se

a3.

Ao conjunto de njuntos Cp;Cy;-++,aaescido de {0}, d&-se 0 nome de coconjunto ciclotdmico de grau n (estudos nesta

arearemontam ao ano de 1800com Gausd).

A funcdotraco; ref. [1], [6] e[7]

Uma ferramenta muito Util no cdculo de cmrrelagdes é adenominada fungo trago (tradugdo livre para "tracefunction™),

n-1 5 n-1
que pode ser definida omo uma fungéo linea de GF(2M) em GF(2), dado pa: To(B)2 5 B2 =p+p2+p+.+p2 . A
i£0

importancia desta funcdo no cdculo de crrelagdes esta no fato da seqiiéncia {ai } poder ser escrita naforma {TR (0(i )},

onde a é araiz do pdinémio caraderistico f(x) da seqiéncia {ai } . Apresentam-se aseguir algurs detalhes e propriedades

dafuncéo trago.



Sejam entéo as SMC's g; e g, com j=qji, de periodo p=2"-1 e bj=(-1)& . Como g pode ser representado pa a;=Tg (0(i ),a

correlag® cruzeda periodicade b; e bj escreve-se;

Pl Te(ah)

p-1 T (aq|+f)
— - - R =
0,(9=.3 bibiss= 3 (D -

q q
5y ROCLD g0 5y TROTEPD

)
xOGF(2M) xOGF(2")

Assm a medida que x percorre GF(2M), paraum dado ge Cy =af , pode-se determinar quéo frequentemente Try (x+c£xq)

_ok+1

asaume os valores 0 ou 1. Por exemplo, paravalores de g tais que q=2k +1 ou q=22k , S 0 mdc(n,k) for tal que

ﬁ € impar, entdo a correlacé cruzada periddicadas qliéncias assume goenas 3 valores (ver referéncia[1]).
mda(n,

Exemplo: s§jamn=3 e f (x)=1+x2+x3 e portanto p=2n =1=7, poisf(x) é primitivo.

4 2on-10

2+0(3=0 e s outrasraizes s0 Ep(z,a L0 []; ho caso
O O

-sea éraizde f(x)O 1+a

aleanf (cx2)=1+a4+a6=(1+a2+a3)2=0 ef (0(4)=1+cx +0(5=(1+a4+a6)2= 0

2 0340%465465=00 o =1

edai deaorre andaque 1+a+a“+a~+a” +a~+a

e T T
- 1 ~
. el
:g-?xfrw w1 .\'.,
P ]
{ §
o X
| !
5 el i
X
'y ;
LA \E
el a7 -
- ¥ . ‘:,_'5

- afungéo trago &, neste exemplo, dadapor TR(B) =B+ BZ + B4 e mm elapode-se mnstruir atabela:

t al Tr(a) = S S,
0 o a%+a%+a’ Yo 1 1
1 o a +a’+a’ Vi 1 0
2 a? a’+a*+a A 1 0
3 ol a*+a’+a® Y 0 1
4 a’ a’+a +a? Vi 1 0
5 a® a’+a+a® A 0 1
6 a® a®+a’+a® Yo 0 1

destatabela sai que y,=1 e portanto 1+a +a2+a3+a4+a5+a6=1+y1+y2 ; € em virtude darelac® anterior

1+yq +y5 =0; logo as quéncias (sdo apenas duas para este graul) sdo oltidas por:

10



y1 =1y, =0 - sequéncia$S; e
Yo =1y; =0 - sequéncia Sy (inversada anterior)

- A formausual de representacé® pa RD's e correspondente tabela de estados € aja representada anteriormente na pagina 2
e aseqliéncia mrrespondente €X41 ={1,0,1,1,1,0,0, ...} com periodo p=7.

2,.,3,,4..7

- adivisdo longa (1/f (x))=1+x“+x>+x"+x " +.., corresponde asequéncia X1.

Propriedades da funcéotraco; ref. [1] e[6]

As principais propriedades dafuncéo Tg (B) s3o aseguir reladonadas:

1) TR(®)=Tg (62') paratodo BGF2™) etodoi: no exemplo anterior: TR(D)=TR (D)=TR(DH)=.=
2) Tr(ao+bP)=aTg (a)+bTR (B) paratodo ab O GH2) e o, U GF(Zm) .

om-1 gy ucdes 3 em GF(2m) . Defato, se no exemplo anterior

3) a quacd TR (B)=b com b 0 GH2) tem exatamente
considerarmos ainda =0, parao qual TR (0)=0, verificase que a guacé® TR (B)=1 tem 4 solucdes (23_1: 4) gue sdo
=L D; D2eD% e TR (B)=0 tem 4 solucGes que sdo B=0; D3; D°eDS.

TR(B)

4 1
ok

(observaga: (—1)0:1e(—1)1:—1 ondeosexpoented) e 10 GH2) eos resultadod e -10 R).

=0 (resultado no campored)

E uma mnseqiiéncia da propriedade 3, levando em conta que para 2M-1 yalores de B, TR(B)=1 epara 2M-1 yalores (os

outros) de B, T(B)=001 paratodo BUGH2M) tem-se z(—l)TR(B):O

5) Levando em conta anotacd® Tg (B)= TR B, se GF(2)DGF(2k)DGF(2m) O TR B= TR (T k(|3)) paratodo

BOGF(2M) . Observac: esta propri edade éimportante na definicéo e andlise das guéncias GMW.

ki
Para esta generalizag®: T2 k(B)— BZ ; observe que para k=1 reca-se na definicéo anterior T2 k(B)— Z B

21 >4
O teorema serd verificado com um exempl o apenas: sgja TR B)= T22 ETF% ® E O primeiro membro vale

T§62 (|3)=B+|32+|34+B ; 0 argumento dosegurdo membro é TR B)= B+B e portanto seu valor € dado pa
22
2
TR (B+B=(B+p*)+(3+p*)?=p+p”+pp".

Segue-se um exemplo adicional de glicag¢a para o caso de p ndo primo. Sejam entéo:

0"-1) _ 2x4
n - 4

n=4,f (x)=x4+x+1D p=2"-1=15 (observac® 15-5x3); assm = 2 (ndmero de sequiéncias de maximo

comprimento de grau 4). Os elementos do coconjunto ciclotémico correspondente escrevem-se:

11



v:1248

yo: 3 6129
Y4:510 510
y3 7 141311

{12,458
improprio
impréprio
{7.11,13,1}

(as duas dedmagdes denotadas como improprias correspondem adedmagdes de 3 e 5 da SMC, e ndo levam pois aoutra
SMC, dado que o periodo daoriginal € 15). Asduas SMC's si0 dadas pois por: f(x) eumadedmacd q cesta, onde q

0{7111314}.

A funcéo trago € neste cao Tp ([3):[3+[32+B4+[38 e pode-se pois construir atabela ebaixo (a éraiz de f(x)=0).

t

10

11

12

13

14

15

al

al®

Tr(ab)
GO+GO+GO+GO

G1+G2+G4+G8

G2+G4+G8+Gl

03+60+012400

G4+G8+G1+02

05+6104+65+¢10

084012403402

o7 +q 4 4ql3:q11

08+Gl+02+04

09+a3+08+012

104654610445

o a7 +ol44q13

a1246%463+08

B E TN S T G

B I E T W

GO+GO+GO+GO

= coconjunto

Yo {0}

Y1 {1248}

v, {36912

Ya {5,10}

Yo=Y4=0(0bvio),y,=1(videadiante)] p/balanceay;=y3

Em um periodo da seqiiéncia temos:

12



Yo = O lvez

i = X 4 vezes
Yy = 1 4vezes
Y3 = X 4vezes
Y4 = O 2vezes

A sequiéncia, em suaforma genérica, é dada por:

YoY1Y1Y2Y1Y4Y2Y3Y1Y2Y4Y3Y2Y3Y3Yo- -
15termos

2,.4..8

5’1:0‘ +a < +a % +a

3,.6,.9. 12
=aT+a T +aT +a
0nde§l2 o/ y,0GH2)={0.3}
Cyg=a+ollral3egl4

O
H4=Yp=0

Particularizando para o pdinémio f(x)=x4+x+1|] D4=(D+1)m0df (D) e monstruindo atabelade caaderizacd® de
GF(16) tem-se:

p0 1
pl D
D2 D2
p3 p3
D% D+1
D° D2+D

Db D3 +D2
D/  D3+D+1
p8 D2 +1

D° D3+D
pl®  p2+p+1
ptl  p3+p2+D
D12 p3+p2+D+1
pl3  p3+p2+1
pl4 D3+1
p1° 1

Desta tabel a temos:

yp=a+a 2+o+1+a2+1=0

Yo :q3+q3+q 2+q3+q +a3+a 2 +a+1=1

y3:o(3+o( +1+(x3+(1 2+a +q3+q 2+1+o(3+1:1

easeqlUénci@orrespondnteé...000100110101111...

resultado que poce ser verificado pa uma divisao longa ou com registradores de deslocamento redi mentados segundo
f(X). A segqiiénciainversadadada é caaderizadapor:

13



f (x):x4f BEB:X4+X3+1[| D4:(D3+1) modf, (D) e portanto pock-se escrever:
XO

p0 1
pl D
D2 D2
p3 D3
D4 D341
D°  D3+D+1
D% D3+D2+D+1
D/  D2+D+1
p®  D3+D2+D
p°® D241
pl®  p3ip
ptl  p3+p24
pl2 D+1
pl3  p2+p
pl4  p3+p?
p1° 1
Desta tabela temos:
Y=o +a2+a3+1+0(3+a2+a =1
Yo =a3+a3+a 2+0( +1+a 2+1+0( +1=1
2 3+a+al+a+ad+a2=0

yz=a~+a+lta
easequénciaorrespondnteé...011110101100100...

gue éinversa da seqiiéncia anterior, obviamente. Observe-se dnda que de at+a +1=0, pode-se escrever:
a”+a2+ol=0 como a*+a+1=0
ab+aB+a?=0 e a+ad+a2=0
g 1+or+0(2+0(3+o(4:(16

o411 10-0

0(5+0(6+...+0(14+0( +0(11:0

edestas 1+a+a +...+al4=a+aB+oll ; basta ggora verificar que 0 22’membro é nulo. De fato
a+aS+all=a+a3+a?+a+1+a3+a2+1=0 . E assm temos:

Lo+, +ot =00 (1+a)@+a+...+a14):OD 1+0P=00 al0=1

Estarelac® é vdlida, obviamente, também parao pdindmio dafuncdo inversa. Verificando com f(x):x4+x

14

3+1 temos.



04 +0341=0 ol Lipl2 +p13:p9(04 3 +1)+p9 pll=p4pll

p5+p4+p:0 :p7 4+p3+1 p10+p9+p7:p10+p9+p7
:p6 4+p3+1 p6+p7:p7+p6
=p3p+p3+1frp3=p3()
p13+p12+p9:0 Ol+p+... +p14:0D p15:1
p14 +p13 +p10:O
1+p+,,,+p10+p3+p14:0
Asdm tem-se arepresentacé:
21 .
BT v ot
ar oo
27 Y
SN et
| l a=d !
Wk ke

(*) Obviamente 0 mesmo resultado é ohtido usando-se atabela:

p11+p12+p13:p3+p2+1+p+1+p2+p:p3

Observe-se anda que de:

%/1:(1 +a2 +a% +a8

p=a3+a8 +a® +ol2

=1 (veradiante
D/3za7+a11+a13+a14

H 1+a®+a10=0  (veradiante)

obtém-se, levando em conta que 1+p+... +p14=0, arelagd® entre os Y adeterminar: y;+y3=0 (as solugdes anteriores
correspondema y;=1 e y3=0; ;=0 e y3=1 enosdoiscasos Yy=Y4=0 e y2=1) .

10

Adendo : Qualquer que sgjao pdindmio primitivo adotado (com n=4) é vdlida arelacé® a?+al0= 1, conforme se

verifica aseguir.
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se cx4+cx3+l:0

O(5+0(10:0(6(0(4Jro(aJrl)w(saJro(esJro(s

:GS G4+03+l G8+C(6

:cx4 O(4+0(3+l cx7+c16+o(4
4+0(3

34443

=a”la +1Ha

3

=1(ouc/a tabela(a3+o( +1+o°+0=1))

conforme ja verificado anteriormente nos dois casos.

16

se 0(4+0( +1=0

G5+01102016 G4+C( +1)+0(5+C(6+C(
:(13 G4+C(+1 0(3+G4+C(5+C(6

=CX2 0(4+cx+l cx2+cx4+0(5

=a (0(4+0( +l)+0( +0(4

=1(ouc/atabela(a 2ra+a

7

2 +q+1=1))

3,,6,.9. ,12_

E ainda, qualquer que sgjao pdindmio primitivo adotado (com n=4) é valida arelagd: y,=0"+0"+a~ +0~“=



Lista de Exercicios

1) Sgaum registrador de deslocamentos de 24 estégios para ageracé de SMC's.

- quantas SMC's digtintas existem deste grau?
- ache o comprimento e periodo da seqiiéncia, sabendo-se que ataxa de cips é de 2,0 Mbits/s;

2) Considere todas as redi mentagdes posdveis de se redizar com um registrador de deslocamentos de n estégios, para a
implementac&® de um gerador de sequiéncias. Quantas formas distintas existem no total ? Destas, quantas $o lineaes? E
destas Ultimas, quantas 50 de maximo comprimento? Facaum exemplo numérico parail ustrar o resultado.

3) Demonstre que asequénciainversada caaderizadapor f(x) édadapor f| (x)=xnf (x_l) . Observacé: ndo use 0
resultado doexercicio 5.

4) Seja uma sequéncia caaderizada por umafuncdo geradora G(x)=g(x)/f(x) . Considere agora aseqiiéncia obtida da
anterior por repeticéo de calaum dos sus elementos(....10011...1100001111..., por exemplo). Determine, em fungéo
da seqiiéncia original, afunc&o geradora da nova sequiéncia assm obtida.

5) Prove que se uma SMC é gerada por RD's com redi mentag® nos estégios L, m, n, p,....,aseqiiénciainversa sera gerada
com redi menta¢é nos estagios L, L-m, L-n, L-p,.....Observacé: ndo use o resultado doexercicio 3.

6) Prove que parauma SMC, em um periodointeiro, ha exatamente 2n—(p+2) bits conseautivosiguais (blocos) de
comprimento p[exceto que ha goenas um bloco contendo n "uns' e um contendo (n-1) "zeros'; ndo ha blocos de "zeros' de
comprimento n ou de "uns' de wmprimento (n-1) ].

7) Prove que se G(x)=g(x)/f (x) representa afuncéo geradora de uma sequiéncia, entéo Gz(x) representa 0 da seqiiéncia
anterior intercdada de "zeros'.

8) Sgjam Ga(x)=ga(x)/fa(x) € Gp(x)=gp(x)/fy(x) , conforme defini¢ao usual. Nestas condicBes, prove que a
sequénciaintercdadade ae b tem uma funcdo geradora dada por:

G g ()If 2()GE(X)+xF 5 () gR 01/ T2 ()T 2(X)

9) Sgja f (x)=x°+x*+1.

- verifique que f(x) =(x2+x+1)(x3+x+1) , indicando que 0 mesmo é redutivel;

- por divisdo longa, e ondic¢Besiniciais 0..01, determine aseqiiéncia assm gerada, verificando que seu periodoé p=21;
- justifique este valor de p;

- seledone ondi¢desiniciais adequadas para o contelido da RD's, de forma que G(x) reduza-se a G(x)=(x3+x+1)_1;
- por divisdo longa, € cm as condic¢des iniciais determinadas no item anterior, determine aseqiiéncia assm gerada,
verificando que seu periodoé p=7;

- justifique este valor de p.

10) Verifique dravés de um exemplo que, deslocar uma seqliéncia de m pasicles para adireita, implica en multi plicar sua
funcéo geradorapor x™ ereduzir o resultado modf(x), caso o grau do resultado sgjamaior ou igual an.

11) Demonstre osteoremas 4 e 5.
12) Prove que:

- parauma SMC gerada mwm RD's, 0 nimero de redi mentagdes € necessariamente par;
- asomamod?2 de uma SMC com uma defasagem prépria da mesma éoutra defasagem da mesma seqiiéncia;

- uma SMC é balanceala, isto & o nimero de"uns' é 2" eo de"zeros' é 2"1-1, num periodo completo da mesma
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1 P
13) Seja afungéo de autocorrelac® da seqliéncia bipolarizada bj definida, daformausual, por R(m)=p 1 S bnbpn+m
n=1

m=0
onde p é o periodo ch sequiéncia. Prove que parauma SMC vale: R(m)=% 4 o<lm <
Hp m <p

14) Considere o exercicio anterior. Mostre que estendendo a definigo, e fazendo corresponder a cala chip um pulso
retanguar delargura T, tem-se:

BTt b <o

__ -1 12, . 11 ond -1, _
Rp(1)=-p “+(p+Dp _ZOQA[(T ipTe)Te 7] ; onde A(TT¢e 7)= e

€, como conseqliéncia, a densidade espedral de poténcia (DEP) é dada por:

Sp(1)=p~28(1)+p2(p+D) 3. [sinc(ip 1t -i(pTe) Y
iz0

15) Dado osegmento ....1111100100110..de uma SMC, gerada apartir de um RD de 5 estégios, determine a onfiguracé
de redimentac® doRD e verifique suaresposta. Observacé: este problemailustra avulnerabili dade das SMC's, quanto a
possbili dade de quebra do cédigo, a partir da observacé de genas um segmento, (2n-1) bits conseautivos, da mesma.

16) Considere o pdinémio primitivo f(x):x3+x+1.

- determine aSMC correspondente por dois procesos: por uma divisao longa epor meio de RD's redi mentados;

- construa & ®guéncias ohtidas a partir de dedmagdes com k=2; 3; 4; 5 e 6; verifique para que valor(es) de k resulta en
umaoutra SMC;

- determine os elementos do coconjunto ciclotdmico correspondente e onfira suaresposta @ quesito anterior.

17) Proveque se f1(x) e f 2(x) sdo das palindmios caraderisticos, entédo qualquer sequiéncia obtida por somamod2 dcas
anteriores, poce ser gerada por um RD de polindmio caraderistico f (x)=f;(x)f 2(x) , COm um ndmero de estagiosigual a
somados estagios de f1(x) e f 2(x) . Observaca: esta propriedade étil nageracd® das cddigos de Gold e Kasami.

18) Prove que T (a0 +bB)=aTg (a)+bTr (B) paratodo ab[IGH?2) e a,BDGF(Zm).

19) Construa o corpo GF(16) usando a base {];a;cxz;cx?'} ,onde a satisfaz a guaca® a?+a3+1=0. Determine o trago do

elemento B:b0+bla+b2a2+b3a3.

20) Determine os elementos do coconjunto ciclotdmico de grau 7. O resultado e mais detalhes podem ser vistos naref. [7].
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