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REVISAO DA TRANSFORMADA DE FOURIER — continuacgao

10. Integracdo no tempo
Se

t
3 { = d - G\ f =
entdo 9() —J;oV(a) a ( ) P27t + 5

A primeira parcela da transforma@4f) é de interpretacdo imediata, decorrendo da prépria
definicdo da transformada. A segunda parcela, iszail requer cuidadosa interpretacdo: se a area
sobv(t) ( que é igual ¥(f = 0)) for ndo nula, entdo a integgt), que emt = —c0 é nula, assumira o
valorV(f = 0) emt = +e0 (Figura 03.01):

- glt=-w) = 0
g(t=+ew0) = V(0),
e portanto o valor médio dgt) € V(0)/2. Verifique todas estas afirmacoes.

v(t)

V(0)

g(t)
/\ AA// valor médio dt)
0 t

Figura 03.01 Um sinalv(t) de area ndo nula, sua integyé) e o valor médio dg(t).

Notas:

1. O valor médio deg(t), Rt) € definido como o limite

glt) = lim L }g(t)dt,

T_ow 2T T

ficando claro que as contribuicdes patd — o sdo as predominantes.

2. A transformada da integral pode também ser aptimhais formalmente, através da
convolucao, como sera ilustrado mais tarde.

11. Convolucéo

A convolucdo, um caso particular da integral deegposicado, aparece muito naturalmente
estabelecendo a relacéo entre
[ a resposta impulsiva de wsistema linear, fixo e quiescente ],
[ 0 sinal aplicado a entrada desse sistqunascente |
e { o sinal resultante observado a saida desse si$tema
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De fato, considere Rigura 03.02 que ilustra uma sequéncia de sinais aplicadesntrada
de umsistema linear, fixo e quiescente as correspondentegidas

[ excitacdo impulsiva unitaria €, de correspondente
area unitariaplicadaemt=20 resposta
4 sistema 4
a) o(t) > I!near, h (t)>
fixo e
quiescente

excitacoes saidas

sistema quiescente: saida € devida somente aa&ntrad
o(t) = h(t)

sistema fixo:
o(t—a) = h(t-a)

sistema linear:
cx o(t—a) = cx h(t-a)
escolhendo a constante arbitrarieomo a areay (a) x da':

g(a)xda xo(t—a) = g(a)xda xh(t-a)

integrando enar para incluir as contribuigcdes devidas a todosabsres possiveis da variawet
[gl@)xs(t-a)xda =  [gla)xh(t-a)xda

A integral a esquerda é reconhecida como o pr&mial de entraday( t ). O sinal resultante
a saida do sistema foi construido pela integraleita, que fica definida como“aonvolucao entre
g(t) eh(t)”. Tem-se entdo:

entradag(t) = saiday(t)
r— - - - - - T I
: gft) = _ng(a)é(t—a)da = y(t) = _ng(a)h(t—a)da = g(t)on(t) :

Figura 03.02 Sequéncia de sinais aplicados a entrada do sidieear, fixo e quiescente, mostrando
que nesse caso a saida € a “convolucao” (defirgl#aiptegral de superposicéo ) entre a entrada e a
resposta impulsiva.

Na Figura 03.02 indica-se que aplicando um impulso unitad®) na entrada do sistema
quiescente (isto €, sem qualquer armazenamento interno dgiaheobserva-se na saida o simd),
que € chamado “resposta impulsiva”. O fato de tersia serquiescente significa que a saida é
devida Unica e exclusivamente a entrada, pois Adoulras fontes de energia envolvidas. Como o
sistema é fixo- ou invariante no tempe, um atraso na entrada reflete-se num atraso da. S2ér
ser sistema linear, vale a superposicao.

Mediante troca da variavel de integracdo, demarsstirfacilmente que a operacéo definida
pela convolucéo é comutativa, como mostrado a segui
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Na segunda integral foi propositadamente subdstaivaridvel de integracao, para ressaltar o
fato que seu efeito desaparece depois de ser @édetiategracao.

As operacdes que produzem a convolugdo sao biastrgraficamente nkigura 03.03
usando especificamente a primeira das integramsaaci

a(t)
0 t
h(t)
0 t
h(-a)
(A) /
¥.ponteiro” em =0
| a
' h(t—a)
ot integral
v “ponteirg” T\
0 It a do produto
9a) o
/\ -« destes sinais
0 : a produz o valor
g(t) Oh(t) = [gla)xh(t-a)da | da convolugédo
Zoo \%
o < no instante
|
0 t t

Figura 03.03. — Operacfes para obter a convolugdo entre ossgifdie h(t). Este dltimo é,
propositadamente, ilustrado como resposta imputivam sistema causal.

Para facilitar a convolugdo, em uma tira de paeste ser esbogcado um dos sinafg),
nesta ilustracdo ] com o eixo dos tempos inveridoindicacdo do ponteiro no instafifeeonforme
mostrado engA). O ponteiro indica o instante em que serd maroa@sultado da integragao.
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E também conveniente interpretar a convolucdotadirente, como ilustrado ngigura

03.04

impulso de area unitériaf
aplicado na entrada et 0  produz na saida

a) h(t)
0 t
g(t) aplicado na entrada a(t)
b) areeg(a)da ... -?51/
00 .5 t
A
! ! h(t-a)
c) : '
/|//l¢ “ponteirg”
0o a
L y() =9(t) Oh()
d) o
0 t t

Figura 03.04.— Interpretacdo alternativa da convolucéo entr&rasg(t) e h(t):
A amplitudey(t) na saida, em um instaritéd ), € o resultado da soma das contribui¢cdes de
impulsos elementares de magnitdg(a ) da ] aplicados na entrada em instantes como

mostrado en).
A amplitude na saida devida a esse impulso elemérd produto de dois fatores:

[a magnitude desse impu]s®

[a saida devida ao impulso unitario, avaliAda=t — a ) segundos apos a aplicagéo desse impulso
conforme mostrado em) — que € também mostrada ejma forma em que aparece na integral que
define a convolucgéo.

Transformada da Convolucéao

Sendo, como definido acimg{,(t) =9 (t) L h(t),
deseja-se calculaf(f) em funcao das respectivas transforma@&y e H(f).

O calculo é feito por simples e cuidadosa subgéitu

y(t) = _]ig(x).h(t—x)dx,

Y(f) = Ty(t).e‘jz””dt =[] [ a(.h(t-x)dx |7 dt

—00 —00 —00

invertendo a ordem das integracdes e identificaeoos resulta:
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= [| [hlt-x).e " dt |.g(x)dx =
BT T

= (1) [a(e> ax = 6(f)xH(r)
—

Resumindo, temos o par transformado:
i) = gt)Chlt) - ¥if) = G(f)xH(f) ]
Dualmente, dada a simetria: — indica convolucédo

o) = glexl) - W) = 6(F)Ix(1)]

isto €, a transformada do produto de dois sinalada pela convolucdo das transformadas desses
dois sinais.

_/

A validade deste ultimo par transformado é a sedemonstrada diretamente, de modo
analogoao ja feito:

Seja
W(f) = G(f)OX(f) = [X(f-a) G(a)da, deonde se calcukt):

—00

0
o) = Jw(r)el?T = T{TX(f—a)G(a) da} e 1271
invertendo a ordem das integracdes e lembrando que
Xt o X = xt) = [° x(f)el27 df
e
x) e 27N L X(-a) = x(t) 127t = [* X(f -a)el27 f
resulta
wit) = IG(a){IX(f —a)ejz”ftdf}da = xt) J.G(cr)ejz’mt da = x(t)x g(t)

x(t) e i2mat
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Nota sobre unidades na convolucéo e sua transfiarma

Consideremos um sistema linear, fixo e quiescemteual a entrada seja uma corre(tdee

a saida uma tensat) (p. ex., um circuito elétrico alimentado por cates no qual se observa a
tensao entre um par de nos):

i(t) | sistema linear, v(t)

[A] fixo e quiescente V]

Excitando por um_impulso unitaridt) (isto é, corrente impulsiva que injeta uma carga d
1 coulom}), tem-se na saida a resposta impulbiigp, cujas unidades sdo obviamente volts/coulomb
(volts na saida devido_a utoulomb injetado na entrad&)y/C] :

o(t) = h (t)
1[A.s] ou [C] VIC]

Excitando agora com uma corrente arbitrgt)gA] observa-se na saidét) [V] :

i(t) = v(t)
[A] [V]

Consideremos aansformadas dessas fun¢cées com suas respecfivadades] :

i(t) o I()
[A] [A/HZ]
at) o 1
1 [A.s]ou[C] [C/HZ]
h(t) o H(f)
[V/IC] [(V/C)/ Hz] ou V/(C.Hz)
Mas
v(t) = i(t)Cht) = - V(f) = I(f) x H(f)
_ T _ Al 1
= _[|(x)>< h(t-x) dx {Hz} X[C Hz}

0-[g o [abs) o

_ vV .
[V] = [V] - {E} (como deveria ser)
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PROPRIEDADES DA CONVOLUCAO

Ja vimos que a operacao de convolucéongutativa:

x (1) Oy (t) =y (t)DOx(t)

Facilmente verifica-se que a convolucéo é tambeso@ativee distributiva A demonstracao
é feita de maneira muito conveniente usando a fianada de Fourier, uma vez que a convolucao
no tempo corresponde ao proddas respectivas transformadas. Assim, sendo

x (t) o X (f)
y(t) o Y ()
w(t) o W (f)

e as operacoes

[x(t)Oy(t)] o [X(f)xY(f)]
[y(t)Ow(t)] o [Y(f)xW(f)]
[x(t)Oy(t)] Ow(t) - [X(f)xY(f)] x W(f) =

0 = O =
x(t)O[y(t) Ow(t)] - X(f) x [Y(f)xW(f)]

De forma anéloga, demonstra-se que a convolugamiéém distributiva, utilizando-se das
transformadas.

Em resumo:

x(t) Oy(t) Ow(t) = [x(t) Oy ()] Ow(t) = x(t) Ofy(t) Ow(t)]

e

x() O{y(t) +w(t) } = [(t) Oy (t)] + [x(t) Ow (t)]

porque ! !

X(F)x {Y(f) +W(f)} = [X(f)xY (f)] + [X(f) xW ()]
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EXERCICIOS

1. Determinarv(t) analiticamente e esbocar sua forma de onda emc@citado, sendo

vit) = sinc{Lj Dsinc{Lj ,comT,>T; .
T T

( sugestéo: usar as transformadas )

dy

2. Derivada da convolugdo: Sengdt) = g(t)Oh(t) e v(t) o

determinarv(t) em funcdo de(t) e h(t) (ou suas derivadas), bem como sua transformgflaem
funcao deG(f) e H(f).

3. Mostrar que se os sinait) e h(t) s6 forem ndo nulos em intervalos de largurasafiii; e
T,, respectivamente ( isto é, se tém supoftes T, ), entdo sua convolugdo sé sera ndo nula num
intervalo de largura finitaTy + T2 ).

4. Dualmente, se os espectros de dois sinais ocupadabae larguras finitd®; e B,, entdo o
espectro do produto desses sinais tera larguta fidio maior do queR; + B, ).

5. Note quendo existea reciproca da afirmagéo acima, isto é, pode &wais com espectro de
banda infinita cujo produto tem espectro de bami@f( ! ). Como exemplanaliseos espectros do
mdédulode um co-senf|coséy t)| ) bem comado quadrado desse modulo.

6. Convolugéo com impulso: Mostre que
y(t) = v(t)oa(t-to) = v(t-to)
de trés maneiras diferentes
através dos espectros;
executando a convolugéo graficamente;
e pela integral de convolucéo.

7. Sendo x(t) =3 dt-2) — 54t-4); y(t)=2dt-5);
e w(t) = x(t) LA(1)

Esboce essas 3 fungdes.

8. Considere o par transformado ja visto
2a
glt) = exp(~alt|) - G(f) = —
| | a2+(2771‘)2
Verifique o comportamento assintético@¢) para f | - O através das derivadas gig).

9. Determine a transformada ddt) definido pela convolugao de duas portas de meargarh.
Esboce todas as funcées envolvidas ¢ eremf ), e conclua qual a &rea sob a fung#io?.

10. Determine o comportamento assintotico do ppls@) cuja transformadR; (f) é dada:

p,(t) o PR(f)= COS(ﬂijX H(Lj

f
0 0
Sugestao: Diferenci®, (f) até encontrar impulsos (se necessario, esBedé) — ndo € preciso
determinar a expressao pie(t)).
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11. Deseja-se analisar o pulsp3”, cujo espectro é uro-seno levantadoconforme mostrado
ema) naFigura abaixo. A sucessao de pares transformados &&gsa apresenta um conveniente
roteiro para determinar a expressao temporal csopdl Para isso:

— Expresse o espectro encomo adequado produto perta(b) por (1 + co-senqlc);

— Determine as correspondentes anti-transformaddd)ee{e) e efetue a convolucao.

— Esboce a forma de onda resultante (sera a soRaidescujas amplitudes vocé determinara);

— Conclua, tanto pelo espectro como pela constrngdempo, qual o comportamento assintotico do
p3, paraf| —» oo ;

— Confira o valor dg3(t = 0) que vocé encontrou.

( calibre adequadamente os eixos verticais )

pulso p3 espectro P3
P30 2
0
2 1 0 1o 2
Do
-2 1 0 1 2
.
€) 1 i i ]
2 1 0 1 2
0 S
2 1 0 Ty 2 15 1 05 0 05 1fO 15
t/ T0 F 2432 03 03 f/ fo
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12. Funcdao de correlacéo (cruzada) no tempo — pasinais de energia

Sejamg(t) e v(t) dois sinais de energigou seja, sinais com energia finita, e que paotant
possuem transformadas de Fourier). Definefs@gdo de correlacao cruzadantre eles como

W, (r) = Ig’;(txr).v(t) dt = [g*(x)v(x+7)dx
4 - -
o W (f) = & (f)V(f),comoémostradabaixo.

Note que o complexo conjugado ocorre na primeingdo— g — que € a atrasada.

Por mudanca da variavel de integrac&wmstre que a segunda integral no tempo é
equivalente a primeira. A definicdo inclui sinaistq €, fungdes no tempo) complexos, que serao
utilizados em aulas seguintes. Observacées.variavel ér ; » a varidvel de integragéo,(ou x),
desaparece; diferentemente da integral de convolucéo, m@inversdo do eixo dos tempos.

A primeira integral é a mais convenientepara representar graficamente a operacédo que
produzfy v (7), conforme mostra Bigura 03.05(verifique porque isso acontece):

a(t)
d
0 t
v(t)
0 t
integral do produto destas funcoes g*(t—r1)

/

o

- l
N F--o---N

Y
produz este ponte——

da funcao de correlacéao

ol
<
—~
N B

T
Figura 03.05.— Operac0Oes para obter a funcdo de correlacaadauz

A transformada de Fourier da fungcdo de correlag@iczada é calculada em fungcdo das
transformadas dos dois sinais por aplicacéo dil@tadefinicdes, a saber:

W, () o v, (f)

(o)

Iog*(t—r).v(t) dt = [0, () e dr

—00

Iog*(x).v(x+r)dx
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Substituindo ( aqui a segunda forma da integraengpo € a mais comoda ):

W (f) = [oglr).e™ 12717 dr =
= j jg Jv(x+7)dx|.e 12717 qr

Invertendo a ordem das integracdes e identificasdategrais resultantes:

= mg* X).| | vix+7).e?'" dr|.dx g el dx =
() | vix+7)

\

V(f) exp (+j2rf x) G*(f)
= V(f) xG*(f)

Concluindo:

Wo(r) = Joxt)vit+r)d o w(f)

G*(f).Vv(f)

A correlacao cruzada expressa como convolucao denfitbes associadas

E (til expressar a funcéo de correlagéo cruzadeaaona convolugdo. Para isso, considere a

defini¢cdo original na formay gv jg t—7 dt e 0S seguintes pares transformados
gt) - G
g*t) o G*-1) (propriedade 9, Transformada do conjugado)

definamos w()=g*(-t) o W(f) =G*(f)
Reescrevendo a correlacdo cruzada original enotedow(t) assimdefinido:

= Tg*(t—r).v(t) dt = Tw(r—t).v(t) dt . Reconhece-se esta expressdo como a

convolucédo dev( 7) comv( 7), ou — 0 que da no mesmo, gte(— ) comv( 7) ( observe que a
variavel ér). Ou seja:

a funcao de correlacéo cruzatksg(t) comv(t) - nestaordem
€ idéntica a convolucd@eg*( —t) comv(t).
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Segue-se que, confirmando resultado ja obtido:

Y gv (r)= jg*(t—r).v(t) dt= jw(r—t).v(t) dt o GX(f) xV({F) = W() x V(f)

—00 —00

= w(t) O v(t) - W() x V()

E também dtildefinir uma funcdo de _correlacdo cruzada em fregiiéncjaou seja,
correlagéo cruzada de espectros. Pela simetriguivadente expresso como convolugao, conclui-se
que a anti-transformada da correlacao dos espexttada pelo produto das fungdes no tempo:

Yoy (1) =g*(t) x v(t) W, (f)= TG*(a— f)V(a)da = ofG*(x).V(x+f)dx

De fato, calculando a anti-transformada diretameetas defini¢des:

f_/%

o, 0= [ TlD) x e o = | o (vlon ) e o o -

-]

—00| —00

W
ﬁv x+f ).z df} x G*(x) dx =

t) .exp[ - j2mx t]

x_J;G*(X) e dx = g (t) x v(t)

J

g*(t)
Exercicio:  Verifique todas as igualdades e identidades acima: 0s sina#& traicoeiros.
Observacéo A funcéo de correlagéo cruzada (na verdade, tecaurelacdo) de espectros

sera empregada para analisar a envoltoria de snalslados enikM, e em especial para determinar
a banda ocupada por esses sinais.

EXERCICIOS
1. Verifique as igualdades e a consisténcia dos @dra&so:
— * _ —_ *
‘/’vg(r) =y gv( T) < vag(f) = W gv(f).
2. Mostre que sg(t) e g(t) sao reais, entdo

éﬂvg(r) = wgv(_r)



PTC-2432 Teoria das Comunicagoes | Prof. Jacyntho José AngeramAula 03 2013 13/32

impr. e atual 25/10/2012 15:31 ’word2000 C:\Meus Documentos\2013\PTC22823 1\A03_2432_2013 prTF_IntConvCorr.doc
Direitos autorais reservados. E proibida a reproducndo expressamente autorizada.
3. Correlacdo com impulso  note que a ordem € importante !

SendoX (t)=0(t—1ty) (impulso unitério aplicado no instamtg)
e y (t) o pulso ilustradoverifiqgue os resultados abaixo especificados.
Observe o efeito da ordem das funcdes.

pela prépria definigéo:

W, (0) = [ o(t-t,-1)xy(t) dt =y(t=t,+7)= y(r+1,)

— 0

graficamente:

TX(t)Ed(t_tO)

i R
to

0 t
ponteiro*
I~
0 > ¢

pela propria definicao:

wyx(r) = J‘+°° y(t - T)X5(t—to) dt = y(to - T)

s
>

0
ponteirov
TX(t)Ed(t_tO)

o
¥, x(T) .: Y(to - T )

to [

graficamente:

0 t

4. Verifique estes resultados também pela convolug@tprme mostrado naégina 9
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Funcdo de auto-correlacao e energia de um sinal

A funcado de auto-correlacdo de um sinal de enetti definida pela funcdo de correlacdo
cruzada quandg(t) = v(t), ou seja:

[e)

) = [V @uler)d o w,(f) = V() = [v(F)]

—00

O valor assumido pela fungéo de auto-correlagdaremO € a proprigénergia do sinal

w,(r=0) = _°f v () dt = _ojo\v(t)\zdt - E,

Aplicando a propriedade das areas ao par tranaftmmverifica-se que a enerdiz pode
também ser calculada pela area sob a transforn$égf) = | V(f) |*:

E, = _of\v(t)\zdt = _of\v(f)\zdf

Esta expressao € ‘Georema de Parseval® A energia de um sinal pode ser calculada
integrando-se, no tempo, 0 seu modulo ao quadoadmtegrando-se, em frequiéncia, o quadrado do
modulo de sua transformada de Fourier.

Note que $,(f) = | V(f) | > mostra como a energia contida em um sinal estbtila no

A . 2 . T . .
espectro de freqliéncias, da mesma forma [§B| © mostra como essa energia esta distribuida no
tempo.

Por essa razad,V(f) | > — ou ¥(f) — recebe o nome muito apropriado RENSIDADE
ESPECTRAL DE ENERGIA, abreviada pobEE.

EXEMPLO (exercicio)
Considere o par transformado

vt) = AI‘I(LJ . ()

To
Esboce v2(t) bem como|V(f)|2 ( note que é un$inc ).

Conclua (novamente...)qual é a area sob a fuﬁi;fc’nﬁz :
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As Figuras seguintes ilustram graficamente a digbnentre aonvolucdoe acorrelacéo
cruzada.

g(t) Oh(t) :
O t
b) areg(a) da... #'I/ gt) ou g(a)
a"_()__A_____> t oua
C) h(t-a) (invertido e atrasado )
/|//‘* “ponteirg”
0 a
d) o y=gOh® = [ala).h(t-a) da
0 t t

Figura 03.04.— Interpretacao alternativa danvolucéoentre os sinaig(t) e h(t):

A amplitudey(t) na saida, em um instantg d ), é o resultado da soma das contribuicbes de
impulsos elementares, de magnitudg(§ ) da ], aplicados na entrada em instantes como
mostrado enb).

A amplitude na saida devida a esse impulso é aifpatke dois fatores: [a magnitude desse impulso]
e [a saida devida ao impulso unitario, avaliAdsegundos ap0s a aplicacdo desse impulso unitério,

como mostrado ema) — que é também mostrada enna forma em que aparece na integral que
define a convolugéo.

lﬂg v (7) : a(t)
ponteirsemprena primeira fungao ( a que leva *
e serd atrasada depara efetuar a integracao )

O™

t
v(t)

integral do produto destas fung
g*(t—-r) (atrasor)

o

t

Wou(d = Jor(t-1).v(t)

T

produz este ponto da correlacdo—

N e ---N

0

Figura 03.05.— OperagOes para obter a funcédaaeelacéo cruzada
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DEE na entrada e saida de sistema linear

Considere o sistema linear abaixo, excitado pekd 5(t) e produzindo saidgt)

X(t) —» h(t) « H(f) —> (1) X@®) O h()

! ! T 17

TF: X(f) Y = X({f) x H(f)
DEE: |X(f)? | Y®I? = [XEF)I2 x [H()?
DEE DEE DEEy DEE
Energias
na entrada na saida
+00 +oo 2 +oo 2
Ey = Lo|x(f){2df 5= [ |Y(f) df = [ [X(f)] x [H(f)]"df
— )
gl

Na ultima integral, se um dos fatores for essémeiate constante em todas frequéncias
em que o outro for no nulo, entdo essa constante ger colocada fora da integral. E o caso, por
exemplo, de um filtro com ganho constaktem toda a banda do sinal de entraanergia do sinal
na saida fica entédo

Ey = k2 x [ | X(F)]" df = k2 xE,

Outro caso de interesse ocorre quan@E& do sinal de entrada € essencialmente constante
em toda a banda do filird&Esta situacdo sera mais apropriadamente tra@md@4 quando sera
discutida eDensidadéEspectral dé>oténcia,DEP de um sinal.
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Exercicio: (exemplo de questdes de provas)
Considere os pulsogt) ey(t) explicitados abaixo

X(t) 3
-

T T ] T T I T ] 1
012 345 t
ON

PN

Figura 03.06

Sendo Z(T) a funcado de correlagcéo cruzada erftee y(t), isto é:

2Ar) = @, (r) = [ xAt-7).y(t)dt = fwxﬂ(a).y(fa 1‘r)da

complete os sinais
escrev&(f) em funcdo de&(f) e Y(f): Z(f) = s

Cuidadosamentesboce Z(T) em gréafico cotad@tente para a assimetria!):

Ar)

T T T T T g T T ] ] T T T ] ] ] ]
-3 -2-1 012 345 6 7 8 910r
Chamanda(t) a convolucdodex(t) comy(t),
dé duas expressoes sy em funcao de(t) ey(t):
S() =

escrevas(f) em funcéo d&(f) e Y(f): SKF) = s
Cuidadosamentesboces(t) em grafico cotad@atente para a assimetrial):

X(t) 3
b

012 3 45 t

\/

—~y

\J
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llustramos a seguir exemplo de correlacdo crueadanvolucéo de dois sinais de energia,
mostrando claramente que essas funcdes sdo enmgetaldiferentes.

Como exercicio, verifique os dois resultados, coespecial atencéo aos sinais.

1: x, corr(x,y)como usamos: preto; y, conv: vermelho; 2348 04 03x 2008

2 { { { { { { { { {
| | | | | | | | |
1.5-——-—-—— b—_————— F—————— b—————— P F—————— P P o F_——— —
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
1------- f T T L T T T T T - T T T T L T T T 1
| | | | | | | | |
XWos IRRRER RS e SRRt RERCRRIREEEE
X
| | | | | | | | | t
O e——— — — — — — — === F——-=—-= ===
| | | | | | | | | >
| | | | | | | | |
O05F------ [ e e e -
| | | | | | | | |
-1 | | | & . | | | |
o 100 200 300 400 500 600 700 800 9200 1000
t
2 \ \ { { { { { { {
| | | | | | | | |
1.5-—-——-—-—— b—_————— F—————— b—————— P F—————— P P o F_——— —
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
1------- r——---- T r—-———>-" T T T T T T T T T - T T T T L T T T 1
| | | | | | | | |
y(t)o5 ,,,,,,, Lo L _____ T O E S H Y B |
y ) | | | | | | | | | t
| | | | | | | | |
O e— — — — — — — === F——-=—-=
| | | | | | | | | >
| | | | | | | | |
O05F------ [ e e e -
| | | | | | | | |
-1 | i 5 . | | | | |
o 100 200 300 400 500 600 700 800 9200 1000
t
400

2: X, corr(x,y)como usamos: preto; y, conv. vermelho; 2348 04 03x 2008
I
|
|
|
|

funcéo de
correlagao?®®
cruza
entre ¥
X(t) e dy(®)

-200

8

| |
l l
-400 \ \ \ \ ; ;
-500 -400 -300 -200 -100 0 100 200 300 400 500

200

convolucao
entre %

x(t) e ()
X

-200

-400

-600
0

x*y (t) 2348 04 03x 2008
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Importante aplicacéo de correlacédo e convolucéo:

Determinacao da resposta impulsiva de um sistema
(ver também Carlsorf.3ed., p. 179).
Para determinar @sposta impulsivade um sistema, a primeira idéia é aplicar um isgpal
sua entrada e observar a saida. Entretanto, unul$mippossui amplitude infinitee em um grande
namero de sistemas é fisicamente inviavel esselgpExcitacao.

at)y —» h(t) -« HF) —» h()

Uma alternativa é usar o artificio exposto a seddisistema € excitado por um sixéf)
muito particular, cuja funcédo de auto correlac@aon@mpulso,dt), isto €, SUBDEE € unitéaria:

v.b) = [xle-dxa)da = o w() = X)) =

= J(t) - = 1 istoé, constantparatodasasfreqiiéncis

Mostraremos que nessas condigBes a resposta ikgulsi sistema é a propria funcdo de
correlacdo cruzada entre a entrada e a saida.

Seja entdo 0 mesmo sistema acima, agora excitldo () descrito. A saida é dada pela
convolugcdo da entrada com a resposta impulsiva,ocordicado abaixo, juntamente com as
respectivas transformadas

X®) —» h(t) - HE —> y(t) = x@1) Ohe
0 ¢
X(f) Y(f) = X(f) x H(f)

Calculemos a funcédo de correlacdo cruzada entemti@da e a saida, bem como sua
transformada:

0ol) = Tela-tslalda o wy(1) = x+{1)xv()
i . = x*()x X (F)x H(F)
- = [X(f)|?xH(f) = 1x H(f)

I
>0
—+

~—
!

I
T
—
—h
~

Ou seja, a funcdo de correlacdo cruzada entre temdane a saida (determinada
experimentalmente) € a propria resposta impulsivsistema.
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( A plena compreensdo do material seguinte necessile conhecimentos adquiridos em
Processos Estocasticos, e que serdo aqui revistasAula 21.)

Mais realisticamente, o sinal aplicado na entradf, possui, necessariamente, banda
limitada — pode ser, por exemplo, um ruido Gaussidmanco” de band#@, a qual devera ser
“suficientementemaior” que a banda do sistema em estuddeste casx(t) = n(t) :

oo

w.t) = [x*(@-t)x(@)da = «~ w(f) =[x(f)]° =
. n f
= nB 2Bt o = = N —
n Bsinc(2Bt) 5 {ZB}
—
funcéo porta de largura 2B
Wx(1) © W) = X °4
nB: poténcia média deste ruid ni2
0\\>
o > ¢ > f
OT B 0 B
1/2B
Com esta entrada, a formulacéo fica
il = [lathyla)da «  we(t) = x+(f)xv(r)
o = X*(f)x X(f)x H(f)
- 2 _n
e = X0 xH (1) = Dgxnl r28lxH (1)
= 75 n() - A0

O
Se, de fato, a bandgafor maior que a banda do sistema em estldO- = = — — — — = ]

Ou seja, nestas condi¢cdes, a funcdo de correlagizada da entrada com a saida
(determinada experimentalmente conforme o diagi@maao) é igual /2 x h(t).

s <

sistema t
> ht) o H(f X
n(t) :

ruido “branco” cuja Z(t) média por
bandaB é maior que—» longp —¥» <«(t)>=
a banda do sistema,; tempo ni2 x h(ty)
com DEPp/2: f
S, (f ):%I'I {%} —> retzy(o ty n(t—ty)

/
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Seguem-se exemplos do procedimento acima descrito.

Tomou-se como “sistema linear” um filtro de Buitterth, cuja resposta impulsivat) é
conhecida; esta foi utilizada para a determinagécedpostay(t), resultante da entrade(t), que foi
escolhida de forma a ter funcdo de autocorrelagdseehcialmente” impulsiva. Uma estimativa da
resposta impulsiva foi entdo obtida pela correlag@@ada entre a entrada e a saida (nesta ordem).
Numa aplicacao real, a saig®) € obtida experimentalmente, excitando o sistema wma entrada
x(t) adequada, isto é, cuja autocorrelacdo seja eaf@eaite impulsiva, ou, equivalentemente, cuja
funcado de autocorrelacdo seja essencialmente péabanda do sistema em estudo.

EXEMPLO 1
Filtro de Butterworth passa-baixas, com frequiédeiacorte 0,5 Hz, ganho unitario e ordem
N=8. A resposta impulsiva &, de fato, conhecidst& mostrada niaigura 03.11

h(t) 1: resposta impulsiva Butterworth ganho 1 fc 0.50 Hz ordem 8 modelo
T

9
t sec F figuras hdet porruido na entrada 2009 N8 t, SegundOS

Figura 03.11.
Trabalhou-se corh0O0 amostras/siessa funcao.

Como entradax(t) tomaram-se sequUéncias de numeros aleatorios e eindeptes, de
comprimentos variaveis, também cobd0 amostras por segundoescolhidos de distribuicdo
Gaussiana, com o propoésito de se compararem olsakss) isto €, confrontar lo(t) real — neste
caso conhecide com o obtido pela correlacdo cruzada entre adaea saida.

Figuras geradas pelo programa MatLab
F_figuras_hdet_porruido_na_entrada 2009 _N8.m

Como foi usado ruido gaussiano com 100 amostrasdependentes por segundo, esse
ruido tem espectro plano até 50 Hz, muitissimo maiaue a banda ocupada pelo sistema em
estudo.
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Traco verde grosso: Resposta impulsiva determinad@elo método descrito, usando
entrada constituida de 500.000 amostras independest ( tomadas a cada 0,01 s ) de ruido
Gaussiano com desvio padrdo = 1 V, poténcia médiavl?, banda 50 Hz, e portantay/2 = 0,01
V ?Hz. (duracdo da entrada: 5.000 s )

Traco preto fino: Resposta impulsiva real, para comparacao.

3: hreal e h determinado com entrada Gaussiana 500.000 -- (MUITO BOM)

n(t) determinado experimentalmente
. (traco verde grosso )

R 5 - A R S S SN SN R
oo R leA
ool 44 __h( real (tracopretofino) | [ [
A S R N S ]

18 20
a 20 segundos F figuras hdet porruido na entrada 2011 N8 t (segundos) 20

Observe que as estimativashd podem diferir apreciavelmente nas pequenas
amplitudes. Este fato € bem evidenciado ao usaratifes realizacées da sequéncia
(pseudo-) aleatoéria de amostras do ruido Gausstacmmpare o grafico desta pagina
com o da seguinte.
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Repeticdo, utilizando umautra sequéncia aleatoria d#0.000pontos independentes de
distribuicAo Gaussiana, da qual € mostrada tambémarée da funcdo de autocorrelacdo
correspondente a pequenos deslocamentos das segiéte entrada.

3: hreal e h determinado com entrada Gaussiana 500.000 -- (MUITO BOM)

0.2 -------

|

|

|

|

|

|

777777 A e | L |
li |
| |
|

|

|

!

| | nha verde grossa | B
04 | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
O a 20 segundos F figuras hdet porruido na entrada 2011 N8
X 105 é: autocorrelacao da mesma seq. de 500.000 pontos usada como entrada
6 - s 10
U ALY 1 1 1 1 1 1 1 1
o L I L L L S I L L |
Corresponde a deslocamento nult/v 1 1 1 1 l
p __entre as sequéncias S N L L B
N IR e R I d b ,,,,,, A I S i
1 1 1 : 1 segun : : 1
< | | | | | g | | | | >
T
| - Corresponde a-deslocamentode < e e s b .
um Gnico ponto entre as sequéncias | 1 10 pos entre as sequéncias
O rr.-&“oco%:—-o 'H‘.&.—‘:.t"..m‘:..‘.‘..’.‘.‘:‘ﬂ‘. ‘"&"10-&." 0-—‘.{10:“&-&“0 001%&1-—“0"—00-:‘010 (L aa 2 X 31
4919.950 | | | | 500.000 | numero de pontos | 560.0

49995 4.9996 4.9997 4.9998 4.9999 5 5.0001 5.0002 5.0003 5.0004 5.0005
5
x 10
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Por sugestdo do Prof. Baccala, foi tomada a médidas estimativas obtidas com

sequéncias a

(2]
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tas:

orias mais cur

7

leat

de comprimento 1o

3: h real e h determinado com entrada Gaussiana 100.000 -- ( media de 10 destes )

média de 10 respostas impulsivas, oldislcom entradas aleatoérias

F figuras hdet porruido na entrada 2011 N8 10

O a 20 segundos

postas impulsivas, obtidas com entradas aleatés de comprimento 10:

3: h real e h determinado com entrada Gaussiana 100.000 -- ( media de 20 destes )

—

dia de 20res

s

me

1.2

0 a 20 segundos F figuras hdet porruido na entrada 2011 N8 10
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EXERCICIOS ADICIONAIS O (sugestdes de questdes para prypva

1. Considere o par transformado ja visto
1
X(t) = sgnlt o X(f)=———
(t) = sgn(t) (1)=—"17
Confirme esse resultado diferenciando no tempo:
dx
— = ... o = ?
dt
Complete o par transformado
1 1
t) = x(t)x xt) = ...... o Y(f)= — 00—
yit) = X)) ()= 0
~ 1 1
Conclua qual o resultado da convolugée; 0- T e
|2t 2t
2. Considere as transformadas do degrau unitario sedagquadrado. Efetue a convolucéo em
frequéncia everifique o resultada
g(t) = u(t) o G(f)= ..co.....

u(t) x ut) = ...... - G(f)oG(f)= ...
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Sobre a “largura” do pulso Gaussiano e a bandpamay considerando tanto a largura como

a banda ocupada como sendo aquela em que a mageéiyohra um mesmo valor.

exp(—pi.tz) F 2348 02 03 PGauss2009
1

e sua transformada exp(—pi.fz)

To
Na Figura esta ilustrada a relacdo efigee B para uma atenuacao de 27,3 dB. A Tabela

seguinte mostra valores para outras atenuacoes.

42,64 dB

]

1 | i | | |
fffffff SRS S 41 W T
ffffff
fffffff f 0.7 e
—————— o6 iR
77777 os| i Eooio ]
,,,,, A BRSNS SR SR
,,,,, S5 I S S S S
~~~~~ oaf i f
Y 2 l A
””” S Y 2 S R (A
_________ =273dB | ____ ______;__Q_,Q_f1323_;______ _
1.5 -61,4 dB;)1.5 -i[ 0.5 o 0.5 } 1.5
f [Hz]

atenuacao (dB)
t ouf (normalizado) | amplitude atenuacéo (dB) | produto To x 2B | duracao Ty = (1/B) x
1 0,04323 27,29 4 =2 2
1,2107 0,0100 40 5,863 293203
1,25 0,00738 42,64 6,25 = 25 3,125
1,4142 0,00187 54,58 O 55 8 4
15 0,00085 61,4 9 =% 4,5
1,581 0,00039 68,22 10 5
1,75 0,000067 83,5 12,25 = 35 6,125

As Figuras seguintes comprovam o fato que aditna de um pulso por um filtro ideal que
mantenha a “banda essencial” desse pulso consesgericialmente” o pulso, isto é, comporta-se

como um filtro passa-tudo.

Nos exemplos foram experimentadas, sucessivamante) “bandas essenciais” aquelas que
eliminam as componentes espectrais abaixo-#é;3 dB,- 42,6 dB,—- 61,4 dB e-83,5 dB. Este
altimo é, de fato, muito adequado: a diferencaeent pulsos na entrada e na saida do filtro sé&o
menores do que 98 dB do pico. Vale notar que, considerando o®a&sps, essa conclusdo néo
surpreende. Entretanto, as formas de onda no t@ogiem ser inesperadas: um sinc com apgéRas
cruzamentos de zero no suporte do pulso se comparia um impulso (!  ver pagina8. Este
fato deve-se a rapidez com que caem as amplitupslgo gaussiano e seu espectro.

O mesmo efeito € também observado com pulsos ocegpectros caem muito mais
lentamente, mas neste caso o sinc adequado seéparais com um impulso.
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Filtro que elimina componentes espectrais do puisgaussiano
abaixo de- 27,3 dB

1.pulso gaussiano filtrado -27,3 dB F 2348 02 031 PGauss2012
1o N S b ] 1 |
pulso : : e sua Trq
1 1
| |
@osF - R S . 0.5
| | |
| | |
1 1 1
| | |
0 — - = - = = — = = = m— (0]
-2 -1 o 1 2 -2
o de 27,3 dB:
1---——- —_— = === —
|
|
- H(f) |
05 s -
|
1
o+ b
-2
entrada e saida do filtro quase indistinguiveis:
1l b o oo ] 1
| | |
; ; ha dais tracos,
! ! essencialmentg superpostos
05F-—-----~ i S = - -2 nesta-apresentacao 0.5
1 1 1
| | |
| | |
0 _— = = = t (0]
-2 -1 0 1 2 -2
t[s]

A diferenca entre a entrada e a saida do filtro é nstrada em escala expandida:

11. diferenca entre entrada e saida de filtro que corta abaixo de - 27,3 dB
5
0,015 ? | | | | | |
' | | | | | |
| | | | | |
| | | .."J\"‘;. | | |
| | | SIS | | |
0.01-------- T LY o Uil e Sl T T T T A== [ —
| [ | s | ﬁ\ |
| e 3 | . | - | s el |
| 'T- - | - | e | - -T' |
| o . | - | - | - - |
A | N - | N | - | - < | ./\;
0005 F-~--%-~~~7-~"~~""~""27" """ < T T~ P B L - e Y
3 s ! ! - ! N ! - ! - re \ H Y
r < | - | - | - | - | - [ | 3 K
. | . | - | N | - | - |- | -
S < ! e | - | - | - [ [
| e | < | - | - | = I e s
0 077777777.7\7 777777 :777 77777 - I T T - 7777\7777:7777\777.77777777': 777777 \7:- 777777 ]
. | - | - | o | - | - | - I e
o - I - I - I - I - I - [P
<l i | - | - | - | - | < 12
| s | - - | - [ | - =
-0.005 -~ - -~~~ -~ R i -ttt e NN it N
1= N | S - | - [ | “ S
% r3 | - | > | < | - | Y F
NS | b Py | - [ | N |
| | - - | - | | |
oo1f--------+-------"-J- - I e b -
| | T 2 | s & | |
I I I I ™ I I
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
1 1 1 1 1 1 1
—0,61:32 -1.5 -1 -0.5 o 0.5 1 1.5 2
t [s] F 2348 02 031 PGauss2012

Em conclusdo, osinc indicado em (c) comporta-se, para 0 pulso gaussida (a),

aproximadamenteeomo um impulso unitario.
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Filtro que elimina componentes espectrais do puisgaussiano

abaixo de— 42,6 dB

2.pulso gaussiano filtrado - 42,6 dB

F 2348 02 032 PGauss2012

1 ; 1
pulso | esua Tra
(@) o5 :L 0.5
0 : 0
-2 -1 0 1 2
Filtro PB ideal que corta espectro abaixo de 42,6 d
! 1
2
- H(f)
1 0.5

:
1
2 1 0

entrada e saida do filtro quase indistinquiveis:

nsformada @

B:

28/32

1
0.5 0.5
[0} 0
-2 -2
A diferenca entre a entrada e a saida do filtro € nstrada em escala mais
expandida:
x 1072 21. diferenca entre entrada e saida de filtro que corta abaixo de - 42,6 dB
0,0022 i ; ! ; ; I I
1 1 1 ~ 1 1 1
R e R A SREEEEE A SRR R R EE e .
~ 1 | i B A
e FrEooooo MR R ST Fes R S 7
CSIERRREEJ8  H  AHE S T LS A 0 R S
0 o - S S S S S SR A S S
PSR S T T — RN U S N NS S
ARF R R e s TR SRRV
| V) EU R Y A |
B = t———==——-= T (Al Sl A T T~ A-—-—--—---- -
1 1 S 1 Vv 1 1
- 0,002-2 -1.‘5 —:‘L -o.‘5 c‘) o‘.5 :‘L 1.‘5 2
F 2348 02 032 PGauss2012

Osincindicado em (c) comporta-se, para o pulso gausslar(a) maisaproximadamente

como um impulso unitario.



PTC-2432 Teoria das Comunicagoes | Prof. Jacyntho José AngeramAula 03 2013 29/32
impr. e atual 25/10/2012 15:31 word2000 C:\Meus Documentos\2013\PTC22823 1\A03_2432_2013 prTF_IntConvCorr.doc

Direitos autorais reservados. E proibida a reprodiscnéo expressamente autorizada.
Aumentando mais a largura do FPB ideal, que agoradienina apenas as componentes

espectrais abaixo de- 61,4 dB:

3. pulso gaussiano filtrado - 61,4 dB F 2348 02 033 PGauss2012

-o--

1
e sua Tran

1
pulso

0.5

1
o H(f)
0.5

entrada e saida do filtro quase indistinguiveis:
1 ,,,,,,,, e L - ___] 1

0.5 0.5

A diferenca entre a entrada e a saida do filtro € nstrada em escala muito mais
expandida para enfatizar a grande semelhanca entedas:

x 104 31. diferenca entre entrada e saida de filtro que corta abaixo de - 61,4 dB
0,0002 | | | | | | |
-4 B . I | | | |
1,7x 10" ou 75 dB baixo dopico ---c---- . | |
| | < % i [ | |
| Fal | S e e | o [ | FaX |
| s o | - b e | o g - | s - |
~ I s 2 I - < oo [y - I S I y
1= - i T i I e I e B T R .;}‘:
LS I - - I - e S e - I - - I - %
£ - | - - | - e | s | . - | - p
< | - - | < o - | - o < | - - | >
- [ - | - 1 | 1 - | - - .
- | - - | - - | - - | - - | -
- [ | . [ - | - - . | . | -
- [ N e | o [ e | -
- [ e - | < | h | - [ e | -
O OF---- e T T T T T T eI T e T T T T [ L e L P
- [ o | . l e I ol . [ N -
- | | | © | © | | | -
- [ o - 1< - | - i - [ < -
- e | - | - - | . - | - [ ® -
- 1° - - [ | o | - | - el -
- ° -l . | - | - | R S il -
'. 4 -l [ - | - b | 4 .‘
. 4 ol 2 . R 1 S ke _____ _
B -~ o T S I - 1 T . A
s | 4 o | e N | < e | . P | %
\!‘ T e [ | e - J \v
l A R l TS id l
| | | ¥ | L% | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
_OOO@’ ! ! ! ! ! ! !
’ 4 -1.5 -1 -0.5 o 0.5 1 1.5 2
t [s] F 2348 02 033 PGauss2012

O sinc indicado em (c) comporta-se, para a convaldo com o pulso gaussiano de (a),
muito aproximadamentecomo um impulso unitario.
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Finalmente, filtrando o pulso gaussiano com um FPRleal que elimina as componentes

espectrais abaixo de- 83,5dB:

|
3. pulso gaussiano filtrado - 83,5 dB F 2348 02 i038 PGauss2012

f
,,,,,,,, o

77777777 L - - - =

1
puls

1 - — e —— ———_ RN R
o Gaussiano p e sua Transformada @y / | 1
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, o5/ b /oo f
o
-2 -1 0 1 2
ixo de 83,5dB:
1 . T T
- H® 1 | 1
i T R
1 of b
0 -2 -1 0 1 2
entrada e saida do filtro quase indistinguiveis: gpectro da saida: Pg(f) x H(f)
o ] i \ ffffffff
N B S LN L N / N L
| | | A
| | | N
of e o
-2 -1 ¢} 1 2 -2 -1 0 1 2
t [s] f[Hz]

A diferenca entre a entrada e a saida do filtro é nstrada abaixo, em escala
muitissimo mais expandida para enfatizar a enormeesnelhanca entre elas:

0,000015x20° 31 diferenca entre entrada e saida de filtro que corta abaixo de - 83.5d8
1,15 10™° oy 98 dB baixo do pico . | | |
15 Lo L e & ~ o ]
| Ay o o T A A
oSl i tioo S 3o It R A S Pt iIio
S S S S
o5t ,L,L,
SURER L Y T . 2
- 0,00001155 1.‘5 =11 —o‘.5 0 0.‘5 ‘11 1‘.5 2 2
t [s] F 2348 02 038 PGauss2012
Conclusao: O sinc mostrado em (c) comporta-se, paaaconvolugcdo com o pulso

gaussiano de (a), muit@proximadamentecomo um impulso unitario.
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Adendo interessante, referente ao procedimentoguen@ntrar h(t) com uso de sequéncias aleatorias:
aqui x € uma sequéncia de 500.000 amostras indepsdde ruido gaussiano de rms =1
4.000 valores de x, espacados de 0,01 segundoe Fdiguras hdet porruido na entrada 2012

4

T T T T T
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | | A
3 S o b Lo - ]
. | S |
. S e o R
® | le ! o oo oo '@ e 'o °® <
2. ;L,;%s,,,,\ ,,,,, e - _e g 8 20 _ o ____ \,,,f,,.%,:
0 T MU S S P Y PR P
I R L P R A I N S A
R R S O T T
o O ®e S e,
1 NS AT W STt Sl g AR YRS
oo * °® X3 e
“ 3 P30 N> H ! "&.‘"“..:‘ k) w"p"";'f.:i?}'
2 TR e W e N PR
> o e .{ o s g -~£"‘h*.. .'J"'g. .”:.:,:
0 - o et AT LI AT '.‘,1.35 - fos..! .k,., r*,;
, i;.&'of 3302 '-:-' "-&f. & taf ‘tf.ﬂ’bo:”c
S ‘o-:‘éé--'.:-- RS E Ll T AR TS
T T T TR R T IS Y W, S0
e e - ) s ol ® p
1 T S W LR IR LR s s e
LY 00'.“:;, o™ \: o0 . o .':o."\c""o ®e %,0
?? ;'.“s’.\ . ® e .\’:’{:.’" s o ° %8 o %0 oo of
- .'\ho .... e o ‘\. .‘...; ‘$-: “ * ’J hd e :‘:\o’; o ”....o~‘
L] ® o L) [} L]
| . o' o [ e® | - o |
Sy o o | | . -
o d\ - I I [CI . I '.
| . | e o | e
e | ! |
B S P T FTTTT T T
| | 1 ® l o ® |
| | - | | |
| | | | |
| | | | |
4 ! ! ! I \
1500 2000 2500 3000 3500 4000
40 segundos >

0.25

0.2~

0.05

-0.15

-0.25
(0]

< 40 segundos >
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PTC-2432 Teoria das Comunicagoes | Prof. Jacyntho José AngeramAula 03 2013
Autocorrelacéo do sinal x (entrada): aqui mostrado4.00 pontos ( 1 segundo )

impr. e atual 25/10/2012 15:31

7: autocorrelacao da seq. de 500.000 pontos da entrada

X 105

000000000000 00000000000000000600000000%006%000000000

5.0005

x 10°

5.0004

5.0003

5.0002

5.0001

4.9999

4.9998

4.9997

4.9996

000000000006 00000000060000000006000000%%g(0000c00%0

4.9995

8: autocorrelacao da resposta impulsiva

T
|

150

10

-8

-10

sed COMPARE e justifique a semelhanca !

8A: autocorrelacao da seq. de 500.000 pontos na saida

150

5.006 5.008 5.01
0

5.004

5.002

4.994 4.996 4.998

4.992

1
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<
=1
=
©
)
o
S
=

9: correlacao da seq. de entrada com a da saida

I I I I
I I I I I
I I I I I
I I I I I
I I I I I
I I I I I
I I I I I
L [ [
i T i I |
I I I I I
I I I I I
I I I I I
I I I I I
I I I I I
I I I I I
L _ 1o [, [ [ [
I | | I I
I I I I I
I I I I I
I I I I I
I I I I I
I I I I I
I I I I I
- — - — — o [ - ———— [ [,
I~ I I I I
I~ | | | |
& I I I I
S I I I I
m m\ m ” m..........”...........
I = R

L
© , , :
I I I I I
£ | | |
S~ o o
i N i | |
=S : : :
) I I I I
c

X5 | | |
I I I I I
F\a\WF \\\\\ [ - - [
Kl | | |
e
<) I I I I
@Ol
e} 0! | | |
I I I I I
| @© m, I I I
'3 E | | |
I N & ! I I I
= I I I I
'8 T L L L
I Q I I I I
,~m nU., I I I I
RESy | | | |
I © I I I I
s S S
I = I I I I I
I O I I I I I
I I I I I I
O] I I I I I
I I I I I I
I I I I I I

| | | | |
8 8 8 8 8 8
o o (@) o o (@)
(] n < (3] N I

5.01
x 10

5.008

5.006
4  segundos ...

5.004

5.002

n O

4.992 4.994 4.996 4.998

4.99

6: hreal e h determinado com entrada Gaussiana 500.000 -- (MUITO BOM)

0 a 20 segundos F figuras hdet porruido na entrada 2012
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Filtrando uma soma de 3 pulsos gaussianos com um FiREeal que elimina as J/

componentes espectrais abaixo de 61,4 dB: /
/
/
3. pulso gaussiano filtrado - 61,4 dB F ZW/
: _ ‘ 2 : :

somatie 3pulsos Gaussianos ™~~~ e sua /
de rggsmalargura,p (t) /N | 1
@ oL 0

o - 1

picos -0,6 +1] +0.8
-4 2 0 2 -2

Filtro PB ideal que corta espectro abaixo de 61,4 dB:
3

2

© *

0

1

0.5

t [s]

/
/
/
A diferenca entre a entrada e a/Sal'da do filtro é nstrada em escala muito mais
expandida para enfatizar a grajgde semelhanca entedas:
/

-a

O 0002 x 10 31. diferencga ejitre entrada e saida de filtro que corta abaixo de - 61,4 dB
T 7 T T T T
' | 7 | | |
I / I I I I
I / I I I I
I / I I I I
I / I I I I
| / | | | |
I A S S R [
L | | | |
N Fal AN A Y n 1 i{\ A
(I s ° [ S 3! |
3 /31 % s = s S S = N Y Y
HE N/ S S A R T A Y U AN A N A
T NG S B R B S L S e . T
; I O N N T F o3 1500 3
vOAF I YE YE YE R VOV
// \f | ’-.._-' s .‘\i: | | | Y
/ v e | | |
/ | | | | |
T Y S [ T
/ [ I I I [
4 | | | | |
/ I I I I I
/ l l | | |
/ I I I I I
I I I I I
_OQé_ | | | | |
’ 3 2 -1 o 1 2
/ t [s] F 2348 02 036 PGauss2012
/

/O sinc indicado em (c) comporta-se, para a soma grilsos gaussianos de (a), muito
aproximadamentecomo um impulso unitario.
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Na péagina seguinte sdo apresentados graficos :
Do sinc de banda B, isto é, sinc(t) (com B=0,5)
Do pulso gaussiano que cabe nessa banda (derdterdaacéo dél,4dB): tg=t/3 e
A convolucéo do pulso com esse st es dois ultimos séo indiscerniveis.

Do mesmo sinc de banda Byisto €, sinc(t) (co,BF
Do pulso gaussiano cabe nessa banda (derdterdeacao d42,64dB): tg=t/2,5e

A convolucao ulso com esse sinesses dois Ultimos sdo também muito préximos.
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h = sinc de banda B=0,5 Hz, istosinc(t)
pg = pulso gaussiano que cabe nessa banda até derdedd 4 dB

(0O z essencialmente pg )

da ate -61,4 dB

O k-

t [s] F 2348 02 03 PGaussebanda201

h = sinc de banda B=0,5 Hz, istosinc(t)
pg = pulso gaussiano que cabe nessa banda até derded@,6 dB

z=h*pg aqui deslocado te 0,01 para melhor evidenciar grande semelhanca copg
( 0|z ainda essencialmente pg )

2. puls® gaussiano e bajpda ate -42,6 dB

t [s] F 2348 02 03 PGaussebanda2010
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h = sinc de banda B=0,5 Hz, istosic(t)
pg = pulso gaussiano que cabe|nessa banda até derde2y,3 dB

z =h *pg aqui deslocadode 0,01 para melhor ilusttar diferencas com pg

z = h * pg, aqui_hdaeslocado.

(O e e e 4= === o= === = === === el bl el === === e Kottt T === —
(¢] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
t [s] F 2348 02 03 PGaussebanda2010

A conclusdo é que uma bandB acomoda bem um pulso gaussiano de largurz 3 (1/B) .
( ver Figura correspondente a atenuacad42 d



38/32
F_IntConvCorr.doc

™
—
o
~
™
o
<
m
©
o
o)
(=)
[
<
\©
(%)
o
S
o
<
-—
[
=
Q
©
=
—
)
S
o
(2]
O
e}
On
It
o
c
>
IS
S
O
[2])
©
°
©
P
o}
@
T
N
™
<
N
O
T
o

~
™
[ro)
—
o
—
o
q
N
S
—
Ry
Irel
5\
<
=1
=
©
)
o
S
£

prT!

C:\Meus Documentos\2013\PTC22823_1\A03_2432_2013

word2000
Direitos autorais reservados. E proibida a reprodiscnao expressamente autorizada.

Resposta impulsiva determinada pelo método desarit usando entrada constituida gde

49.500 amostras independentes de ruido Gaussianarcdesvio padrédo = 1 V, pot

V 2, banda 50 Hz, e portanta)/2

1

s

éncia média

0,01 V?/Hz.

49.500 -- (regular)

h determinado com entrada Gauss.

x 10

5.15

meétodo desar#ando agora entrada constituida de

F figuras hdey/porruido na entrada 2009 N8

O a 10 segundos

Resposta impulsiva determinada pe
499.500amostras independentes de ruido/saussiano cono gresirao

=1.

Gauss. 499.500 -- MUITO BOM

h determinado com ¢gntrada

5.013 5.014 5.015
10°

5.012

5.011

5.007 5.008 5.009

5.006

F figuras hdet porruido na entrada 2009 N8

O a 10 segundos
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20
8.500.

20

16

0 a 20 segundos F figuras hdet porruido na entrada 2009 N8
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Exemplo com seqiiéncia aleatéria de comprimentdiaiente:

h real e h determinado com entrada Gaussiana 200.000 -- (Nao e Bom

entrada 2009 N8 1

F figuras hdet porruido

O a 20 segundos
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h real e h determinado com entrada Gaussiana 1000.000 -- ( dewve ser muito bom

0 a 20 segundos F figuras hdet porruido na entrada 2009 N8 1
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Uma aplicacéo do pente de impulsos e da convollRéimeiro critério de Nyquist para evitar IES

Deseja-se envidp numeros quaisquei por segundo, o que € conseguido transmpindo, a
cadaTg (=1/), um pulsda..p(t)]. E claro que a determinacdo das amplitegescebidas serd isenta
de interferéncia entre simbolos — IES — se a da&tedas amplitudes do sinal recebido fér feita por
amostragem sincrona ek Ty, € 0 pulso utilizado tiver amplitude ndo nula em a@segm desses
instantes, que chamarente®. Desse modo, em cada instante detecta-se um ghellsgda vez, pois
todos os outros assumem amplitude nDkixar s6 para A05, como ja esta 14, na p#g. 10.

Especifica-se entdo que o puls() tenha os seguintes valores nos ingtantes discoo
amostragem: pk To) = 1, k=0 [1]
ApGs amostragem = 0, kl=1,2,3, 4, ...

Mostraremos que esse pulso ndo € unico, e quie exis sO pulso gOm essa propriedade e
com a minima banda possivel {#2). Para isso, partindo do par transforfhado (airegzahhecido)
p(t) - P(f), amostramosp(t) multiplicando-o pelo pente unitario/de periodg a fim de
plt) x >olt-KTg) = X plKTy).olt—kTp)
evidenciar as amplitudes especificadas: k )

t

IVOS espectros:

Ao produto no tempo corresponde a convolugao

0 0 0
P(f) Ofy> a(f —nfy fo > P(f —nfg)-

L o> P(f —nfg).
n

Comod(t) ~ 1 segue-se que ?P(f—nfo) = Vfyg = Ty, [2]
n

Obtém-se portanto o par transformado  d(t)

isto €, a soma de P(f) com suas réplicas degloadalasT, +2T,, etc., produz uma constante de
valor Typ. Constata-se entdo que o pulso de phinima band&/pbs que chamaremos pulso basico do
10. critério de Nyquistp(t) ~ P(f) - deye ter espectro

R(f) = Ton(f/fp) ( pulso de energia® ),
isto €, deve ser uma constarig,, pata [f | <fo / 2. De fato, para qualquer outro pulso de banda

menor, a equacao [2] ndo poderia ger satisfeiia,gpeomatoria indicada no 10. membro produziria
falhas em torno das freqiiénciagfy//2+nfy). Conclui-se que

p(t) = sindt/Ag) (pulso de energia® )
A Figura 12 ilustra as gperacfes acima descritas.
p(t) o P(f)
1 ?

. ol
T, 3T, Lo

. S S L B
2Ty 3To 2 o 0 fo Zo
o 1= X P(f -nfp)

>

Ao 2To T 0 Ty 2Ty 3T, X o D f Zo

igura 03.07. Iarguraio
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nao foi incluido em 2006nas pode ser Util- reconsiderar p&sta pagina é = a 6 desta aula
Observacéao sobre unidades na resposta impulsivedesneeessario
A fim de apreciar adequadamente as unidades néésra resposta impulsiva e a copvolucéao,
é util analisar o exemplo especifico que se s€gomsidere entédo o sistema abaixo, em gde a entrada
€ uma correntel] e a saida é uma tensag:[

a) x(t) [Al »> A y(t) [V]
> X(t) [:]R #C gy(t)

Segue-se que:

o(t) = h(t)
isto € uma corrente impulsiva unitaria,
ou seja, de 1 Coulonik], ou [A.S] produz  saida, efw/C] oufV/ A.s] - e nadVv]!

para sistema fixo, impulso aplicado &mar produz resposta igualmenjé atrasada
o(t-a) =
sendo sistema linear:

c.o(t-a) =
segue-se x(a).da.o(t-a) = X(a).dg/.h(t-a)

[Al s v
[C] . [VIC]
[C] ou sgja, [V]

— _J
~

isto é,impulso de correntecomcargax ( a) . da [(4, aplicado emt = a -
Note que qroduto x(a) .da . o (t - a) tetm ainda dimenséao de [C] ¥ a ).da permanece
com unidades [C] e @(t - a) se torna adimengional.

Finalmente, integrando para incluy’ as contribuscevidas a todos os valores possiveis da
variavel a, isto é, somando os efeitos dé todas as cargaeriaresx ( @) . da, que excitaram o
sistema em todos 0s possiviestantesy

ofx(a).d(t—a)da' = xt) = 0J?x(cr).h(t—a)da' = y()

[Al [Al [Al [V/C] [¢ [V]

Xt) ~  X(f) = yt) ~ Y(H

[A] [V] [V/HZ]

aq) o = ht)y « H(

[A] [A/HZ] [VIC] [(V/C)/HZ]

Lembrgndo qued(t) temareaunitaria:

[C]/at, isto é, [A]
1 Coulomb, ou seja, 1 [A.S] Yf) = X . H)

Vv
/At V:Al%;:AlV.sOk

Hz Hz Hz Hz C




