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Calcula-se aseguir a probabili dade de ero de bit (Pg) em um sistema multi plexado pa codigo
(CDMA-"Code Division Multiple Access') e com espalhamento espedra do tipo e seqiéncia
direta(DS-SS. A modelagem e ébordagem inicial sdo devidas aum trabalho goneiro de Pursley
e Sarwate, ref. [15] e [16]. O resultado, ceterminacd da probabili dade de aro de bit em funcéo
das ®qiéncias usadas para o espalhamento espedral, servem como uma motivaca para o estudo

de sequiéncias de addigos e suas propriedades. Seja entdo um sinal DS escrito naforma:

s, (t) =4/2P, d; ()p; (t)cos(u,t + 6,); once
pj(t) = £ 1 nointervalo KTg < t<(k+1)Tccomk=0; 1; 2; ...e
di(t)= = 1 nointervalo jT < t<(j+1)Tcom j=0;1; 2; ...

A relac® N=T/T. , asuumida inteira, denomina-se ganho de processamento e representa o
numero de chips durante o intervalo de tempo de um bit de dado. Seja @nda LT o periodo ca
sequéncia pseudo-aleaoria pj(t). Em principio N e L ndo predsam estar reladonados entre si, e
este cao genérico ndo é bem estudado raliteratura eberta. Mais usualmente N=L, e éeste 0 caso
que seradetalhado a seguir (naref. [22] tem-se dguns resultados para os casos em que: N e L sdo
primos entre si, N édivisor deL eL édivisor de N). Sgaum sistema DS-SSCDMA assncrono,
model ado conforme representado abaixo, para ademoduacgé docana j e mm U usuérios.
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Como os transmissores 8o asdncroncs considera-se, sem perda de generdidade, 1, =6, =0, e

referenciam-se todos 0s demais atrasos e defasagens ao canal j. Asdm, consideram-se estes
atrasos T; e defasagens 6; restritos a O<t1,<T e 0<0,<2m, com i tal que 1<isU e i#j e
com uma distribuicdo uniforme para os mesmos. Observe-se que a deteccd® é baseada en
circuitos de mrrelac®, que sabe-se ser 6tima para o caso de ruidos tipo AWGN. Apesar de ndo
Ser 0 caso [resente, ainda assm o circuito € largamente usado ra pratica, possvelmente, dada a
sua simplicidade de implementac e fadli dade de andli se. Nestas cond¢des o sinal a entrada do
receptor € dado pa:



U
r(t) = Z 2, 2P d; (t—1;)p; (t —T;)cos(,t + @) +n(t)
once @ =0, —w,T, en(t) representa todas os demais ruidos e interferéncias presentes a entrada

(ndo provenientes dos demais usuarios). Como o receptor esta preparado para ademoduacé do
cand |, ter-se-&

U
y(t) = > 2P d;(t=1;) p; (t=T1;) p; (t) cos(wot + @) +N(t) p; (1) +,/2P;d; (t) coswyt;
=1

%]

e nasaidadointegrador, com w,t >>1, tem-se:

U P. T T P]
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Observando ointervalo de integracao:

de
integracio

pode-se escrever:

.
Z. —Z\/imd (- 1)I p; (t = T1;) p; (t) cose, dt +d, (O)I p; (t = 1;) p; (t) cosg, dt %
=1 a

I¢j

P.
+‘!: n(t) p;(t) coswgt dt + \/;de (0)

Denominando-se:

T; T

Ri;(t;) = jp(t TP O e Ryy(1))= jp(t 1) p; (1)t

tem-sg, pra 0<1; <T ewm d;(0) =1



U P ~
Z; = ; ?'{di(—l) Rij(®)+d; (O R;;(t;)} cose; +

i#]

T PT? U
+‘(|)' n(t) p; (t) coswot dt + 5 :;oxi cos@ +N; +S; ;

i#]

once entdo:

- 0 primeiro termo representa ainfluéncia dos demais usuarios bre o sinal desgiadoj;

- 0 segundotermo representa o ruido, e ou interferéncia, espalhado pela seqiéncialocd Pj e
- 0 tercaro termo representa ainformaca desejada.

Observe-se entdo que se for posdvel seledonar seqiiéncias tais que resultem em valores de
Ri;(t;) e Iii’j(l'i) tais que o primeiro termo da somatdria sga pequeno face asj, pode-se
estabelece um sistema multiplexado pa codigo (CDMA). Para caaderizar esta posshili dade
deve-se cdcular a variancia de Zj para @ e T; distribuindo-se uniformemente, e de forma
independente, ncs intervalos [0,21] e [O,T[, respedivamente, e anda cm probabili dades
idénticas para & posshbili dades +1 dosdados d; (-1) e d, (0) . No caso:

O, B
Var[Zj] = VarEEO(i cos@, D*Var[Nj]

o4l
Calculando V, [N j] obtém-se:

il 0 O (k+)T, C
VH[N j] =V, [ n(t) p;(t) coswytdtC=V, By p;(k) J' n(t) cosw,t dtE
B =0 KT, E

com p;(k) representando um chip (+ 1) da seqiiéncia de wmprimento L e com duracd® T¢.

Agora, considerando r{t) como um ruido kranco aditivo e mm distribuicdo de amplitudes
gaussana (AWGN), tem-se:

(k+1) T, (k+1)T,
EQ In(t) cosw,t dt = I E[n(t)] cosw,tdt e
KT, H &

ki +1) T, (ko +D)T,

EQ J’ n(t)cosw,tdt In(u)coscooudu%: E{J’In(t)n(u)coswotcoswoudtdu}
lec kZTc E

k+1)T,
N0(+)

=[[ E[n(t) n(v)] coseaot coseo, dtcu == k‘[ cos? ot =

NOTC

, pais



E[n(t)n(u) | = %5@ — u)

Segue-se entdo qLe:

L-1 (k+1)T

Zp,(k) In(t)coswotdt NQJ

@ pas:

- asintegrais individuais corresponcem a variaveis aleaorias independentes gaussanas, pas n(t)
€ gaussano;

- amédia énulapois as variaveis aleadrias gaussanas $0 de médianula e

L-1
NoT. LT.N NoT ., : .
Zoﬁ = z 2 = Z ° = 4 com a hipdtese do comprimento da seqiiéncia ser tal que
k=0

U L
T U C
L:_I_—. Calculada a variancia de Nj deve-se ajora avaliar: Var[j)) o; cos@,[, para &
¢ =1
; &

distribuicdes de @;, d; e T; (pasos 1, 2e 3 aseguir, respedivamente).

0 0 0 f O f
0 0 170 0, 017 0
Varg u,coscp,D:—J'D a; cos@ [ d(p,—D—J' a, cos@, [
i 214 0= 0 02N & O
i#] H iz 0 0 i#] il
L ug, 2 91y o g
= — 0o?[cof@dp+) a,cosq [a cospdpi-—50Y a; [ cose de O
21'[; 0 I Z I ‘g 4 Dkz:l '-([ O
iz [ I<¢J 0 [1k#] 0
1 U ZZHBE 1 U 2
=—H)a +—-C0s2 E}I = :
2m2 '![2 L0520, W, =) =
i#] %]

U U

Pi(Ri,j(Ti) + ﬁzi,j(ri))z + ' Pi(Ri,j(Ti) - ﬁi,j(ri))z
j

L

I | |

O] 0
guando um sinal com amplitude grande pode impedir a recgcao correta dos de anplitudes mais
baixas. Finamente tem-se a ontribui¢éo de t; que fornece
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Neste porto devemos reladonar R, (1) e FAQﬁj(ri)com a funcédo de orrelacd cruzada

aperiddicade duas sqiénciasi e . Naref. [7] é dada uma revisdo sobre geradores lineaes de
seqUéncias para uso em comunica¢c@® pa espahamento espedral. Desta referéncia vamos nos
ater aos ®usitenslll eV que tratam de mrrelagdes periddicas e geriddicas e suas propriedades
(paramaiores detalhes ©bre gerac@® de sequéncias e suas propriedades ver também aref. [4]).

Sejam entdo as equéncias.

{an} :{ao,al,DDak,D]]ap_l,ao,D}] e {bn} :{bo, by, Moy, Mb, 4, bO,D}] periddices de periodo
p. Define-se @mo correlac® cruzada periodicadas sguUéncias ap e by a seqiiéncia dada por:

p-1
Bap()= > & by, com ¢ 02
1=0

A funcéo 6,,(¢) e periddica de periodo p, p@s as qiéncias que o formam sdo. Com esta
definicdo, e mnsiderando-se sempre & seqUéncias bipdarizadas (valores posdveis + 1), afuncéo
B,(¢) fornece adiferenca entre o nimero de incidéncias ou réo, das duas egiiéncias, em um
periodo p.Asdm para seqiiéncias de mmprimento impar (como as de maximo comprimento, pa
exemplo) 6, (¢) #0,00¢ . Define-se como correlac® cruzada geriddicadas squéncias ap e by,

afuncéo C,(¢),£0Z, dadapor:

Dp—l—€
oy ab, 0si<p-1

O

Bl
C.o()=0) a,b; 1-p=/<0

0
0

U
S |z p

A interpretac@® desta funcdo ndo é tdo imediata quanto a anterior e afigura aseguir procura
ilustrar o conceto.



ag | . - . . . . ag |. . - ... ap.1-1 a_g ... .. apl ap

{p-1) termos I termos

L L hp-1 ho |. . . .. bn -1 hg

Observe-se etéo que para 0< /< p -1, tem-se (p—¥¢) termos dados por:
Cop()=agb,+a by +.ooooo +ap 3, by

Japaraosvaoresdavaridvel nafaixa 1-p< /<0 tem-se (p—|¢) termos dados por:
Caop()=a_,by+a_, by +....... a1 by

Das definicbes decorrem imediatamente & propriedades elementares abaixo li stadas:

= 6,,(0)=C,,()+C,, (¢ —p) parall|<p

* ea,b(o) :Ca,b(o)

o Cup(=0)=Cya(¢) € 0,,(=0)=6y4(¥)

* 0,p(0)=0,p(L+p)

Considerando-se {an}:{bn}, as correlages definidas denominam-se auto correlagies,
periddica e periddica e wm a notag® 0,,(.)=6,(.) e C,,()=C,(.), as propriedades
anteriores particularizam-se para:

© 6,()=Cy()+Cy(¢-p) paa |<p
* 08,(0=C,(0=p

© Cu(f)=Cy(=1) e 6,(£)=8,(-1)

© 8,(0)=8,(¢+p)

Apenas estas definicdes e propriedades 0 suficientes, par ora, para retornar-se @ problema
original. Retomandoentdo a expressio de R; ,j(.), parareladoné-la Cj ,j(.), tem-se:

T:

Ri,j(Ti):J'pi(t—ri)pj(t)dt paa O0<T,<T; sga dnda 0<k; T.<t,<(k; +) T, <LT,.
0

Nos extremos deste intervalo tem-se:



I EEIET)

%= (kit DTe | P; (0) | ........ |Pj (ki-1)|13j(ki)|

Gi= kiTc ‘ P;(0) | ........ ‘Pj(ki-lipj(kﬂ‘

Nestes extremos avaliandoR; j obtém-se:

kiTC ki -1

Ri (T =kT¢)= I P (t—kiT) p; () dt=T, z p; (M= k;) p;(m);
0 m=0

denominando-se k; —1=L -1+ /¢ vem:

L-1+¢ L-1+¢

Ri j(Ti=k; T) =T, Z pi(m=L-£)p;(m)=T, Z pi(m=£)p;(m)=T.C ;()=T,C; ;(k; —L)
m=0 m=0

Para o ouro extremo 1; =(k; +1) T, etem-se:

(ki +D)T, K;
Ri[ti=ki +DT]= [m[t-(k +DT]p;0)dt=T. 3 p[m-(k; +D]p;(m);
0 m=0

denominando-se k; =L —1+ ¢ vem:

L-1-¢ L-1+¢

R [t =(k +DT]=T, mZ:O p(m-L-£)p;(m=T, mZ:O p(m-2)p;(m) =T,C,;(N=T,C,(k; —L +1)
Como entre estes dois extremos determinados a funcéo € linea pode-se escrever:

Ri,j[Ti]:Tc Ci (ki _L)+[Ci,j(ki —L+D)-C;;(k; _L)](Ti —ki T¢)

Deforma andoga a aterior determina-se:

R, [t ET.C. (ke (k+D-C. (k) K, T.)

Na expressio da variancia deve-se avaliar aintegral do guadrado destas funcdes no intervalo de
um chip. Paratanto se:

(44T, ,
T
R ()=A+Bt0O J’ Rizj (1)dT=A%T+A Br2+82§
s

(t+DT,

4N

BZ
=AT, +A B(2£+1)TCZ+?(3£2+3£+1)T§’



onde, fazendo-se 7 =k, nas expresses anteriores, as constantes s0:

Deve-se fazer de forma andloga para FAQL i (1) efinamente, efetuar a soma

L 1 (m+1)TC

PT?
> mL(R (0)+R2(1))dr, resuitenda v, [z]= 12L3Z . onde:

z (z L)+C, (-G (- L+1)+C2 (- L+1)+c2 (0+C, ,(OC (4+1)+02 (4+1)§

Esta expressio determina pois a Var[Zj] , conheddas as sqiéncias de adigo atribuidas aos
varios usuarios do sistema. O cdculo depende da funcéo de crrelacd® cruzada goeriddica das
seqiéncias e poce ser smplificada anda. Paraiss sgja afuncéo:

L-1
Hi ;j(n)= Zci,j(g)ci,j(g"'n)
£=1-L
e caculemos o seu valor paran=0 e n=1, buscandoestabelece umarelagad com f3; ;
0 L-1 L-1 L-2 L-1
k0= ) CHO+) Ci(H=) Ct+1-L)+ ) C(e+n=) [cﬁj(z+1— L)+C?(£+1)
£=1-L =1 £=0 £=0 £=0

pas C,;(L)=0;e

L-1
Wi (1= Z C ;(0GC; ,(£+1)+Z C ;(OC;(¢+D)
£=1-L
L-1 L-2

=Y Cj(£+1-L)Cj(t+2-L)+ ) C j(¢+DC; j(¢+2)
£=0 £=0
L-1

=Y [Cii(e+1-L)C, (1 +2-L)+C, (1+D)C, (£+2)]
£=0
L-1

=Y [Cii(¢=L)C (4= L+D+C ()G, j(e+D)]
£=0

pois C; ;(/) =0 para |/|= L ; destas expresgies pode-se escrever, observando qe:

L-1 L-1
ZZO[cﬁj(z—L)+cﬁj(z)]:;)[cﬁj(z—L+1)+cﬁj(z+1)] L ardac®: B =2y, (0) +1; ; (1),



L-1
Dada agora afuncéo ; ;(n) = z Ci;()C;;(¢+n) , expressa em termos de @rrelacd cruzada
{=1-L
L-1

aperiddica, demonstra-se aseguir a relagd® I, ;(n)= z C;(£)C;(¢£+n), com o que o cdculo
£=1-L
de B;; passa a depender de aito-correlagdes aperiddicas apenas, ao invés de aquzadas,

simplificando substanciamente o problema. Iniciamente demonstraremos uma relaca auxili ar
similar para afuncdo de crrelacd cruzada periodica Por definicéo:

L-1
0;;(k)= z P; (£) p; (¢ +k), e amesma éperiodicade periodoL. Vamos demostrar que para 6, |
£=0

vale arelaca:
L-1 L-1

pij(m)= z 0;;(k)8; ;(m+k)= Z 0, (k) 8;(m+Kk)
k=0 k=0

Paraverificar estarelaca®, ref. [20], parte-se da definicéo de p; ;(m):

L-17t-1 -1 [ L1L-1
P (m=3 Y p, (ﬂ)p,-wk)% PP (N+mKIL=S 3 P ()P (MO, (n+m=1)
k=0 (=0 =0

= £=0 n=0
L-1 L-1-¢ L-1
=Y D> pi(Opi(k+0)8;(m+k)=> 6;(k)6;(m+k), pelaperiodicidade de 6(.);
=0 k=-¢ k=0

com estarelac@® auxili ar provada, vamos estabelece a desgjada:
L-1 L-1
Hi;(n)= Z Ci;(OC(t+n)= z Ci(0)Ci(¢+n)
£=1-L £=1-L

Em primeiro lugar arelagé® é védida para |n>2L -2, pds ambos os membros sio nuos nesta
cond ¢éo:

+n>L-1 para (=1-L

> —_—
n>2k-20 Eg+n>3L—3 para (=L-1

ol +200 [¥+n<-3L+3 paa (=1-L
+
n< Eﬁ+n<—L+1 para /=L-1

Para |n/< 2L -2 definem-se duas novas sqiéncias u e v de periodo L'=4L - 3, considerando-se
0S primeiros L comporentes de u e v como:

{pi (@:py @i-ipi (L=} e{p;(@:p;@:..ip; (L -1}

respedivamente, e completando as restantes 3L —3 comporentes de u e v com zeros. Nestas
cond ¢oes tem-se & posshili dades abaixo representadas.

10



(1) L 3L-3 L
Ik
(2) N 3L-3 RIS
| k |
| |
(3) ISP 3L-3 UL
I k |
| |
(4) .- LLLe 3L-3

e a39m dependendo do @slocamento relativo tem-se:
-paa 0<k<L-1((2) e(2), nafigura aiterior)
L'-1 L-1 L-1-k
0,(09=3 pu(z)pu(ﬁ+k)=lzzk pu (1) Pu(t+k)= )3 pi () pi (¢ +K)=Ci (k)
-para L<k<L'-L ((1) e(4), nafigura anterior)
0,(k)=0
-para L'-L+1<k <L'-1 ((1) e(3), nafigura anterior)
L'-1 L-L'+k-1 L-1+(k-L")
0,00=5 Pu (@) pu(¢+k)= > Pu(@ pu(¢+L'-Kk)= 2 m) pi[¢-(k-L)]=Ci(k-L")

Para6,(.) e 8,,(.) oltém-se analogamente:

[C, (k) O<kslL-1
8, (K)=1D LeksL-L e
Ho (kL) L-L+lsksLl-1

[C;; (k) O<ks<sL-A
8, (K)=rD L<ksL'-L
Ko, (k-L)  L-L+lsksL-1

Aplicando-se ayora apropriedade deduzida para afuncao p; ;(m), para & sqliéncias u ev, tem-
se:

L'-1 L-1 L'-1

Puy(M=2 8y, (KB, (M+k)= C;(KC;(m+Kk)+ > C;;(k-L")C;j(m+k-L")
k=0 k=0 k=L'-L+1
L-1 -1 L-1
=> Cii(KCij(m+k)+ > C(K)Cij(m+k)= > C;;(k)C;;(m+Kk)
k=0 k=1-L k=1-L

11



Por outro lado pela propriedade deduzida, tem-se anda:

L'-1 L-1 L'-1
Puy (M) = 29 k)0, (m+Kk) = ZC(k)C(m+k)+ ZC(k L')C;(m+k-L")
k=L'-L+1
L-1
—Z C; (k) C;(m+k) + Z Ci(k)C;(m+k)= Z C; (k) C;(m+Kk)
k=1-L k=1-L
e portanto:

L1 L-1
Z Ci,j(ﬁ)ci,j(£+n)= Z C (ﬁ)Cj(£+n):ui’j(n)

=1-L ¢=1-L
Retomandoa expressio de B; ; etendoem vista arelacé® demonstrada, segue-se que:

L-1 L-1

;=2 Z Ci(1)C, () + Z Ci(0)C (¢ +1)

{=1-L {=1-L
Levandoem conta ayoraque C, (£)=C, (-¢) e C,;(0)=C,(0)=L , tem-se findmente:

L-1 L-1
Bi; _2|_2+4Z Ci(1)C(0) + Z Ci(1)C(¢+1)

£=1-L

gque € a Bpressio gue permite determinar a influéncia tipo multiusuario num sistema CDMA.
Observe-se que sd0 necessarias para 0 cdculo apenas as auto-correlagdes aperiodicas das
seqiéncias e ndo as correlagdes cruzadas aperiodicas, simplificando substancialmente o
problema. Calculada avarianciade Z;, pode-se determinar arelaca sinal/ruido:

T % P
spo VT2 H1gn Nef H1en N
R L3 £ YopT L& " 2E
R ,/Var[z 56 5 mils 5 3=

Com um numero grande de sinais interferentes a distribui¢céo tende para ade uma gaussana, de
forma que podemos escrever:

Py =QgS/R),. E: oncde Q(X)=} exp(-y?*/2)dy

Para esta lltima expressio (P,;) deve-se observar no entanto que, para satisfazer as condgoes de

aplicabilidade do Teorema do Limite Central, deveria-se ter também L aumentando com o
ndmero de usu&rios (0 que de fato ndo ocorre no problema em questdo, ver ref. [14] e[26]). Com
0 oljetivo de obter expresfies mais smples, para um cdculo rapido ce cgpaddade, vamos
examinar o comportamento do sistema quando se usam sequéncias randdmicas. Sejam
p;(-) e p;(.) duas qiéncias randdmicas e independentemente seledonadas do conjunto de oL

seqiéncias binarias posdveis de @mprimento L, onde cala seqiéncia tem a mesma
probabili dade de ser seledonada. Nestas circunstancias verificase fadlmente, ref. [21], que:

12



[1?> paran=0
Elu .(n)l=
[Ll.,,( )] ccontrario

5 U N, 072 . .
e portanto 3; ; =2L*; de forma que a epressio: (S/R)J‘:BI + 2E0b E permite determinar

um desempenho aproximado, pra um lado L e U (observe-se anda que para U=1 resulta

O C
P.=Q 2|\I|Eb [, como era de se esperar). Por exemplo, para um desempenhotipico de P,=107,

e . E

E
deve-se ter Eﬁ—b% =4,8 e neste ca0 patanto (S/R)ZB,lo_ Se o vdor de ENJE usado no
0 ol 0

sistema for Eﬁ—b% =100 UD162A +1 e, pa exemplo, com L=1023 po@-se multiplexar L1166
0 Lag

usuérios. Observe-se dnda neste exemplo, que o sistema @m um Unico USU&rio, isto € mm

Eﬁ—b%lo, tem uma P,[4x107°; a multiplexag® pa codigo de L1166 wsudrios degrada o seu
0

desempenho para P,[10°°. Parail ustrar o exemplo € interessante comparar o resultado numérico

obtido, com um limite tedrico que poce ser derivado doteorema de Shannon.Como se sabe a
cgpaddade de um cana é dada por:

C:BI092%+ NSB E bits/s. Para B crescendo indefinidamente, C aproxima-se de um limite dado
0

por COI

N2 bits/s, indicando a posshili dade de transmissio a taxa C bits/s, pa aumento da
0

Euvfo Epfo
= com
(U_l)Ni"'No (U_l)EbfoTc"'No

poténcia S do sinal. Na nomenclatura alotada: f,In 20

f, == e N, representandoa densidade espedral de poténcia do ruido equivaente aum usuério.

=

01 N,

Nestas circunstancias. U] Hﬁ_ B_+1DL44L (desprezando osegundotermo)

E, O

Com os numeros de exemplo anterior U 1470 wuarios, indicando un desempenho polve
(11%) em relac® a cgaddade tedrica méxima (uma mdificac® dos dados, evidentemente,
guda amehorar este desempenho). Neste porto € interessante fazer-se uma descricd mais
qualitativa da dimensdo do poblema. Observe-se que dadas U seqiéncias pode-se determinar
Pei para cala um dos U usuarios. Para tanto predsa-se determinar uma tabela de (L-1) numeros
(corresponcentes a C, (¢) para ¢=12,..L-1, visto que C (0)=L e C, (¥)=C.(-¢)) para caa
usuario e apartir destas tabelas o corresponcente f3;; com j=1,2,..,U e j#i. Em seguida
repete-se o procedimento para todcs os demais usuérios. JA o problema inverso, da determinacé
das U seqiéncias de addigo ausar, a partir de umafamiliade N seqiéncias (codigos de Gold, ref.
[2] e[3], pa exemplo) € mais trabalhosa. Trata-se da repeticd do poblema anterior, para a

determinag® da Pg minima, L" @E vezes. O problema é omputadonamente proibitivo, o
que indica anecessdade de se aiar critérios deterministicos mais smples para esta selec®. A
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ref. [6] descreve um método empirico para o caso de seqiiéncias de addigos de Gold com L=511,
N=513e U=50 (neste exemplo simples o nimero de "aternativas’ possveis é de 010%!).

Em seguida ser&o estudadas algumas propriedades das fungdes de correlagd® com o oljetivo de
permitir determinar cond¢des de @ntorno naminimizacd de 3 ;.

Seja A um conjunto formado pa K seqiéncias periodicas de periodo p,e sgjam 6, e 8, definidos
por:

8, 2max8,, ()| : 0</<p-1 alA, bIA, azb} e
8,2max}8, (/)| :1<¢<p-LalA}

Nestas circunstancias, ver ref. [19], é valida arelac:

Eepz %p(?(_ill)éps %;L; de fato se na identidade pZ_jeab(j)ea,b(£+j)=§ea(j)eb(ﬁﬂ') ja

demostrada, fizermos ¢ =0 temos 92 (j) 6 2(1)8,()) - Aplicando entdo esta identidade
ab

paratodcs os elementos a,bA :

H

ZZZG b<l>+ZZGZ<J =y S 6.()8, ()

alJA bUA |=0 alJA bUA |=0
azb

p-1 f p-1 f
=Y 0 8.()0 =K2p>+5 [y 6,()0

j=0 L4 U =1 AR O
Nesta iguadade o primeiro membro € limitado  superiormente  por:
K(K-1)p82 +K p? +K (p-1)82, enquanto o segundo membro ¢ limitado inferiormente por
K?p?, e portanto: K (K-1)pB82 +Kp?+K (p-1)082>K?p?, e desta resulta diretamente
e H (D [P
Hp H p(k-nHp

conheddo o ouro).

%ﬂ (observe-se que esta desigualdade forneceum limite para um parametro,

Denominando-se ajora 67, —max{e } segue-se imediatamente que (8, p%g este

resultado é mnheddo como limite de Welch, ref. [25], ou dc Sidenikov, ref. [10]. Para &
funcOes de @rrelacd aperiodicas existem resultados melhantes, cuja demonstrac® € similar e
portanto omitida, e que podem ser enurciadas como abaixo. Analogamente a caso anterior
sgjam Cc e C4definidas por:

C,2ma{C,, (¢)|: O<t<p-L aA, bTA, azb} e

C,zmax(C, (1) : 1<¢<p-1 aA}

14



— 2 _ 2
Nestas circunstancias, ver ref. [19], é vaida arelacé: 2p1HC %Z(p D HCa %1
p Hp HpK-DHp

. 0 K- 2
Se mnsiderarmos agora szaxima>{C§,C§} tem-se |C . pF (este resultado é
pK-K-1

também conheddo como limite de Welch, ref. [25]). Observe-se que para valores grandes de K e

p asrelagdes smplificam-se para: [,,.[2/p € |Cmax|2\/% :

Mais recentemente estabeleceam-se limites um pouco mais estreitos, que podem ser encontrados
na ref. [8]. Um outro aspedo importante an relacé as squéncias periddicas de periodo p, dz
respeito as sas p fases distintas posdveis e na variac@® dos paréametros de @rrelacd em funcéo
desta fase. Para O<j<p a j*™ fase de a édenctada por T'a e édefinida cmmo a seqiiéncia onde
o k®™elemento é a,,;. Algumas propriedades, imediatas a partir da definicéo, sdo listadas
abaixo:

(0)=6,, (£+k

(£)=0,, ({+k-i) e destab_,_(£)=8,(¢)
FC.o ({+D)+a, , by O</<p-1
., ((41)-a_,4b,  1-psi<0

FC.()-a,a,+a,a,, 0O<(<p-1
:Ta (ﬁ) 0™ 0 p-¢ 1
—p<(<0

aTb

TaTb

C.':1,Tb (ﬁ) =

a (g)_ao a_, +a, ap+€
Na pesqguisa para otimizacd® de desempenho dosistema en funcéo da fase, as duas Ultimas
relagdes 80 importantes, pas permitem a sequencializac&® do pocesso de cdculo. Ndo existem
resultados analiti cos prontos no processo de otimizagd das fases das seqiéncias e os resultados
disponiveis s80 muito particulares e obtidos através de busca eaustiva, ver ref. [1], [11] e[12].

Uma outra ébordagem possvel € mnsiderar-se 0 uso de seqiéncias randdmicas e cdcularem-se
meédias para 0s parametros desgjadas, com 0 oljetivo de tirar-se tendéncias. Sejam entéo pj e Pj

duas quéncias binarias posdvels de mmprimento L, e m e k suas fases randdmica e
independentemente seledonadas do conjunto {OL L—]} Lembrando que:

L-1 L-1

Bi;=2u;;(0)+y; ;) com y;;(n)= Z C,;(OC, ;(t+n)= Z C,(/)C,(¢+n); cdcula-se iniciamente
STL L
E[C,..(¢)]. Seja ent&o ¢ dado nointervalo Os¢<L-1:

L1L1€

E[ch (E)]=i S Cim, (E)-L Z Z p; (M+))p, (M+j+()

m=

:% S p(mep (m+J+£):fgei OB 0

Considerandoagorao intervalo 1- L < /<0, ocdculo € similar levandoao resultado final:

15



0 4O
E[CTmi (ﬁ)] :E’l EP i () para 0<|£|<L—1
Com este resultado pode-se agora avaiar:

E[meI TkJ(n)]:E ZCTm ()C... (£+n)B-ZE[CTmi(ﬁ)]E[CTkj(Hn)] (esta Ultima decorre da

independéncia entre & duas ®qiéncias). Desta formatem-se:

M@()g |€

@(“n)
L0 Lo

E[“Tmi,Tkj(n)]: Z

Finalmente, desta expressio pocde-se particularizar paran=0 e n=1, que sdo valores de interess:
2 - 2

Bt 1(0)]: m T8, (=L e ILIGEI0

e}

bty OF ZLD Lum @(ﬁ)e (1+1)= Z %—% @(z)e (e+1)+
(LD, (1)+Z1 é‘t %—%@ (08, (¢+1)

E[mei . (1)]: 1 Lzl (L=0)8, ()](L=£+D8, (1-1)+(L~¢-1)8, (¢+1) |+ (L-1)8, (1)

] 1L2

=(L-D)[6, (W+6, )]+ (L—E)(L—E—l)[e (18, (£+1)+8, (¢+1)8, (1)]

Com estes resultados, pode-se entéo escrever:

e oLty o000 o L-afe @, 0]

iLZZ(L O(L-2-1)[8, (£)8, (¢+1)+6, (£+1)8, (¢)]

:2|_2+%ei 8, M+(L-D6, W+6, ]+
LLZLZZ{(L —o(L-2-1) [o, (£)8;(£+1)+6, (€+1)9,«(f)]+4(L—€—1)29i (¢+1)8, (¢+1)}

Esta expressio podk, pa exemplo, ser avaliada no caso de seqiéncias de maximo comprimento.
Para estas sabe-se que, ver ref. [7], 6, (¢)=—1 para ¢ #0modL e a &pressio smplificase entdo

para E[BTmI " J]=2L2 2+% O que para valores usuais de L fornece 3, ; [PL%. Note-se pais que,

dadas duas qliéncias de maximo comprimento pj e pj, @0 cdcularmos o valor de 3; ; paratodas

as L? combinagdes de fases possveis, 0 seu valor médio serd o adma caculado. Isto indicaque
ha fases para @ quais 3;; € menor, paém esta determinac® s6 € possvel (hoje) por uma
procura exaustiva dentre todas as posshili dades. O resultado réo fornecetambém o quio menor

16



poderd resultar o pardmetro desgjado; de qualquer forma é um valor orientativo muito Uil na
avaliacd dosistema. O procedimento anterior pode, evidentemente, ser estendido para outros
parametros de interesse, ver ref. [21].

Para cncluir esta motivac@® vamos "citar apenas’ mais alguns resultados, sem nos estendermos
sobre 0 asaunto dada alimitac@® de espaqo e dos objetivos deste resumo, atitulo de arangéncia:

- existe uma equivaléncia no problema da wrrelacé cruzada de seqiéncias e na distribuicéo de
pesos em codigos ciclicos, usados na detecc@ de aros. Desta forma metoddogias desta aea e
resultados, podem ser transpostos para 0 problema do estudo e rrelagies.

- todas as definicOes anteriores podem ser generali zadas para seqiiéncias complexas, once entéo
por exemplo:

-1-¢

p
C.,(b)= Z ab;,, para 0</<p-1; etc. Denominam-se de seqiéncias generali zadas de Baker as

seqiéncias A = {ai} de nimeros complexos com |ai| =1, periddicas de periodo pe tais que
IC.(£)|<1 para 1<¢<p-1. S&o conheddas sqiéncias generalizadas de Baker o até p=16,
atualmente.

- uma ferramenta muito Uil no cdculo de crrelacd® € adenominada fungéo traqo (tradugdo livre
para "tracefunction"), que poce ser definida amo uma funcéo linea de GF(2") em GF(2), dado
por:

n-1 ) 71
Tq (B)iz B% =p+p%+P*+..+B? . A importancia desta func& no cdculo de mrrelac® esta no

fato da seqiéncia {ai} pockr ser escrita na forma {TR (ai)}, once o é araiz do pdindémio
caaderigtico f(x) da seqiéncia {ai}. No anexo, a seguir, tém-se um exemplo de alicac®d
baseado raref. [24]. Apresentam-se também alguns detalhes e propriedades da funcéo trago, gue
podem ser encontrados naref. [23]. Sejam ent&o as squéncias de maximo comprimento g e 3,

com j = qi, de periodo 2N-1 e bj=(-1)&. Como & pode ser representado pa a =T.(a'), a
correlac® cruzada periddicade bj e bj escreve-se:

p-1 p-1 . » . .
0,(0)= bb,, =y (DT (=TT = § (- (0= Y (-
g ; o ; xDGZF(Z”) XD;Z”)
Assm a medida que x percorre GF(2M), para um dado ge c,=a‘, pode-se determinar quéo
freqlentemente T, (x +c,x") assuume os valores 0 ou 1.Por exemplo, paravalores de q tais que

g=2"+1 ou q=2%*-2""*, se 0o mdc(n,K) for tal que é impar, ent3o a orrelaca cruzada

.
mdan, k)
periddicadas ®qiéncias asaume genas 3 valores (vide ref. [10]).
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