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Resumo

Neste trabalho investiga-se o emprego de técnicas de estimacgao em sistemas de modulacao
digital que utilizam sinais cadticos. Inicialmente, aspectos basicos das teorias de sistemas nao-
lineares e de modulagoes digitais sao revisitados seguidos de técnicas recentemente propostas de
modulacoes digitais cadticas com receptores por correlagao coerente, nao-coerente e diferencial:
o CSK (Chaos Shift Keying), o DCSK (Differential Chaos Shift Keying) e algumas de suas
variantes, em especial o FM-DCSK (Frequency Modulated DCSK). Nessa descrigao, utiliza-
se a notacao de equivalente passa-baixas de tempo discreto para facilitar a comparacao com
modulagoes digitais convencionais. Deduz-se o limite de Cramér-Rao para a estimacao da
condicao inicial de orbitas cadticas em funcao de propriedades estatisticas do mapa que as
gerou e descrevem-se dois estimadores para elas: o MLE (Mazimum Likelihood Estimator)
que se aplica a mapas com densidade invariante uniforme e o algoritmo de Viterbi para o
qual se apresenta uma generalizacao a fim de aplicd-lo a uma classe maior de mapas. Por
apresentar ganho de estimacao maior na faixa de relagao sinal-ruido de interesse, este ultimo
¢é utilizado em propostas de sistemas de modulacao digital que utilizam estimacao de érbitas
para detectar o simbolo enviado: o ML-CSK (Mazimum Likelihood CSK) modificado para
poder usar mapas com densidade invariante nao-uniforme, empregando um ou dois mapas e o
ML-DCSK (Mazximum Likelihood DCSK). Por simulagao, avaliou-se o desempenho em termos

de taxa de erro desses sistemas sob ruido branco aditivo gaussiano.



Abstract

In this work, we investigate the use of estimation techniques to digital modulation systems that
use chaotic signals. Initially, basic aspects of nonlinear systems and digital modulation theory
are reviewed followed by currently proposed techniques of chaotic digital modulation with co-
herent, noncoherent and differential correlation receivers: CSK (Chaos Shift Keying), DCSK
(Differential Chaos Shift Keying) and some of its variants in special FM-DCSK (Frequency
Modulated DCSK). These systems are described using a discrete-time lowpass equivalent model
to facilitate comparison with conventional digital modulation systems. We derive Cramér-Rao
lower bounds for the estimation of the initial condition of chaotic orbits as a function of the
statistical properties of the chaos generating map and describe two chaotic orbits estimators:
the MLE (Maximum Likelihood Estimator) that applies only to maps with uniform invariant
density and the Viterbi algorithm for which a generalization is presented that allows its ap-
plication to a broader class of maps. Because of the larger estimation gains attained in the
signal-to-noise ratio range of interest, the latter is used in proposed digital modulation systems
that use orbit estimation to detect the transmitted symbol: ML-CSK (Maximum Likelihood
CSK) modified to allow maps with nonuniform invariant density using one map or two maps
and ML-DCSK (Maximum Likelihood DCSK). The performance of these systems in terms of

symbol error rate is accessed via simulation under additive white gaussian noise perturbations.



Sumario

Lista de Figuras

Lista de Tabelas

Lista de Abreviaturas

Lista de Simbolos

1 Introducao

1.1 Sinais cadtiCos . . . . . . . o

1.2 Aplicagoes de sinais cadticos em comunicagoées . . . . . . . . . ... ... ...

1.2.1
1.2.2
1.2.3

Espalhamento espectral por seqiiéncia direta . . . . . . . .. ... ...
Modulacao analégica . . . . . . . . ...

Modulagao digital . . . . . . . ...

1.3 Algumas linhas de pesquisa atuais . . . . . . . . . . ... ... ...

1.4 Objetivos . . . . . . . e

1.5 Organizacao datese . . . . . . . . . . . . e

2 Sinais cadticos em tempo discreto: natureza e caracterizacao

2.1 Conceitos e definigoes basicas . . . . . . . . ... oo

2.2 Bstabilidade . . . . . .. L

221
2.2.2
2.2.3
224

Estabilidade no sentido de Lagrange . . . . . .. .. ... ... ....
Estabilidade de érbitas estacionarias . . . . . .. .. ... ... ...
Estabilidade de 6rbitas genéricas . . . . . . . . .. ...

Conjuntos limites . . . . . . . . . ...

13

19

21

23

26
26
30
31
32
32
36
38
38



2.2.5 Estabilidade estrutural . . . . . . . . .. . 45

2.3 Numero e expoente de Lyapunov . . . . . . . . . ... ... ... 46
2.4 Sinais cadticos . . . . . . .. 49
2.5 Exemplos de mapas cadticos . . . . . . ... 51
25.1 Mapatenda fr(.) . . . ... 51
2.5.2  Mapas tenda inclinada f;(.) . . . . ... ... 52
2.5.3 Mapa quadrético fo(.) . . . . . . ..o 54
2.6 Densidade invariante e o operador de Frobenius-Perron . . . . . . . ... ... 55
2.7 Conclustes . . . . . . . . 62
Elementos basicos de comunicagao digital 65
3.1 Estrutura utilizada . . . . . . . ... 66
3.1.1 Omodelodecanal . . . . ... .. ... ... ... .. 67
3.2 Modelos equivalentes de tempo discreto . . . . . . . ... ... 69
3.2.1 Sistemas passa-banda . . . . . .. ... Lo 69
3.2.2 Modelo equivalente em banda base de tempo discreto . . . . . . . . .. 70
3.3 Modulagao e demodulacao . . . . . .. ... 71
3.4 Configuracoes de receptores . . . . . . . . ... 72
3.5 Exemplo: o PSK bindario . . . . . . . ... ... 74
3.6 Conclusoes . . . . . . . . 7
Modulagao digital usando portadoras cadticas 78
4.1 O chaveamento cadtico (CSK) . . . . ... ... . . o 79
4.1.1 Modulagao CSK com um mapa . . . . . . .. .. .. .. ... .. ... 81
4.1.2 Demodulacao do CSK com um mapa . . . . . .. .. ... ... .... 84
4.1.3 Modulagao CSK com dois mapas . . . . . . . .. .. ... .. ..... 86
4.1.4  Demodulagao por correlagao coerente do CSK com dois mapas . . . . . 87
4.2 O chaveamento cadtico diferencial (DCSK) . . . . . . .. ... ... ... ... 89
4.2.1 Modulagao DCSK . . . . . . . .. 90
4.2.2 Demodulacao DCSK . . . . . . ... ... ... 91
4.3 O problema da variabilidade da energia por simbolo . . . . . . . ... .. ... 94

10



4.4 O FM-DCSK . . . . . e
4.5 Comparacao qualitativa do desempenho em canal AWGN . . . . .. . .. ...
4.5.1 Receptor por correlacao nao-coerente . . . . . . . . ... ... ...
4.5.2 Receptor por correlacao coerente e a sincronizacao cadtica . . . . . . .
4.5.3 Receptor diferencial . . . . . ... ... o oo
4.6 Curvas de desempenho em canal AWGN . . . . .. ... ... .. .......
4.6.1 Curvas de SER para o CSK com recep¢ao nao-coerente . . . . . . . . .
4.6.2 Curvas de SER para o DCSK e FM-DCSK com recepcao diferencial . .

4.7 Conclusdes . . . . . .

Estimacao de sinais cadticos e de suas condig¢oes iniciais

5.1 Limites de desempenho para estimadores de condicoes iniciais . . . . . . . ..
5.1.1 O limite inferior de Cramér-Rao (CRLB) . . . .. ... ... ... ...
5.1.2 O CRLB na estimagao da condicao inicial de mapas cadticos . . . . . .
5.1.3 Exemplos . . . . ..
5.1.4  Comentarios . . . . . . . . ...

5.2 OMLE . . . . e
5.2.1 O MLE - Definicao e propriedades . . . . . . . ... .. ... ... ...
5.2.2 Estimacao da condigao inicial com o MLE . . . . . .. .. ... ... .
5.2.3 Estimacao de érbitascomo MLE . . . . ... ... ... ...

5.3 O algoritmo de Viterbi . . . . . . . . . .. ...
5.3.1 Particao do espaco de estados . . . . . .. ...
5.3.2 O algoritmo de Viterbi para estimar orbitas cadticas . . . ... .. ..
5.3.3 Simulacoes e resultados numéricos . . . . . . ... ...

5.4 Comparagoes entre o algoritmo de Viterbieo MLE . . . . ... ... ... ..

5.5 Conclusdes . . . . .

Modulagao digital utilizando estimacao de sinais cadticos

6.1 O ML-CSK modificado . . . . . . . .. ... ...
6.1.1 O ML-CSK com duas fungoes de base . . . . . . . . .. ... ... ...
6.1.2 O ML-CSK com uma fungao de base . . . . . .. ... ... ... ...

11

116
117
118
122
126
132
133
133
134
137
141
141
143
147
156
157



6.2 O ML-DCSK . . . . . 166

6.3 Curvas de desempenho em canal AWGN . . . . ... ... ... ... ..... 167
6.3.1 Curvas de desempenho do ML-CSK modificado . . . .. .. ... ... 167

6.3.2 Curvas de desempenho do ML-DCSK . . . . . .. ... .. ... ... .. 171

6.4 Conclusoes . . . . . . . . L 172

7 Conclusoes e trabalhos futuros 174
7.1 Contribuicoes . . . . . . . . 175
7.2 Conclusdes . . . . . . . . e 178
7.2.1 Modulagoes digitais usando sinais cadticos baseadas em correlagao . . . 179

7.2.2 Estimacao de condicoes iniciais de sinais cadticos . . . . .. .. .. .. 180

7.2.3 Estimagao de sinais cadticos . . . . . . .. ... 181

7.2.4 Sistemas de modulagao envolvendo estimagao de sinais cadticos . . . . 182

7.3 Trabalhos Futuros. . . . . . . . . . ... . 182
Referéncias Bibliograficas 184

12



Lista de Figuras

1.1

1.2

1.3

2.1

2.2
2.3

24

2.5

2.6

2.7

Orbitas do mapa quadratico da Eq. (1.1) com diferentes condicdes iniciais: (a)
s1(n) com s1(0) = 0,7; (b) sa(n) com s5(0) = 0,70000001; (c) moédulo da
diferenca entre as duas orbitas. . . . . . ... ... L oL
Caracteristicas espectrais e de covariancia de érbitas do mapa fg(.) da Eq. (1.1).
(a) Estimativa da densidade espectral de poténcia (DEP) da érbita s;(n) com
condicao inicial s1(0) = 0,7; (b) fungdo de autocorrelacao de s;(n); (c¢) fungao de
correlagao cruzada entre sq(n) e a drbita sq(n) com condigao inicial s5(0) = 0,4.
Ci1s1 foi normalizada de forma que Cs15(0) =1. . . . . . . . .. ... ... ..
Diagrama de blocos de um sistema de comunicacao digital cadtico com uma

Unica funcao de base. . . . . . . . ..

Diagrama esquemético do comportamento de uma 6rbita préxima (a) de um
ponto fixo atrator (b) de um ponto fixo estdvel segundo Lyapunov. . . . . . . .
(a) Mapa tenda fr(s); (b) 6rbita com condicdo inicial so = v/2/2. . . . . ...

(a) Mapa tenda inclinada f7(s); (b) dérbita com condic¢ao inicial sy = 0 para

Ntimero de Lyapunov de uma 6rbita do mapa f7(.) em fungao do parametro a.
(a) Mapa quadratico fg(.); (b) 6rbita com condicao inicial sp =0,7. . . . . . .
Orbitas e histogramas do mapa fo(.) obtidos com N = 10000 pontos, Ng = 40
intervalos e condigoes iniciais (a) s1(0) = 0,7 e (b) s2(0) =04. . . . . ... ..
Orbitas e histogramas de fo(.) sem comportamento cadtico. (a) sy = —\/g ; (b)
so ~ 0,809016994. Foram usadas N = 10000 amostras e Ng = 40 subintervalos.

13

27

30

33

43
52

93

53

o4

o6

57



2.8

2.9

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7

3.8

4.1
4.2

4.3
4.4

4.5
4.6

4.7

Contra-imagem do intervalo [—1, s] por fg(.) representada por linhas grossas no

eixo das abscissas com 3 = ,/% ..........................
(a) Evolucdo da densidade constante p(s) = 5 por fg(.); (b) Evolugao da densi-

dade p(s) = 2% por fr(.). Em azul p(s), em verde Pp(s), em vermelho P?p(s)

e em preto a densidade invariante, p.(s). . . . . .. ...

Diagrama de blocos de um sistema de comunicagoes digitais. . . . . . . .. ..
Modelo de canal de comunicacoes usado nas simulagoes. . . . . . . . . . .. ..
Exemplos de curvas SER para modulagoes digitais convencionais em AWGN. .
Espectro de magnitude tipico de sinal gerado por um sistema passa-banda. . .
Geracao de z,,(n) a partir das funcoes de base, caso Ny =2. . . . . . ... ..
Diagrama de blocos de um receptor de correlagao com Ny =2. . . . . . .. ..
Diagrama de blocos de um sistema PSK bindrio com deteccao coerente: (a)
transmissor; (b) receptor. . . . .. ..o oL L
Histograma da componente observada z,,; com Ej, = 1 (a) na auséncia de ruido
no canal e (b) com ruido no canal com E,/Ny = 15dB. Os histogramas foram
calculados em Ng = 40 subintervalos tendo sido transmitidos 10000 simbolos.

Em tracejado é indicado o nivel de decisao. . . . . . . .. ... ... ...

Geragao de z,,(n) a partir das seqiiéncias de base cadticas, caso N, =2. . . . .
Obtencao do vetor de observagao z,, por correlagao a partir do sinal transmitido,
caso Ny = 2. . . . .
Modulador CSK com uma fungao de base. . . . . . . ... ... ... .. ...
Sinais CSK transmitidos para a seqiiéncia {1,1,0,1,0,0,1,0}: (a) CSK unipolar
com k = 0,5; (b) COOK; (c) CSK bipolar. Em cada caso, N = 50 amostras e

Receptor coerente para o CSK usando uma seqiiéncia de base. . . . . . . . ..
Valor esperado dos vetores de observacao dos sistemas CSK com uma funcao de
base e E, = 1. (a) CSK unipolar com k& = 0,5; (b) COOK; (c) CSK bipolar. A
linha tracejada indica, em cada caso, o nivel de decisao. . . . . . . ... .. ..

Receptor nao-coerente para sinal CSK com uma funcao de base. . . . . . . ..

14

o8

61

66
68
68
69
72
73

75

77

80

81
82

83
84

85



4.8

4.9

4.10

4.11
4.12
4.13

4.14
4.15

4.16

4.17

4.18

4.19

4.20

4.21

4.22

4.23

Histogramas de z,,; para (a) COOK e (b) CSK unipolar com E, =1 ¢ k = 0,5:
caso sem ruido. . . ... L. 86
Receptor coerente para modulagao CSK com duas fungoes de base. . . . . . . 87
Valores esperados dos vetores de observagao para demodulagao coerente do CSK

com duas seqiiéncias de base e E, = 1. A linha tracejada indica o limite tedrico

de decisao. . . . . . . L 89
Estrutura dos sinais s;(n) usados no DCSK. . . . . .. ... ... ... .... 90
Diagrama de blocos de um modulador DCSK. . . . . ... ... ... .. ... 91

Sinal DCSK transmitido para a seqiiéncia {1,1,0,1,0,0,1,0} com N = 50
amostras e Epy=1. . . . . . .. 91
Diagrama de blocos de um receptor DCSK diferencial. . . . . ... ... ... 92
Valores esperados para os vetores de observacao para um receptor DCSK difer-
encial. . ..o 93
Saida do correlator DCSK diferencial para os simbolos {1,1,0,1,0,0,1,0}. No-
vamente E, = 1, N = 50 e o mapa tenda fr(.) foi utilizado como gerador do
sinal cadtico. . . . . .. L 93
Histograma de z,,; para um receptor DCSK diferencial. Caso sem ruido e £, = 1. 94
Histograma da energia de s;(n):(a) periddico; (b) 6rbita do mapa tenda normal-
izado com N = 10 e (c) érbita do mapa tenda normalizado com N = 100. Em
cada caso foram considerados 10000 realizagoes. . . . . . . . . . .. ... ... 95

Média e desvio-padrao da estimacao de Ey; em funcao de N para o mapa tenda

normalizado. . . . . ... 96
Diagrama de blocos de um modulador FM-DCSK em tempo continuo. . . . . . 97
Diagrama de blocos de um modulador FM-DCSK em tempo discreto. . . . . . 99

Parte real e parte imaginaria do sinal FM-DCSK transmitido para a seqiiéncia
{1,1,0,1,0,0,1,0} com N =50 amostrase E, =1. . . . ... ... ... ... 99
Diagrama de blocos genérico de um demodulador por correlagao utilizando sinais

cadticos com Ny = 1. . . . . . . e 101

15



4.24

4.25
4.26
4.27

4.28

4.29

4.30
4.31

5.1
5.2

9.3

5.4

5.5

5.6

Histogramas da componente observada: (a) COOK e (b) CSK unipolar (k = 0,5)
na auséncia de ruido; (¢) COOK e (d) CSK unipolar (k = 0,5) com SNR = 10dB.
Em cada caso, E, = 1 e 10000 simbolos foram transmitidos. . . . . . . . ...
Taxas de erro de simbolo do CSK unipolar para k=05. . . .. ... ... ..
Taxas de erro de simbolo do sistema COOK. . . . . . ... ... ... .....
(a) Histograma de z,; para o COOK com E,/N, = 25dB; (b) idem para

Ey/Ny = 40dB; (c) nivel de decisao em fun¢ao da SNR no canal para £, =1 e

Taxas de erro de simbolo para o sistema CSK unipolar em funcao da constante
k. A E,/Ny no canal foi mantida em 20dB. . . . . . . .. ... ... ... ...
Taxas de erro de simbolo do sistema DCSK. . . . .. ... ... ... . ....
Taxas de erro de simbolo do sistema FM-DCSK. . . . . . . .. ... ... ...
Taxas de erro de simbolo em canal AWGN de sistemas de comunicagao digital

usando sinais cadticos para N =10. . . . . . . . ... ...

Gréficos de p(s'(0); sp) para alguns valores de sg. . . . . . . . ... ... ..
CRLB na estimacao da condigao inicial de uma 6rbita de fr(.) em AWGN. Para
comparagao, também ¢é mostrado o CRLB na estimacao de um sinal constante
em AWGN. . . . .
CRLB na estimagao da condi¢ao inicial da érbita s(n, 0) do mapa f;(.) em funcao
de a para o, = 1 e diversos valores de N. A aproximagao da desigualdade (5.26)
é mostrada em tracejado. . . . . . ... L
CRLB na estimagao da condigao inicial da érbita s(n,0,6) do mapa f;(.) em
funcao de « para diversos valores de N e 0, = 1. A aproximagao da desigualdade
(5.26) é mostrada em tracejado. . . . . . ...
CRLB na estimagao da condigao inicial da drbita s(n,sy) do mapa f;(.) com
(a) a =0,8 e (b) @ = —0,8 em fungao de sy para diversos valores de N e g, = 1.
A aproximagcao da desigualdade (5.26) é mostrada em tracejado. . . . . . . ..

CRLB na estimacao da condigao inicial da 6rbita s(n, sg) do mapa fg(.) para

16

103

107

108

110

110

111

113

113

119

127

128

128

129



5.7

0.8

9.9

5.10

5.11

5.12
5.13

5.14

5.15

5.16

5.17

5.18

5.19

CRLB na estimagao da condigao inicial da érbita s(n, sg) do mapa fg(.) para di-
versos valores de N e g, = 1. A aproximagao da desigualdade (5.26) é mostrada
em tracejado. . . . ...
Exemplo de funcao de verossimilhanca. . . . . . . .. ... ... ... ..., .
Ganho de estimagao do MLE para condigao inicial do mapa fr(.). Em tracejado
o limite para o ganho dado por (5.45). . . . . . ... ...
Ganho de estimagao do MLE para condigao inicial do mapa f;(.) em fungao de
a para (a) SNR;, = 20dB e (b) SNR;,, = 90dB. Em tracejado os limites tedricos
da desigualdade (5.47). . . . . . . .
Ganho de estimagao do MLE para érbitas do mapa fr(.) para diversos valores
de N. Os limites dados pela expressao (5.49) sao indicados em tracejado. . . .
SNR na entrada e na saida do MLE para érbitas do mapa fr(.). . . . . . . ..
Exemplo de estrutura para a decodificacao usando o algoritmo de Viterbi. Neste
caso, Ng = 4. . . . . . .

Subintervalos para o calculo da matriz de transicao de estados para o mapa fr(.)

Subintervalos para o calculo da matriz de transicao de estados para o mapa
fo()com Ng=05. . . . ...
(a) SNR,u: e (b) ganho de estimagdo G do algoritmo de Viterbi para mapas
da familia tenda inclinada para diversos valores de o, Ng = 20 e N = 10. A
limitagao da Eq. (5.76) é mostrada em tracejado. . . . . .. . ... ... ...
(a) SNRoyut € (b) ganho de estimagao G do algoritmo de Viterbi para o mapa
fr(.) e diversos comprimentos N da seqiiéncia sendo estimada. Ng = 20. A
limitagao da Eq. (5.76) é mostrada em tracejado. . . . . ... ... ... ...
(a) SNR,y; e (b) ganho de estimagdo G do algoritmo de Viterbi para o mapa
fr(.) para diversos valores de Ng, o numero de subintervalos em que [—1, 1] foi
divido. As limitacoes da Eq. (5.76) sdo mostradas em tracejado. . . . . . . . .
(a) SNR,;: e (b) ganho de estimagdo G do algoritmo de Viterbi utilizando a
conjugagao para o mapa quadratico para diversos comprimentos N da seqiiéncia

estimada e Ng = 20. A limitagao da Eq. (5.76) é mostrada em tracejado.

17

131
134

136

138

139
140

145

148

149

150

151

152

154



5.20

5.21

5.22

5.23

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

6.10

(a) SNR,ut e (b) ganho de estimagdo G do algoritmo de Viterbi utilizando a
conjugacao para o mapa quadratico para diversos valores de Ng e N = 10. As
limitagoes da Eq. (5.76) sao mostradas em tracejado. . . . . . ... ... ...
(a) SNR,y: e (b) ganho de estimagao G do algoritmo de Viterbi para o mapa
quadrético para diversos valores de N sem aplicacao do mapa de conjugacao. A
limitagao da Eq. (5.76) é mostrada em tracejado. . . . . .. ... . ... ...
(a) SNR,yu e (b) ganho de estimagao G do algoritmo de Viterbi para o mapa
quadratico para diversos valores de Ng sem aplicacao do mapa de conjugagao.
As limitagoes da Eq. (5.76) sao mostradas em tracejado. . . . . . .. .. ...
Curvas de ganho para o MLE e para o algoritmo de Viterbi para estimacao de

uma Orbita do mapa tenda fr(.). . .. ...

Diagrama de blocos do receptor ML-CSK com duas fungoes de base. . . . . . .
Construgao do mapa fo(.) para fi(.) = fr(.). . . . . . ..o
Tentativa de construgdo do mapa fo(.) para fi(.) = fg(.) usando a regra da
Eq. (6.4). Em destaque o ponto fixo superatrator que aparece nesse caso. . . .
Construgao do mapa f5(.) utilizado nas simulacoes para fi(.) = fo(.). . . . . .
Sinais ML-CSK com duas fungdes de base para a seqiiéncia {1,1,0,1,0,0,1,0}:
(a) mapa tenda; (b) mapa quadratico. Em ambos os casos N = 50 e E;, = 1.
Os simbolos “1” e “0” sao transmitidos por x1(n) e xo(n) respectivamente.

Diagrama de blocos do receptor ML-CSK com uma fungao de base. . . . . . .
Sinais ML-CSK com uma funcao de base para a seqiiéncia {1,1,0,1,0,0,1,0}:
(a) mapa tenda; (b) mapa quadratico. Em ambos os casos N = 50 e Ej, = 1.
Os simbolos “1”7 e “0” sdo transmitidos por z1(n) e x3(n) respectivamente.

Diagrama de blocos do receptor ML-DCSK. O estimador de Viterbi fornece uma
estimativa dos primeiros N/2 pontos de =/ (n). . . . . . . .. .. ... ... ..
Taxas de erro de simbolo do ML-CSK com duas fungoes de base utilizando

i) = fr(). o

Taxas de erro de simbolo do ML-CSK com duas fungoes de base utilizando

O = fol) o

18

154

155

155

156

160
161

162

163

164

165

165

166

168



6.11 Taxas de erro de simbolo do ML-CSK com uma fungao de base utilizando f;(.) =

Fr( ). o 170
6.12 Taxas de erro de simbolo do ML-CSK com uma fungao de base utilizando f;(.) =

ol o o 170
6.13 Taxas de erro de simbolo para os sistemas ML-CSK testados (N =10). . . .. 171

19



Lista de Tabelas

1.1

2.1
2.2

4.1

5.1
5.2

7.1

Algumas modulagoes digitais cadticas baseadas no CSK e no DCSK. . . . . . . 35
Teoremas do Capitulo 2 . . . . . .. . . ... .. ... 63
Principais defini¢goes do Capitulo 2 . . . . . . . . .. .. ... ... ... 64
Problemas das modulacoes cadticas estudadas no capitulo. . . . . . .. .. .. 114
Valores méximos de SNR;,, para ganho de estimacgao positivo. . . . . ... .. 153
Teoremas do Capitulo b . . . . . . . . . ... .. ... 158
Principais contribuigoes da tese . . . . . . . . ... Lo 176

20



Lista de Abreviaturas

ASK
AWGN
CRLB
CDSK
COOK
CSK

DCI
DCSK
DEP
DPSK
DS-SS
FM-DCSK
FSK
M-DCSK
ML

MLE
ML-CSK
ML-DCSK
MVU

PSK

Amplitude Shift Keying (Chaveamento de amplitude)

Additive White Gaussian Noise (Ruido gaussiano branco aditivo)

Cramér-Rao Lower Bound (Limite inferior de Cramér-Rao)

Correlation Delay Shift Keying (Chaveamento com atraso e correlacao)

Chaotic On-Off-Keying (Chaveamento liga-desliga cadtico)

Chaos Shift Keying (Chaveamento cadtico)

Dependeéncia sensivel as condigoes iniciais

Differential Chaos Shift Keying (Chaveamento cadtico diferencial)

Densidade Espectral de Poténcia

Differential Phase Shift Keying (Chaveamento de fase diferencial)

Direct Sequence Spread Spectrum (Espalhamento espectral por seqiiéncia direta)
Frequency Modulated DCSK (DCSK com modulagao em freqiiéncia)

Frequency Shift Keying (Chaveamento de freqiiéncia)

Modified DCSK (DCSK modificado)

Mazimum Likelihood (Méxima verossimilhanca)

Mazimum Likelihood Estimator (Estimador de maxima verossimilhanga)
Mazimum Likelihood CSK (CSK com estimagao de maxima verossimilhanga)
Mazimum Likelihood DCSK (DCSK com estimacao de méxima verossimilhanga)
Minimum Variance Unbiased Estimator (Estimador nao-enviesado de minima vari-
ancia)

Phase Shift Keying (Chaveamento de fase)

21



RF
QCSK
SCSK
SNR
SER
SS

Radiofreqiiéncia

Quadrature CSK (CSK em quadratura)
Symmetric CSK (CSK simétrico)
Signal-to-Noise Ratio (Relagao sinal-ruido)
Symbol Error Rate (Taxa de erro de simbolo)

Spread Spectrum (Espalhamento espectral)

22



Lista de Simbolos
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O simbolo f/(.) utilizado no Capitulo 2, Secao 2.3, representa a derivada da funcdo f com
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refere-se sempre a sinais corrompidos por ruido.
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Capitulo 1

Introducao

Este capitulo, situa esta tese no contexto atual da pesquisa de aplicagoes de sinais e sistemas
cadticos em Telecomunicagoes. As Segoes 1.1 e 1.2 tragam um histérico resumido do estudo
dos sinais e sistemas cadticos e de suas aplicacoes em Engenharia de Telecomunicacoes. A
Secao 1.3 expoe alguns desafios atuais para a aplicagao pratica de modulagoes digitais que
utilizam sinais cadticas como portadoras. A partir deles, a Secao 1.4 estabelece os objetivos

deste trabalho. Por fim, a organizagao da tese é explicada na Segao 1.5.

1.1 Sinais caoticos

Um sinal cadtico é deterministico, aperiddico e apresenta dependéncia sensivel as condigoes
iniciais, ou seja, se o sistema que o gerou for iniciado com uma condigao ligeiramente diferente,

o sinal obtido pode apresentar valores completamente distintos do sinal anterior apds algumas
iteragoes (ALLIGOOD; SAUER; YORK, 1996).

Um exemplo simples de sistema que gera sinais cadticos é o mapa quadratico
s(n+1) = fo(s(n)) = —2s*(n) + 1. (1.1)

O mapa fg(.) é semelhante ao classico mapa logistico (ALLIGOOD; SAUER; YORK, 1996)
com o dominio de defini¢ao alterado para U = [—1,1]. Comecando com sy € U, obtém-se por

meio de iteragoes sucessivas da Eq. (1.1) uma seqiiéncia de pontos [s(0),s(1),s(2),...]. A
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1.1 Sinais cadticos 27

fungao s(n), n € IN, é um sinal ou drbita de fg(.) com condigdo inicial s(0).

Ainda que aparentemente simples, as Orbitas desse sistema apresentam comportamento
complicado. Sabe-se que para quase todas as condigOes iniciais, ele apresenta érbitas cadticas
limitadas no intervalo [—1,1]. Os graficos (a) e (b) da Figura 1.1 mostram duas de suas
6rbitas, s1(n) e sa(n), com condigdes iniciais $1(0) = 0,7 e s5(0) = 0,70000001. Vé-se que
apesar das condigoes iniciais estarem proximas, depois de um tempo curto de evolucao, as

orbitas originadas ficam completamente separadas, como mostra o médulo da diferenca entre

elas (Figura 1.1(c)).

T T T T T T T T T
(©) 2

s, (n)-s,,(n)|

I I I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
n

Figura 1.1: Orbitas do mapa quadrético da Eq. (1.1) com diferentes condices iniciais: (a)
s1(n) com s1(0) = 0,7; (b) sa(n) com s9(0) = 0,70000001; (c) médulo da diferenca entre as

duas érbitas.

O primeiro trabalho em que aparece a palavra “caos” com o sentido matematico atual foi
publicado por Li e Yorke (1975). Porém, o inicio do estudo dos sistemas e sinais que apresentam
comportamento cadtico pode ser localizado muito antes na historia da Ciéncia.

Sistemas dinamicos regidos por equagoes diferenciais sao estudados desde o século XVII.
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A partir do trabalho fundamental de Sir Isaac Newton escrito em 1687 (NEWTON, 1999)
essas equacoes vem sendo utilizadas para descrever todo tipo de processo que se desenvolve
continuamente no tempo.

Nos séculos XVIII e XIX numerosas técnicas para encontrar solucoes para estas equacoes
foram desenvolvidas. No entanto, é freqiientemente impossivel escrever essas solugoes na forma
de expressoes algébricas simples, usando um ntumero finito de termos. As solugoes em séries
envolvendo um nimero infinito de somas geralmente nao convergem num tempo finito. Com
as técnicas de entao, quando passivel de ser encontrado, o comportamento assintotico de uma

solucao limitada podia ser de trés tipos:

e convergéncia para um ponto fixo; ou
e convergéncia para uma oscilacao periddica; ou

e convergéncia para uma oscilacao quasi-periddica. Esse comportamento aparece quando

no sistema em estudo existem vérias freqiiéncias naturais incomensurdveis (FERRARA;

PRADO, 1994).

Dessa forma, até o século XIX, acreditava-se serem esses os iinicos comportamentos assintéticos
possiveis. Essa situacao sé foi alterada quando o matemadtico francés Henri Poincaré (1890)
estudou o classico problema dos trés corpos. Em seu trabalho, utilizando o conceito de var-
iedade e analises qualitativas, Poincaré mostrou que as solugoes assintéticas desse problema
podem ser muito mais complicadas do que as trés possibilidades conhecidas até entao. Estava
descoberto o que hoje denomina-se caos.

Baseado no trabalho de Poincaré, principalmente no seu enfoque qualitativo e geométrico,
algumas areas da Matemaética nasceram e desenvolveram-se ao longo do século XX, como a
topologia algébrica e geométrica. Porém, uma compreensao mais profunda da natureza das
orbitas complicadas observadas por Poincaré s6 foi obtida na década de 1960.

Naquele momento, com o aparecimento dos computadores digitais, o emprego de simulacoes
computacionais de equacoes diferenciais passou a fazer parte das pesquisas em diversas areas

e, com ela, o interesse por equacoes de diferencas e sistemas discretos aumentou. Com essas
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simulagoes, as Orbitas apontadas por Poincaré voltaram a ganhar interesse em duas frentes
diferentes.

Por um lado, Edward Lorenz (1963) observou que mesmo modelos meteoroldgicos muito
simplificados podem exibir dependéncia sensivel as condigoes iniciais que, como ja foi dito,
é caracteristica de sistemas caoticos. O trabalho de Lorenz é discutido de modo bastante
acessivel em (FERRARA; PRADO, 1994).

Por outro lado, o matemético americano Stephen Smale (vencedor da medalha Fields da
International Mathematical Union em 1966), juntamente com os soviéticos D. V. Anosov, V.
I. Arnold e A. N. Kolmogorov e os brasileiros J. Palis e M. M. Peixoto entre muitos outros,
analisaram e descreveram o comportamento cadtico utilizando principalmente propriedades
dos difeormorfismos, ou seja, mapas diferenciaveis cujos inversos também sao diferenciaveis
(SMALE, 1967).

A partir dai, na década de 1970, apareceram varios artigos sobre aplicacoes de dinamica
nao-linear nas mais diversas dreas. Trabalhos como o do ecologista Robert May (1974) e
do fisico Mitchell Feigenbaum (1978) entre muitos outros mostraram que o comportamento
cadtico aparece muito mais freqiientemente do que se esperava tanto nas solucoes das equagoes
diferenciais e de diferencas, quanto nos sistemas naturais que elas modelam.

Na década de 1980, a computacao de alta velocidade surgiu como uma poderosa aliada dos
pesquisadores de dinamica nao-linear. Um dos trabalhos mais importantes daquela época é
sem duvida o de Benoit Mandelbrot (1982) e a sua geometria fractal.

A pesquisa na area passou a ter um “componente experimental” e a possibilidade de “visu-
alizar” resultados matematicos bastante abstratos tornando o assunto mais atraente e acessivel
e chamando a atencao de pesquisadores de inimeras areas. Desde entao, o niimero de aplicagoes
de sistemas nao-lineares e caos cresceu muito. Em (STROGATZ, 1998) citam-se dezenas de
exemplos dessas aplicagoes.

Na &area de Engenharia de Telecomunicagoes nao foi diferente. Principalmente apds a
publicacgao do artigo (PECORA; CARROLL, 1990) sobre sincronizagao de sistemas cadticos,
observou-se um grande ntmero de trabalhos propondo aplicacoes destes sistemas em comu-

nicagoes que estao detalhadas na Secgao 1.2.
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1.2 Aplicacoes de sinais caéticos em comunicacoes

Os sinais cadticos possuem algumas propriedades interessantes do ponto de vista da Engenharia
de Telecomunicagoes. Em termos espectrais, os sinais cadticos caracterizam-se por ocuparem
uma larga faixa de freqiiéncias, terem funcao de autocovariancia com formato impulsivo e
funcao de covariancia cruzada com valores muito baixos entre érbitas com condigoes iniciais
diferentes.

Como exemplo, a Figura 1.2 mostra para o mapa fg(.) da Eq. (1.1), uma estimativa da
densidade espectral de poténcia da érbita s;(n) com condigao inicial s1(0) = 0,7, sua fungao
de autocovariancia Cy, s, e a fun¢do de covariancia cruzada com outra drbita sq(n), Cs,s, com
condigao inicial s5(0) = 0,4. Admite-se ergodicidade assint6tica para que a densidade espectral

de poténcia esteja bem definida.

Caracteristicas de orbitas cadticas
(a) 4 - T T T T T ]

0 L | | L ! L E

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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Figura 1.2: Caracteristicas espectrais e de covariancia de érbitas do mapa fg(.) da Eq. (1.1).
(a) Estimativa da densidade espectral de poténcia (DEP) da érbita s;(n) com condigao inicial
s1(0) = 0,7; (b) funcdo de autocorrelacao de si(n); (c¢) funcdo de correlagao cruzada entre
s1(n) e a drbita sy(n) com condigao inicial s9(0) = 0,4. Cy4 foi normalizada de forma que
08181 (0) = 1.
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Por essas caracteristicas, os sinais cadticos sao candidatos naturais a atuarem no espal-
hamento de sinais de informacao. Assim, ao se utilizar um sinal caético para modular sinais
de banda estreita independentes desse, os sinais resultantes adquirem largura de banda maior
ao mesmo tempo em que se atenua o nivel de sua densidade espectral, caracterizando as-
sim um sistema que realiza espalhamento espectral (LATHI, 1998). Dessa forma, os sistemas
que utilizam modulagao com sinais cadticos possuem as mesmas qualidades dos sistemas de
espalhamento espectral convencionais (HAYKIN, 2000).

Sinais caodticos permitem que um grande nimero de sinais para espalhamento possam
ser facilmente produzido como conseqiiéncia da dependéncia sensivel as condigbes iniciais.
Também, como visto no exemplo do mapa fg(.) da Eq. (1.1), sinais cadticos podem ser gera-
dos de forma extremamente simples. Assim, pode ser que eles venham a ser uma alternativa
interessante e de baixo custo para comunicagoes por espalhamento espectral.

A grande maioria dos trabalhos publicados nos tltimos anos envolvendo sinais e sistemas
caoticos aplicados em comunicacoes pode ser dividida em tres grandes temas: seqiiéncias para

espalhamento espectral por seqiiéncia direta, modulagao analdgica e modulacao digital.

1.2.1 Espalhamento espectral por seqiiéncia direta

O fato dos sinais cadticos de tempo discreto serem seqiiéncias aperiddicas fez com que surgissem
varios trabalhos sobre sua aplicagao em sistemas de espalhamento espectral por seqiiéncia direta
(DS-SS - Direct Sequence - Spread Spectrum). A idéia bésica é substituir as seqiiéncias de es-
palhamento binarias convencionais, como as seqiiéncias de Gold (WADE, 2000), por seqiiéncias
caoticas geradas por mapas nao-lineares. As principais vantagens delas sao o nimero infinito
de sequiéncias de espalhamento existentes e a menor vulnerabilidade as interferéncias do sinal
espalhado (LAU; TSE, 2003).

Um trabalho interessante é (ROVATTI; MAZZINT; SETTI, 2004) em que os autores mostram
que sistemas DS-SS utilizando seqiiéncias cadticas podem ter desempenho superior aos sistemas
DS-SS convencionais em termos de capacidade e probabilidade de erro de simbolos em situagoes

com multiplos usuarios.
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1.2.2 Modulagao analégica

Dentre as varias abordagens para transmissao de informacao analégica utilizando sinais cadticos,
destacam-se os sistemas propostos por Cuomo e Oppenheim (1993a) e por Wu e Chua (1993).
O primeiro, chamado de mascaramento cadtico, consiste em somar o sinal de informacao
analégico a ser transmitido a saida de um sistema cadtico. No receptor, por meio de um pro-
cesso chamado de sincronizacdo cadtica, o sinal cadtico original é reconstruido e a informacao
analogica ¢é entao extraida pela subtracao do sinal cadtico reproduzido do sinal recebido.

No sistema proposto por Wu e Chua (1993) o sinal de informagao é injetado num sistema
caotico, alterando sua dinamica. Desta forma, o sinal cadtico gerado pelo sistema contém a
informagao analégica. Utilizando a sincronizagao cadtica, o receptor é capaz de regenerar o
sinal caotico sem as modificagoes causadas pelo sinal de informagao que é obtido comparando-se
o sinal recebido com o regenerado.

Esses sistemas foram estudados em detalhes na dissertagao de mestrado do autor dessa
tese (EISENCRAFT, 2001). Uma das concluses desse trabalho foi que esses sistemas de
modulacao analdgica dependem fundamentalmente da sincronizacao cadtica. Esse tipo de sin-
cronismo, proposto em (PECORA; CARROLL, 1990) depois do trabalho pioneiro (YAMADA;
FUJISAKA, 1983), é muito sensivel ao ruido limitando assim o emprego desses sistemas, como
analisado em (EISENCRAFT; GERKEN, 2000). Nao foi encontrado até o momento um sin-
cronismo robusto o suficiente que permita a aplicagdo pratica desses sistemas em canais em
que o ruido esteja fortemente presente, apesar de muitos estudos terem sido feitos desde entao
(veja e.g. (MILLERIOUX; DAAFOUZ, 2001; BOUTAYEB; DAROUACH; RAFARALAHI,
2002)).

1.2.3 Modulacao digital

Num sistema de comunicacao digital convencional cada simbolo entre os M possiveis é transmi-
tido usando sempre a mesma forma de onda. O equivalente em banda base de tempo discreto
desse sistema consiste em representar cada simbolo por uma seqiiéncia de N pontos, gerada a

partir de um conjunto de seqiiéncias de base ortonormais. Quando func¢oes de base senoidais
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sao utilizadas sem técnicas de espalhamento espectral, o sinal modulado resultante é de banda
estreita.

Em um sistema de modulagao digital cadtica, as seqiiéncias de base sao trechos de compri-
mento N de sinais cadticos com condigoes iniciais que variam a cada simbolo. Como esses sinais
sao aperiddicos, um mesmo simbolo é quase sempre representado por seqiiéncias diferentes a
cada vez que for transmitido. Esse fato propicia vantagem quanto ao sigilo de informacao a
custa de dificultar a estimacao das estatisticas de longo prazo a partir de seqiiéncias finitas.
Por exemplo, a energia utilizada para transmitir um dado simbolo nao é constante, o que leva
a erros de recepcao mesmo na auséncia de ruido, caso essa energia precise ser estimada no
receptor para a demodulacao.

O diagrama de blocos de um sistema de comunicagao digital cadtico é mostrado na Figura
1.3 para o caso em que a base é constituida por um unico sinal. Os componentes deste diagrama

serao analisados em detalhes nos Capitulos 3 e 4.

Componente
Sinal ,- observada Simbolo
cadbtico X o estimado
e »| Modulador »| Canal ,| Demodulador X Clrcurc_o~
¢ de Decisao >
n=N-1
Simbolo a ser )
transmitido vac_=,\I~de
decisao

Figura 1.3: Diagrama de blocos de um sistema de comunicacao digital cadtico com uma tinica
funcao de base.

Segundo (KENNEDY; ROVATTI; SETTI, 2000; LATHI, 1998) uma modulagao digital
cadtica pode ser considerada como uma modulagao por espalhamento espectral (SS - Spread

Spectrum). Pela definicao desses autores, um sistema SS deve satisfazer dois critérios:

1. a largura de banda do sinal transmitido é muito maior do que a minima necesséaria para

a quantidade de informagao sendo transmitida;

2. esta largura de banda é determinada por um sinal de espalhamento que independe da

informacao.

Seguindo essa defini¢ao, as modulagoes digitais cadticas sao sistemas SS em que sinais cadticos
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sdo responsaveis pelo espalhamento. Porém, referéncias como (HAYKIN, 2000) e (SKLAR,

2001) incluem uma terceira condi¢ao para classificar uma modulagdo como SS:

3. No receptor, a recuperacao dos dados originais é realizada por correlagao do sinal espal-

hado recebido com uma réplica sincronizada do sinal de espalhamento.

Sob essa restricao, apenas os sistemas de modulagao cadticos com receptores coerentes
podem ser considerados como de espalhamento espectral.

De qualquer forma, pela sua caracteristica de banda larga, os sistemas que utilizam mod-
ulacao cadtica tendem a compartilhar as mesmas propriedades dos sistemas SS convencionais,
ou seja, dificuldade de deteccao nao-autorizada, mitigacao do desvanecimento devido ao mul-
tipercurso e robustez a interferéncias de banda estreita (HAYKIN, 2000; LAU; TSE, 2003).

Visando usufruir dessas vantagens, muitos sistemas de modulagao de informacgao digital
que utilizam sinais cadticos tém sido propostos. Um dos método mais estudados é o chamado
chaveamento cadtico (CSK - Chaos Shift Keying) em que simbolos diferentes sao mapeados
em trechos de sinal cadtico com energias médias diferentes ou gerados por sistemas diferentes
(DEDIEU; KENNEDY; HASLER, 1993).

No CSK, a deteccao no receptor pode usar ou nao sincronizagao cadtica. No primeiro
caso, conhecido como deteccao coerente, considera-se que estao disponiveis no receptor copias
sincronizadas dos sinais da base utilizada no transmissor. A deteccao pode ser feita avaliando-
se o erro de sincronismo (PARLITZ et al., 1992; DEDIEU; KENNEDY; HASLER, 1993) ou
por meio de correlagdo convencional (KOLUMBAN; KENNEDY; CHUA, 1998).

Por analogia aos sistemas com portadoras senoidais que dispensam a detecgao de fase, os
sistemas com portadoras cadticas que desnecessitam sincronizacao cadtica sao chamados nao-
coerentes. Nesse caso, a demodulagao é feita a partir de propriedades usadas para diferenciar
os sinais cadticos, como o valor médio, a energia ou a dinamica do sistema gerador de cada um
dos sinais (KENNEDY;; KOLUMBAN, 2000).

Outra técnica de modulagao bastante discutida na literatura é o chaveamento cadtico difer-
encial (DCSK - Differential Chaos Shift Keying) (KOLUMBAN; KENNEDY; CHUA, 1998)
que emprega recepcao diferencial. Essa técnica dd uma estrutura especial ao sinal transmitido

correspondente a um dado simbolo; no caso binario cada simbolo DCSK é representado por
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dois trechos de sinais cadticos. O primeiro trecho é o de referéncia e o segundo é o de in-
formacao. Dependendo do simbolo transmitido, o trecho de informacao é uma copia exata ou
com sinal invertido do sinal de referéncia.

Existe uma série de outros métodos de comunicacao digital sugeridos usando sinais cadticos

baseados no CSK ou no DCSK. Alguns estao citados na Tabela 1.1.

Tabela 1.1: Algumas modulacoes digitais cadticas baseadas no CSK e no DCSK.

Sistema Referéncia

Chaveamento liga-desliga cadtico

(COOK - Chaotic On-Off-Keying) (KENNEDY; KOLUMBAN, 2000)
DCSK com freqiiéncia modulada

(FM-DCSK -Frequency Modulated DCSK) (KOLUMBAN et al., 1998)
Chaveamento com atraso e correlacao (SUSHCHIK; TSIMRING:;
(CDSK - Correlation Delay Shift Keying) VOLKOVSKII, 2000)
Chaveamento cadtico simétrico (SUSHCHIK; TSIMRING:;

(SCSK - Symmetric CSK) VOLKOVSKII, 2000)

CSK em quadratura
(QCSK - Quadrature CSK) (GALIAS; MAGGIO, 2001)

CSK com estimacao de maxima verossimilhanca
(ML-CSK - Mazimum Likelihood CSK) (KISEL; DEDIEU; SCHIMMING, 2001)

DCSK modificado
(M-DCSK - Modified DCSK) (MANDAL; BANERJEE, 2004)

Além disso, alguns trabalhos propoem o controle da dinamica simbdlica de um sistema
cadtico de forma a transmitir informacoes digitais. Podem ser citados como exemplos (HAYES;
GREBOGI; OTT, 1993; HAYES et al., 1994). Bollt (2003) faz uma extensa lista de referéncias

a respeito.
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1.3 Algumas linhas de pesquisa atuais

Dentre os trés temas descritos na secao anterior, esta tese concentra-se em sistemas de mod-

ulacao digital. A escolha foi feita por ser esse trabalho uma evolucao da pesquisa apresentada

na dissertagao de mestrado do autor na qual aborda-se principalmente sistemas de comunicacao

analdgica usando caos (EISENCRAFT, 2001).

Apesar das varias possiveis aplicagoes de sinais cadticos em Telecomunicagoes, ainda ex-

istem limitacoes que precisam ser melhor pesquisadas para possibilitar uma implementacao

pratica. Algumas delas sao listadas a seguir.

L

IT.

IT1.

IV.

Determinacao da largura de banda. O projeto de sistemas de comunicagao requer
que se conhega a largura de banda dos sinais envolvidos. No entanto, ainda inexiste uma
forma de se obter teoricamente a largura de banda de um sinal vinculado a um sistema

caotico, tendo-se exclusivamente simulagoes numéricas como alternativa pratica.

Sincronizagao cadtica. Sistemas coerentes requerem copias sincronizadas dos sinais da
base no receptor para fazer a demodulagao. Assim, é necessdrio um nivel de sincronismo
bom entre transmissor e receptor. Como os sinais cadticos apresentam a dependéncia
sensivel as condigoes iniciais, esse problema é dificil e as solugoes que existem funcionam
de forma precéria na presenca de relagoes sinal-ruido baixas ou quando ha distor¢oes no
canal, como mostram as simulagoes computacionais apresentadas em (EISENCRAFT;

GERKEN, 2000; EISENCRAFT, 2001).

Avaliagao em condicoes nao-ideais. Preocupagao constante no projeto de sistemas
de comunicacao ¢ a influéncia de condi¢oes nao-ideais do canal no desempenho do sistema.
Porém, no caso de modulagao cadtica, apenas problemas relacionados a propagacao mul-
tipercurso foram estudados para alguns sistemas e por meio de simulagdes numéricas

(KENNEDY et al., 2000). Certamente, nesse t6pico ainda hé muita pesquisa a ser feita.

Integracao com a tecnologia existente. Um aspecto sempre relevante no desen-
volvimento de uma nova tecnologia que objetiva tornar-se pratica é a possibilidade de

integracao com os sistemas ja existentes. Nesse sentido, tém surgido trabalhos sobre a



1.3 Algumas linhas de pesquisa atuais 37

VL

VIL

compatibilidade e a coexisténcia entre sistemas de comunicacao baseada em caos e o0s
convencionais. Por exemplo, os Capitulos 7 e 8 de (LAU; TSE, 2003) e (LAU; TSE;
HAU, 2004).

Adequagao e uniformidade de notagao. A notagdo empregada nos trabalhos que
descrevem sistemas de modulacgao digital cadtica ainda é confusa em relagao a empregada
usualmente em Engenharia de Telecomunicagoes. Ha pouca preocupacao em tratar os
sistemas de modulacao utilizando portadoras cadticas como caso particular de sistemas
de modulagao digital. Sao excegoes (KOLUMBAN; KENNEDY; CHUA, 1997, 1998;
KENNEDY; ROVATTTI; SETTI, 2000). Porém esses autores trabalham com notacao de

tempo continuo, pouco adequada quando se estudam mapas de tempo discreto.

Definicao dos mapas a serem utilizados. Um ponto importante é a escolha do mapa
caotico a ser utilizado. Cada mapa gera sinais cadticos com caracteristicas diferentes.
Sendo assim, a questao de como escolher o mapa gerador a ser empregado num dado
sistema pode ser importante. Apesar disso, esse assunto foi muito pouco explorado na
literatura. Normalmente sao utilizados sem maiores discussoes, os mapas lineares por

partes, seja por sua simplicidade ou por possuirem densidade invariante uniforme.

Exploracao mais intensa das propriedades da dinamica cadtica. A detecgao
nao-coerente permite uma gama muito grande de possibilidades, das quais boa parte
ainda nao foi explorada. Até o momento, o FM-DCSK é o sistema mais promissor em
termos de taxas de erro de simbolo. No entanto, é importante notar que no FM-DCSK,
como proposto originalmente (KOLUMBAN et al., 1998), ndo se explora explicitamente
as propriedades dos sinais cadticos, ou seja, seu desempenho seria basicamente o mesmo
se fosse utilizado um sinal aleatério. B de se esperar que um sistema, cujo receptor
aproveite melhor as propriedades estatisticas das o6rbitas do mapa utilizado, tenha melhor
desempenho. Uma idéia nesse sentido é descrita em (KISEL; DEDIEU; SCHIMMING,

2001). Porém, neste artigo permanecem varias questoes em aberto.
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1.4 Objetivos

Nesta tese busca-se reduzir as limitagoes relacionadas a notacao, definicdo dos mapas a serem
utilizados e exploragao das propriedades da dinamica cadtica em sistemas de modulacao digital
usando caos, correspondentes respectivamente as linhas de pesquisa V, VI e VII comentadas
acima. A partir da descricao em tempo discreto de modulagoes cadticas e de técnicas de
estimacao de sinais cadticos, procura-se propor sistemas cujos receptores explorem as pro-
priedades da dinamica cadtica permitindo obter melhores desempenhos.

Os objetivos da tese sao:

e estudar sistemas de modulagao digital por portadoras cadticas e comparar seus desem-
penhos propondo uma notagao de tempo discreto aplicdvel tanto a sistemas convencionais

quanto a sistemas com portadoras cadticas;

e estudar o problema de estimacao de 6rbitas cadticas e de suas condigoes iniciais propondo
limites de desempenho e comparacoes entre estimadores. Generalizar o estimador de
Viterbi deduzido por Dedieu e Kisel (1999) para permitir aplicd-lo a uma classe maior

de mapas.

e estudar sistemas de comunicacao digital com portadoras cadticas que utilizam estimacao
da ¢rbita na demodulagao propondo e avaliando sistemas que possam empregar uma

classe maior de mapas ou recepcao diferencial.

Este trabalho envolve conhecimentos e resultados de trés areas diferentes: sistemas dinamicos
nao-lineares, sistemas de comunicacoes e teoria de estimacao. Sao incluidos os resultados
necessarios de cada uma dessas vertentes, procurando torna-lo acessivel a um nimero maior

de interessados.

1.5 Organizacao da tese

A tese esta estruturada em sete capitulos.
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No Capitulo 2 sao apresentados defini¢oes e resultados da teoria de sistemas dinamicos
empregados no restante da tese. A intencao é estabelecer a notacao utilizada e tornar o
trabalho acessivel a um publico maior.

No Capitulo 3 sao discutidos fundamentos de comunicagoes digitais estabelecendo uma base
tedrica comum para modulagoes digitais convencionais com portadoras senoidais e modulagoes
caoticas.

No Capitulo 4 sao descritos em detalhes, a luz da teoria de sistemas de comunicagoes, os
sistemas CSK, DCSK e alguns de seus derivados. O desempenho desses sistemas é analisado
tedrica e numericamente por meio de simulagoes computacionais, quando eles sao submetidos
a canais nos quais ¢ adicionado ruido branco gaussiano.

O Capitulo 5 trata do problema de estimacao de condigdes iniciais e 6rbitas de sistemas
dinamicos discretos unidimensionais. Sao deduzidos limites de desempenho para estimadores
nao-enviesados e, em seguida, sao analisados dois algoritmos de estimacao, o MLE e o algoritmo
de Viterbi. Ao final do capitulo sao utilizadas simulagoes computacionais para compara-los.

No Capitulo 6, sao estudados sistemas de modulacao digital usando portadoras cadticas
que utilizam os métodos de estimacao descritos no capitulo anterior. Sistemas baseados no
ML-CSK proposto em (KISEL; DEDIEU; SCHIMMING, 2001) e um sistema novo, proposto
pelo autor, o ML-DCSK sao analisados por meio de simulagoes computacionais.

Finalmente, no Capitulo 7, sao relacionadas as contribuigoes, apresentadas as conclusoes e

sugeridos temas para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Sinais caoticos em tempo discreto:

natureza e caracterizacao

Este capitulo define e comenta os principais conceitos relacionados a sistemas dinamicos nao-
lineares e caos empregados nos capitulos subseqiientes. Como a literatura contém varios textos
sobre o assunto (e.g. (ALLIGOOD; SAUER; YORK, 1996; DEVANEY, 2003; FERRARA;
PRADO, 1994; GUCKENHEIM; HOLMES, 2002; MONTEIRO, 2002; STROGATZ, 1998)),
tendo em vista limitar o texto ao necessario, sao discutidos apenas conceitos referentes a
sistemas unidimensionais de tempo discreto. As extensoes para os casos multidimensionais e
de tempo continuo podem ser encontradas nas referéncias citadas.

Na Sec¢ao 2.1 define-se a notacao utilizada na representacao de mapas e sinais. Na Secao 2.2
sao comentados os diversos tipos de estabilidade relacionados ao estudo de dérbitas cadticas.
A seguir, na Secao 2.3, sao formalizados os conceitos de dependéncia sensivel as condigoes
iniciais e nimero de Lyapunov. A Secao 2.4 apresenta a definicao de sinais cadticos e a Secao
2.5 exemplifica alguns mapas capazes de gera-los. Por fim, a Secao 2.6 expoe os conceitos de

densidade invariante e operador de Frobenius-Perron e a Se¢ao 2.7 resume o capitulo.

40
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2.1 Conceitos e definicoes basicas

Informalmente, um sistema dinamico é um conjunto de possiveis estados com uma regra deter-
ministica que define o estado presente em funcao dos anteriores. Sistemas dinamicos de tempo
discreto sao conhecidos por vérias denominagoes diferentes como relagoes recursivas, mapas

iterados ou simplesmente mapas. Apresenta-se a seguir diversas definicbes e notagoes usadas

neste trabalho, baseadas na referéncia (ALLIGOOD; SAUER; YORK, 1996).

Definicao 1. Seja f (.) uma funcio cujo espago de partida U C R (dominio) é igual ao espago
de chegada (contra-dominio) e s(0) € U. A equagao de diferencas s(n + 1) = f(s(n)), com

n € IN representa um sistema dinamico de tempo discreto ou mapa.

Definicao 2. A orbita ou sinal correspondente a s(0) gerado a partir de f(-) e s(0) = s
fixo é a fungao s(n) = f" (sg), em que f"(.) representa a n-ésima aplicagao sucessiva de f(-)
e f%(so) = so. O ponto sy é chamado de condigdo inicial de s(n). Quando for importante

destacar a condi¢ao inicial sy de uma 6rbita, ela serd indicada por s (n, sg).
Definigao 3. A trajetéria da 6rbita s (n,sg) de f(.) é o conjunto S5, = {s(n,sg),n € N}.

Definicao 4. Um ponto ¢ é dito ponto fizo de f(.) ou do mapa s(n+1) = f(s(n)) se f(c) =c

e, portanto, s(n,c) = ¢,Vn € IN.

Como a periodicidade de uma orbita e conceitos relacionados sao muito importantes no
estudo de sinais cadticos, pois a auséncia de periodo é uma das principais caracteristicas desses

sinais, definem-se a seguir esses termos.

Definicao 5. Seja o mapa s(n + 1) = f(s(n)) e p um ponto do dominio de f(-). O ponto
p é dito eventualmente periddico de perfodo k > 0 se para algum n, € IN, f***(p) = f(p)
para todo n > n, e k é o menor natural que satisfaz essa condi¢do. A érbita s(n,p) é dita
eventualmente periddica de periodo k. No caso em que n, = 0, p é dito periddico e s(n,p) é

periodica de periodo k.

Definigao 6. Seja s(n+ 1) = f(s(n)), com f(-) continua e diferencidvel. Uma 6rbita s(n,a)

¢é dita assintoticamente periddica se convergir para uma Orbita periédica quando n — oo; ou
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seja, existe uma Orbita peridédica s(n,p) tal que lim, . |s(n,a) — s(n,p)] = 0. O ponto a é
dito assintoticamente periddico. Uma érbita (respectivamente, ponto) nao assintoticamente

periédica (periddico) é chamada de aperiddica (aperiddico).

2.2 Estabilidade

Os conceitos relacionados a estabilidade sao fundamentais para a analise do comportamento
de sistemas dinamicos. Seja na implementagao fisica ou nas simulagbes computacionais, nao é
possivel obter precisao absoluta na geracao de orbitas, mesmo fixadas as condic¢oes iniciais e
os parametros que as definem. A analise da estabilidade, em suas diversas defini¢oes, garante
se um comportamento teérico esperado podera ser observado ou nao.

Sao tratados a seguir a estabilidade segundo Lagrange, a estabilidade para érbitas esta-
cionarias e a estabilidade para orbitas genéricas. Encerrando a se¢ao, os conceitos de conjunto

w-limite e estabilidade estrutural de um sistema sao abordados.

2.2.1 Estabilidade no sentido de Lagrange

Uma Orbita s(n) apresenta estabilidade limitada de acordo com Lagrange se s(n) é limitada

(MONTEIRO, 2002), ou seja, existe uma constante C' tal que |s(n)| < C para todo n € IN.

2.2.2 Estabilidade de 46rbitas estacionarias

Uma érbita é dita estaciondria se é um ponto fixo ou uma érbita periédica. As defini¢oes a

seguir sao baseadas nas referéncias (GUCKENHEIM; HOLMES, 2002; STROGATZ, 1998).
Definigao 7. Um ponto fixo ¢ de um mapa s(n + 1) = f(s(n)) é

1. atrator se existe 6 > 0 tal que, para qualquer érbita s(n,sy) com |sg—c| < 6,

lim,, o0 s (1, 89) = ¢;

2. estavel sequndo Lyapunov se, dado € > 0, existe um § > 0 tal que se |sg — ¢| < d entd@o

|s (n, sp) — ¢| < e para todo n > 0;



2.2 Estabilidade 43

3. assintoticamente estdvel se é atrator e estavel segundo Lyapunov;

4. instavel se nao é atrator e nem estavel segundo Lyapunov.

As trajetdérias que se iniciam proximas de um atrator podem sair de suas proximidades
a curto prazo, porém, devem aproximar-se dele a longo prazo. As trajetérias que se iniciam
proximas de um ponto fixo estavel segundo Lyapunov devem permanecer nas proximidades
desse ponto para todo n > 0, nao convergindo, necessariamente, para ele. Essas situacoes
sao mostradas de forma esquemética nas Figuras 2.1(a) e (b). As trajetérias préximas de um
ponto fixo assintoticamente estavel além de convergirem para ele, permanecem o tempo todo

numa vizinhanga dele.
. raio =¢
raio =9

raio =9

(@) (b)

Figura 2.1: Diagrama esquemético do comportamento de uma érbita proxima (a) de um ponto
fixo atrator (b) de um ponto fixo estdvel segundo Lyapunov.

Se uma Orbita s(n,p) é periédica de periodo k para o mapa s(n + 1) = f(s(n)), p é um
ponto fixo do mapa s(n + 1) = f¥(s(n)). Assim, a andlise da estabilidade da drbita periédica

s(n, p) é feita através da andlise da estabilidade do ponto fixo p do sistema s(n+1) = f*(s(n)).

2.2.3 Estabilidade de 6rbitas genéricas

A estabilidade orbital generaliza as definicoes da subsecao anterior para um caso qualquer.
Evidentemente, a estabilidade de orbita estacionaria é um caso particular. Dentre as varias
defini¢oes possiveis, neste trabalho é utilizada a estabilidade orbital sequndo Lyapunov, da

forma como estabelecida por Cesari (1971), adaptada aqui para o caso discreto.
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Definicao 8. Seja a érbita s (n, sg) do mapa s(n+1) = f(s(n)) e A um intervalo real aberto

tal que S5, C A. Esta érbita é dita estdvel seqgundo Lyapunov se:
1. existe um 0 > 0 tal que se |rg — so| < 6 entdo S,, C A;

2. dado e > 0, existe um 41, 0 < d; < J, tal que se |1y — so| < dy, entdo |s (n, so)—s (n, 7o) | <

€ para todo n > 0.

A érbita s(n, sg) é dita assintoticamente estdavel seqgundo Lyapunov se 1. e 2. sao satisfeitas

3. existe um d2, 0 < do < 4§ tal que |rg — sgo| < 09 implica em lim,, . |$(n, so) — s(n,ro)| = 0.

Deve-se ressaltar que essas definigoes de drbitas estdveis (segundo Lyapunov) sdo bastante
restritivas deixando de fora muitas érbitas que a intuicao leva a chamar de estaveis. Por
exemplo, érbitas que percorram pontos muito parecidos mas em instantes diferente de suas
vizinhas sao consideradas instaveis. Além disso, essa definicao de estabilidade nao é invariante
a mudangas de coordenadas. Mais detalhes podem ser vistos em (EISENCRAFT, 2001).

Pode-se definir a estabilidade de uma 6rbita de uma maneira mais genérica de forma que ela
se torne independente da escolha das coordenadas que a descrevem. Por exemplo, definindo-se

a distancia de um ponto s até S, como
d(s,595) = inf {[s = s (n,s0) |} (2.1)
e o tubo de raio € da érbita s (n, sp) como
T (e,8s) ={s€U/d(s,Ss) <c} (2.2)

pode-se tomar as seguintes definicoes.

Definigao 9. A drbita s (n,sg) é estdvel se dado € > 0, existe um J tal que se |rg — so| <
entao s(n,rg) € T (g, 55,), para todo n > 0. Se, além disso, existe d; com 0 < §; < J tal que

se |ro — So| < 1 entao lim,, o d (s(n,10),Ss,) = 0, a 6rbita é assintoticamente estdvel.
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Com essas definigoes, a estabilidade deixa de depender da velocidade e da parametrizacao
(EISENCRAFT, 2001).
Nas proximas secoes e capitulos, a estabilidade orbital sempre se refere a estabilidade

segundo Lyapunov.

2.2.4 Conjuntos limites

O conjunto limite de uma 6rbita é o conjunto de pontos cuja vizinhanga é freqiientemente

visitada por ela. Formalmente, tem-se a definicao a seguir.

Definicao 10. O conjunto limite da 6rbita s(n, sg) de f(.) é dado por

w(so) ={s € U/M{n,,e},In > n,, |f"(s0) — s| < e}. (2.3)

Se w(sp) é o conjunto limite de um drbita e ry é uma outra condi¢do inicial, entdo diz-se
que a drbita s(n,rg) (ou o ponto ry) é atraido para w(sg) se w(rg) C w(so).

Pontos de uma 6rbita podem ou nao estar contidos em seu conjunto limite. O conjunto
limite pode nao ter nenhum ponto em comum com a érbita, como no caso do conjunto limite de
uma Orbita convergindo assintoticamente para um ponto fixo atrator. Nesse caso, o conjunto

limite é um tnico ponto, o ponto fixo atrator. A orbita é atraida para esse ponto fixo.

Definicao 11. Um atrator é um conjunto limite que atrai um conjunto de condigoes iniciais

de medida nao nula. Esse conjunto de condigoes iniciais é chamado de bacia de atracao.

Um conjunto A C B é denso em B se arbitrariamente proximo de cada ponto de B ex-
iste um ponto de A. Em outras palavras, para cada s, em B e cada ¢ > 0, a vizinhanga
{s € U/|s. — s| < e} contém um ponto de A. Nas préximas segdes encontram-se 6rbitas que

sao densas no intervalo [—1, 1] o que significa que seu conjunto limite é [—1, 1].

2.2.5 Estabilidade estrutural

A estabilidade estrutural é conceitualmente diferente das defini¢oes de estabilidade vistas ante-

riormente. Enquanto nessas ultimas a estabilidade ¢ investigada perturbando-se as condigoes
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iniciais, para a estabilidade estrutural interessa a robustez das érbitas sob uma perturbacao
do mapa.

Seja um mapa f(.) com derivada f'(.) definido num espaco de fungoes continuas. Um mapa
g(.) é uma perturbacao de tamanho ¢ do mapa f(.) se ele pertence a uma vizinhanga de raio
e de f(.) e se sua derivada ¢'(.) pertence a uma vizinhanga de raio € de f’(.) (FERRARA;
PRADO, 1994).

Definicao 12. Um sistema é denominado estruturalmente estdvel se para qualquer perturbacao
suficientemente pequena do mapa que o define, o conjunto das érbitas resultantes é topologi-

camente equivalente! aquele das equacoes sem a perturbacao.

Uma definicao mais detalhada desse conceito juntamente com as condi¢oes necessarias para
o seu aparecimento pode ser encontrada, por exemplo, em (PALIS; MELO, 1982).

Em todas as aplicagoes de mapas dos proximos capitulos sempre se considera que os
parametros escolhidos na definigdo do mapa f(.) s@o tais que garantem estabilidade estru-

tural dos sistemas.

2.3 Numero e expoente de Lyapunov

Um conceito fundamental para o estudo de sinais cadticos é a dependéncia sensivel as condigoes

iniciats (DCI) definida a seguir segundo (ALLIGOOD; SAUER; YORK, 1996).

Definigao 13. Seja s(n+1) = f(s(n)) um mapaem U C R. Um ponto sy € U tem dependéncia
sensivel as condigoes iniciais (DCI) se existe uma distancia nao-nula € tal que pelo menos algum
ponto arbitrariamente proximo de sy é eventualmente mapeado a pelo menos € unidades da
imagem correspondente a sg. Mais precisamente, existe ¢ > 0 tal que qualquer vizinhanca
{s e U/|s—so| <0} de sy contém pelo menos um ponto s, tal que |f™ (s.) — f™ (so)| > €

para algum n, € IN. Nessas condigoes a orbita s (n, sg) tem DCI.

Valendo-se apenas dessa definicao é muito dificil verificar essa propriedade para uma dada

orbita, exceto em casos excepcionais.

Dois conjuntos de érbitas sdo topologicamente equivalentes se existe um homeomorfismo (funcao continua
com inversa continua) que leva um no outro preservando o sentido temporal das trajetérias. Mais detalhes
podem ser obtidos, por exemplo, no Capitulo 1 de (PALIS; MELO, 1978).
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A seguir define-se o expoente de Lyapunov que representa uma taxa de divergéncia exponen-
cial média entre duas orbitas suficientemente proximas e que possibilita a verificacao da DCI
de forma operacional. Dai a importancia do estudo de sua definicao e de métodos numéricos
para o seu calculo. Novamente, este trabalho limita-se ao caso discreto unidimensional. As
extensoes dessas definicoes para os casos continuos e multidimensionais sao detalhadas, por
exemplo, em (EISENCRAFT, 2001).

O comportamento das érbitas do sistema dinamico de tempo discreto s(n + 1) = f (s(n))
nas proximidades de um ponto fixo é fortemente influenciado pela derivada de f(-) nesse ponto,
supondo que ela exista. Por exemplo, se ¢ é um ponto fixo de f(:) e o médulo da derivada
|f'(c)] =1 > 1, entao toda érbita s (n, sg) com sy préximo de ¢ afasta-se de ¢ com uma taza
multiplicativa de aproximadamente | por itera¢ao, até mover-se para longe de c. Isto pode ser

visto na expansao em série de Taylor de f (sg) em torno de c:

f(s0) = f(e) + f'(e)(s0 = ¢) = f(s0) = flc) = f(c)(s0 — c) =

= |f(s0) —c| = 1]sg — . (2.4)

Para um ponto periédico p de periodo k, essa informagao pode ser obtida olhando-se a

derivada da k-ésima iteracao de f(-) ja que p é ponto fixo de f*(-). Pela regra da cadeia,

o)== -2t e) - )=
k—1
(p) = H f'(s(n,p)), (2.5)

ou seja, f¥(p) é o produto das derivadas de f(-) calculadas nos k pontos distintos de S,,.
Suponha que o médulo desse produto seja [ > 1. Pelo mesmo raciocinio utilizado para pontos
fixos, uma érbita com condicdo inicial préxima de p separa-se de s(n,p) a uma taxa de aprox-
imadamente [ depois de k iteracoes. Faz sentido entao descrever a taxa multiplicativa média
de separacao por iteracao entre as duas orbitas como sendo L = [%.

O numero de Lyapunov generaliza as taxas obtidas acima para o caso em que os pontos

nao sao necessariamente periodicos.
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Definicao 14. Seja o mapa s(n + 1) = f(s(n)). Se f(-) for diferencidvel nos pontos da

trajetoria da orbita s (n, sg), o seu numero de Lyapunov é

L(so) = lim (H\f ) (2.6)

se o limite existir. O exzpoente de Lyapunov h(so) ¢ definido como

se L(sg) existir.

Segue da definicdo que o nimero de Lyapunov de um ponto fixo ¢ do mapa s(n + 1) =
f(s(n)) é|f'(c)| e o expoente de Lyapunov de um ponto periddico so = p de periodo k desse

mesmo mapa é

Zasalnlf ()]

h(p) = (2.8)

A Defini¢ao 14 permite algumas consideragoes sobre estabilidade:

e um ponto fixo ou uma érbita periddica que tenha expoente de Lyapunov negativo sera

assintoticamente estével pelo argumento apresentado em (2.4), j& que nesse caso [ < 1;

e também pela expressao (2.4), conclui-se que expoente de Lyapunov positivo indica que

o ponto fixo ou a érbita periddica é instavel, pois nesse caso [ > 1.

Esses fatos sao importantes por causa do seguinte teorema, cuja demonstragao é apresentada

m (ALLIGOOD; SAUER; YORK, 1996):

Teorema 1. Seja o mapa s(n + 1) = f(s(n)). Se a érbita s (n, s¢) satisfaz f'(s(n)) # 0 para
todo n € N e é assintoticamente periddica tendo como limite a drbita periédica s(n,p), entao

as duas Orbitas tém expoentes de Lyapunov idénticos, assumindo que ambos estejam definidos.

Conclui-se assim que se uma O6rbita limitada possui expoente de Lyapunov positivo ela
nao pode ser assintoticamente peridédica tendo como limite uma orbita periddica assintotica-
mente estavel ou convergir para um ponto fixo assintoticamente estavel. Assim, restam duas

possibilidades para esse tipo de orbita
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e ou ela é assintoticamente periddica convergindo para uma Orbita periddica instavel, caso

pouco provavel em geral; ou

e cla é aperiddica.

Essa conclusao ¢ fundamental para a classificacao de uma érbita como “cadtica’”.

Finalmente, outro conceito que é importante definir neste ponto é o de mapas conjuga-
dos. O ntmero de Lyapunov é simples de ser calculado em mapas lineares por partes, ja que
esses apresentam derivada constante em cada trecho. Porém para mapas mais genéricos, a
determinacao desse nimero e das propriedades associadas a ele tornam-se mais dificeis. A
conjugacao permite deduzir propriedades das érbitas de um mapa a partir da “parecenca” dele

com outro eventualmente mais simples.

Definicao 15. Seja C'(.) um mapa continuo e injetor. Os mapas f(.) e g(.) sdo conjugados se
eles estao relacionados por uma mudanca de coordenadas C(.) tal que C'o f(.) =go C(.). A

notacao C' o f(.) significa C' (f(.)) e C(.) é chamado de mapa de conjugacaio.

O mapa C(.) mostra uma correspondéncia entre pontos dos mapas f(.) e g(.). O seguinte
teorema, demonstrado em (ALLIGOOD; SAUER; YORK, 1996) resume a importancia da

conjugagao no estudo de sistemas dinamicos nao-lineares.
Teorema 2. Considere os mapas f(.) e g(.) conjugados por C(.). Pode-se afirmar que:
1. Se p é um ponto periédico de periodo k de f(.), entdo C(p) é um ponto periédico de
periodo k de g(.).
2. Se a derivada de C(.) é ndo-nula em todos os pontos da drbita s(n,sy) de f(.) entao
existe uma érbita correspondente C'(s(n, sg)) de g(.) com mesmo ntimero de Lyapunov.

Esse teorema expressa que dados dois mapas conjugados, a cada orbita de um corresponde

uma orbita do outro com mesmo periodo e mesmo niimero de Lyapunov.

2.4 Sinails caoticos

Existem diversas definicoes de sinais cadticos aceitas por diferentes pesquisadores. Aqui é

utilizada a definicdo dada por Li e Yorke (1975) na forma como foi expressa em (ALLIGOOD:;
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SAUER; YORK, 1996).
Definicao 16. Uma orbita limitada é dita cadtica se é aperiddica e apresenta DCI.

Uma érbita com DCI, pela prépria Definicao 13, nao é estavel ja que é sempre possivel
encontrar um ponto arbitrariamente préximo de sua condicao inicial cuja dérbita relacionada
estara distante depois de um certo tempo de simulacao. E exatamente ai que reside a “impre-
visibilidade” caracteristica dos sistemas cadticos. Como, numa situagao pratica, nunca se sabe
com toda a precisao a condicao inicial de uma érbita, é impossivel prever o comportamento
de um tal sistema apds um certo tempo (conhecido como tempo de horizonte) dependente da
incerteza na condigao inicial.

Como foi visto, os expoentes de Lyapunov funcionam como uma quantificacao da DCI. O

seguinte teorema garante esse fato (ALLIGOOD; SAUER; YORK, 1996).

Teorema 3. Suponha que uma 6rbita s (n, sg) tenha nimero de Lyapunov L(sg) e expoente
de Lyapunov h (sg). Essa 6rbita apresentarda DCI se, e somente se, L (sg) for maior do que a

unidade, isto é, h (sg) > 0.

Esse teorema é bastante intuitivo considerando-se que os expoentes de Lyapunov medem
a divergéncia exponencial de érbitas préximas. Como existem algoritmos disponiveis para o
célculo numérico dos expoentes de Lyapunov (EISENCRAFT, 2001), tem-se uma maneira mais

facil para determinar se uma orbita é cadtica ou nao:
Teorema 4. Uma drbita limitada s (n, sg) é cadtica se, e somente se é aperiddica e L (sg) > 1.

A determinacao da periodicidade ou nao de uma érbita nao é simples. Nos procedimentos
numéricos usa-se a condicao L(sg) > 1 como “suficiente” para considerar uma 6rbita como
caotica, como é adotado em geral.

Outra definigdo muito usual na literatura é a de atrator cadtico (ALLIGOOD; SAUER;

YORK, 1996).

Definicao 17. Seja o sistema dinamico s(n+1) = f(s(n)) e uma drbita cadtica s(n, so) desse
sistema. O conjunto w(sg) dessa érbita é chamado de conjunto cadtico se sy € w(sp). Um

atrator caotico é um conjunto cadtico que também é um atrator.
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Em outras palavras, um conjunto cadtico é o conjunto limite de uma érbita cadtica que
esta contida no seu conjunto limite. A exigéncia de que a 6rbita cadtica esteja contida no seu
préprio conjunto limite garante que o conjunto cadtico tenha uma 6rbita densa e que portanto

seja irredutivel.

2.5 Exemplos de mapas cadticos

Nesta secao sao apresentados trés exemplos de mapas discretos unidimensionais que geram
orbitas cadticas. Inicialmente, é discutido o mapa tenda, linear por partes e com derivada em
moédulo constante. A seguir, a familia de mapas tenda inclinada que também sao lineares por
partes mas com derivada diferente em cada trecho e por fim o mapa quadratico.

Nos trés casos, adota-se como dominio U = [—1, 1].

2.5.1 Mapa tenda fr(.)

Como primeiro exemplo, considere o mapa tenda
fr(s) =1-2Is (2.9)

e o sistema dinamico

s(n+1) = fr(s(n) (2.10)

com condi¢do inicial sg € U. A Figura 2.2 mostra um grafico de fr(s) e uma 6rbita gerada a
partir da Eq. (2.10).

Para s # 0, | f7(s)| = 2 e portanto L(sg) = Ly = 2 para todas as 6rbitas que nao passam
por s = 0. O fato de que Ly > 1 implica no provavel aparecimento de orbitas cadticas nesse
sistema. Na verdade, utilizando a teoria de dinamica simbdlica, pode-se mostrar que existe
uma quantidade nao-enumeravel de condigoes iniciais que geram oOrbitas cadticas para esse
mapa, sendo seu atrator caético o intervalo U (DEVANEY, 2003).

E importante ressaltar que para qualquer condic¢ao inicial sy racional, a érbita s (n, s)

converge para o ponto fixo ¢ = —1. Assim, o comportamento caético das orbitas desse mapa



2.5 Exemplos de mapas cadticos 52

-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

o 10 20 3 40 5 60 70 8 90 100
Figura 2.2: (a) Mapa tenda fr(s); (b) 6rbita com condicio inicial sy = v/2/2.

nao pode ser observado na pratica por meio de iteragoes da Eq. (2.10). Neste trabalho, para
simular a utilizacao de condigoes iniciais irracionais utilizou-se a abordagem de sistemas lineares

alimentados por entradas aleatérias descrita por Drake (1998).

2.5.2 Mapas tenda inclinada f;(.)

A familia de mapas tenda inclinada é definida por

s(n+1) = fr(s(n)) = ™ ot - (2.11)
—Zos(n) — 25, a<s(n) <1

com parametro —1 < a < 1e s(0) C U. O caso a = 0,8 é mostrado na Figura 2.3 juntamente
com a 6rbita s(n,0) desse mapa.

O numero de Lyapunov L(sy) para uma 6rbita s(n, sg) que nao passe por s = a pode ser
obtido como uma média geométrica do médulo da derivada dos dois trechos lineares do mapa

ponderada pelo comprimento de cada um dos segmentos (KISEL; DEDIEU; SCHIMMING,
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2001). Como esse nimero nao depende de sg, serd indicado somente por Lj.

a+1

L,:(ail)2<1fa)12a. (2.12)

()
2

(b) 1

s(n,0)
<

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 2.3: (a) Mapa tenda inclinada f;(s); (b) érbita com condigao inicial so = 0 para a = 0,8.

A Figura 2.4 mostra a variagao de L; com a. Observa-se que, para os valores de « consid-
erados as érbitas desse mapa apresentam L; > 1 e portanto certamente érbitas com compor-
tamento cadtico. O valor maximo é Ly,,.. = 2 e ocorre para o = 0 que corresponde ao mapa

tenda fr(.) do exemplo anterior.

1.8}

16}

14}

1.2}

Figura 2.4: Numero de Lyapunov de uma érbita do mapa f;(.) em fun¢ao do parametro .

Um resultado interessante proveniente da teoria da dinamica simbdlica
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(ALLIGOOD; SAUER; YORK, 1996) é que para qualquer —1 < o < 1, f;(.) apresenta érbitas

cadticas densas em U sendo esse seu atrator cadtico.

2.5.3 Mapa quadratico fg(.)

Como tltimo exemplo, considera-se o mapa quadrético fg(.) e o sistema dinamico associado
definido por

s(n+1) = fo(s(n)) = —2s*(n) + 1. (2.13)

Um gréfico de fg(.) é mostrado na Figura 2.5 juntamente com uma érbita. Este mapa tem

dois pontos fixos instaveis, ¢; = —1 e ¢y = 0,5.

s(n)
o

| | | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
n

Figura 2.5: (a) Mapa quadrético fg(.); (b) érbita com condicao inicial s = 0,7.

Nesse caso, a derivada de fg(.) varia ponto a ponto sendo mais dificil o cédlculo do niimero
de Lyapunov e a conseqiiente analise da dinamica das o6rbitas desse mapa. Para resolver esse
problema, exploram-se as similaridades entre o mapa fg(.) e o mapa fr(.), através do conceito
de conjugacao. Pode-se mostrar que os mapas fr(.) e fo(.) sdo conjugados com (ALLIGOOD;

SAUER; YORK, 1996)
m(s+1)

5 (2.14)

Cro(s) = —cos

Assim, o Teorema 2 permite afirmar que a cada uma das nao-enumeraveis érbitas cadticas
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de fr(.) corresponde uma orbita cadtica de fo(.) com nimero de Lyapunov Lo = Ly = 2.
E interessante ressaltar que algumas condigoes iniciais irracionais de fr(.) sio mapeadas em
condigoes iniciais racionais de fg(.). Dessa forma, nesse caso, o comportamento cadtico pode
ser observado diretamente por meio de iteragoes da Eq. (2.13).

O conjunto atrator de todas as drbitas cadticas de fg(.) é novamente U. Como essas
orbitas passam arbitrariamente préximas de todos os pontos de U ¢ razoavel que seu niimero
de Lyapunov Lg independa de sy da mesma forma como ocorre com as dérbitas cadticas dos

mapas lineares por partes analisados.

2.6 Densidade invariante e o operador de Frobenius-
Perron

O estudo de érbitas cadticas em sistemas discretos unidimensionais pode ser bastante facilitado,
estudando-se como seus mapas atuam sobre conjuntos de pontos (densidades) ao invés de sobre
uma unica condicao inicial (LASOTA; MACKEY, 1985; SETTI et al., 2002).

Quando um dado mapa opera sobre uma densidade como condicao inicial ao invés de sobre
um unico ponto, entao as densidades sucessivas sao dadas por um operador integral conhecido
como operador de Frobenius-Perron. O objetivo aqui é fornecer uma interpretacao intuitiva
desse operador.

Orbitas cadticas sao muito dificeis de serem caracterizadas individualmente. Considerando-
se, por exemplo, o mapa fg(.), suas érbitas tém como atrator todo o intervalo U e, devido
a DCI, seu comportamento de longo termo é imprevisivel caso nao se conhega sua condigao
inicial com precisao absoluta. Uma tentativa nesse sentido é construir um histograma para
mostrar a freqiiéncia com que os pontos ao longo de uma trajetoria caem em dadas regioes do
dominio U. Esse histograma ¢ obtido dividindo-se U em Ng intervalos disjuntos de forma que

o j-ésimo intervalo, (negligenciando o ponto +1) é dado por

2(7 —1 27
g [2=D 2

— —1 j=1,..., Ng. 2.15
NS ’NS )a] 5 ) 4VS ( )
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A seguir, toma-se uma condicao inicial sy e calcula-se uma longa trajetéria de comprimento
N > Ng. Assim, é imediato estimar a probabilidade P(s(n) € U;) como a fragdo dos N

pontos, chamada aqui de P;, que estao no j-ésimo intervalo

Pj%#{fn(so)EUj’iVZO’l"”N_l}, (2.16)
em que # A representa a cardinalidade do conjunto A.

Os histogramas? da Figura 2.6 mostram o resultado desse procedimento, tomando-se como
condigoes iniciais $1(0) = 0,7 e s2(0) = 0,4, utilizando-se Ng = 40 subintervalos e N = 10000
pontos. Nesses histogramas, a drea do retangulo sobre o intervalo U; é a aproximacao para P;
da Eq. (2.16). Existe uma simetria surpreendente no resultado ja que os pontos concentram-
se claramente préximos de —1 e 1 com minimo préximo de s = 0, apesar das érbitas serem
bastante diferentes. Repetindo o procedimento para outras condicoes iniciais leva, em geral, ao
mesmo resultado. Assim, apesar da DCI das érbitas individualizadas, essa sensibilidade nao
se reflete na distribuicao dos pontos ao longo da trajetéria.
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Figura 2.6: Orbitas e histogramas do mapa fg(.) obtidos com N = 10000 pontos, Ng = 40
intervalos e condigoes iniciais (a) s1(0) = 0,7 e (b) s2(0) = 0,4.

2Um histograma é uma aproximacao da funcao densidade de probabilidades de uma varidvel aleatéria em
que o conjunto de valores que ela pode assumir é dividido em intervalos de mesmo comprimento e em que
a drea de cada barra representa a fracao de valores observados naquele intervalo. Assim como ocorre com a
fungao densidade, a soma da area dos retangulos do histograma é igual a unidade.
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Note-se que para algumas condicoes iniciais selecionadas, comportamentos diferentes podem
ocorrer. Por exemplo, algumas condigoes iniciais sdo atraidas para um dos pontos fixos de fo(.).
Quando isso ocorre a trajetdria assume um valor constante (¢; ou ¢) a partir de certo n como
ocorre na Figura 2.7(a). Alternativamente, para algumas outras condigbes iniciais irracionais a
trajetoria pode se tornar periédica e também nao exibir o comportamento irregular das 6rbitas

da Figura 2.6. Essa situagao é ilustrada na Figura 2.7(b).
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Figura 2.7: Orbitas e histogramas de fo(.) sem comportamento cadtico. (a) sy = —\/g; (b)
sg ~ 0,809016994. Foram usadas N = 10000 amostras e Ng = 40 subintervalos.

O problema da descricao dos comportamentos esperados para orbitas de um mapa pode
ser parcialmente resolvido abandonando-se o estudo de 6rbitas individuais em favor do exame
do fluxo de densidades.

Considere um mapa f(.) definido em U e tome-se um grande nimero K de condigdes
iniciais so1, So2, - - -, Sox- A cada uma dessas condigdes iniciais aplica-se o mapa f(.), obtendo-
se K novos pontos s(1, so1) = $11, s(1, S02) = S12, .-, $(1, Sox) = s1x. Para definir a densidade
inicial e final desses pontos, é interessante introduzir o conceito de fun¢ao indicadora de um

conjunto A. Ela é simplesmente definida por

1, sese A
Ia(s) = (2.17)
0, ses¢ A
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Considere-se um intervalo Ay C U e um conjunto de K condigoes iniciais So1, So2, - - - , Sok -
Pode-se estimar a fungao densidade desses pontos para qualquer Ay pela relagao (LASOTA;
MACKEY, 1985)

K
1
/A po(u)du =~ % Z T4, (S0k)- (2.18)
0 k=1
Assim se a funcao densidade p;(s) dos pontos si1, S12, . . ., S1x satisfaz

/A P 3 o) (2.19)

para A C U, pode-se obter uma relacao entre p; e py. Para fazé-lo é necessario introduzir o

conceito de contra-imagem de um intervalo A C U sob a operagao do mapa f(.) ou
fHA) ={seU/f(s) € A}. (2.20)

Como ilustrado na Figura 2.8, para o mapa fg(.), a contra-imagem de um intervalo é a uniao

de dois intervalos.

-1 -B B 1

Figura 2.8: Contra-imagem do intervalo [—1, s] por fg(.) representada por linhas grossas no

eixo das abscissas com (3 = ,/%.

Note que para qualquer A C U,

sip € A< s, € f1(A). (2.21)
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Assim, tem-se a seguinte relacao util

Ta(f(5)) = Lp-104)(s) (2.22)

Com a Eq. (2.22) pode-se reescrever a Eq. (2.19) como

K
1
/Apl(u)du ~ ? ; Iffl(A)(SOk). (223)

Dada a arbitrariedade de Ay e A pode-se tomar Ay = f~'(A). Com esta escolha os lados

direitos das Eqgs. (2.18) e (2.23) s@o iguais e, portanto

1(u)du = o(u)du. 2.24
[ = [ o) (2.24)

Essa é a relacao desejada entre po(.) e pi(.). Dela percebe-se como a densidade inicial de
estados po(.) é transformada por um dado mapa f(.) em uma nova densidade p;(.).

Supondo A = [a, s] obtém-se uma representacao explicita para p;(.) reescrevendo a Eq. (2.24)

/pl(u)du:/ po(u)du (2.25)
a fH(ass])

e diferenciando em relagao a s:

d

= — du. 2.2
i ), (226)

a,s])

pi(s)

Fica claro que p;(.) depende de po(.). Na literatura, esse fato é usualmente indicado por

p1 = Ppo (LASOTA; MACKEY, 1985), de forma que a Eq. (2.26) torna-se

d
Pp(s) = —/ p(u)du. (2.27)
ds J1-1((as)

em que se retirou o subscrito de pg. A Eq. (2.27) define explicitamente o operador de Frobenius-
Perron P correspondente a transformacao f(.); esse operador é 1til no estudo da evolugao de

densidades.
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Por exemplo, para ilustrar a utilidade da Eq. (2.27) e do conceito do operador de Frobenius-
Perron retorna-se ao mapa quadratico fg(.) aplicando a Eq. (2.27) a uma férmula analitica da
contra-imagem do intervalo [—1, s].

A Figura 2.8 mostra que os pontos extremos dos dois intervalos constituintes de f; Y([~1,9])

podem ser calculados resolvendo-se uma equacgao quadratica. Assim,

fol ([~1,8]) = [—1,— 1;‘9] U [ 1;8,1] . (2.28)

Com isto, a Eq. (2.27) pode ser escrita como:

1—s 1

Pp(s) = %/_Z ’ p(u)du%—% \/1__Sp(u)du, (2.29)

e apoés realizar as diferenciacoes indicadas resulta

1 1—s 1—s
Wiy H_ 2 >+p< 2 )] 20

Essa equacao é uma férmula explicita para o operador de Frobenius-Perron correspondente ao

mapa fo(.) e mostra como fg(.) transforma uma dada densidade p(.) em outra Pp(.).

Por exemplo, tome-se uma densidade inicial p(s) = % para s € [—1,1]. Entdo, como os

termos dentro dos colchetes na Eq. (2.30) s@o constantes, um calculo simples fornece:

1

2¢/2(1—s)

Pode-se entao substituir essa expressao para Pp(.) no lugar de p(.) no segundo membro da

Pp(s) = (2.31)

Eq. (2.30) obtendo-se

1 1 1
_I_

T L L) ()

1 1 1

= +
W21=9) |\ ar a5 (J2- 21— )

P (Pp(s)) = P*p(s)

(2.32)




2.6 Densidade invariante e o operador de Frobenius-Perron 61

Na Figura 2.9(a) sao mostrados graficos de p(s) = 3, Pp(s) dada pela Eq. (2.31) ¢ P?p(s)
dada pela Eq. (2.32). Nela se vé que essas densidades aproximam-se de uma densidade limite.

Essa é dada por:

T 11—52’ —l<s<l
pi(s) = (2.33)

0, caso contrario

como pode ser verificado substituindo-se p,(s) na equagao Pp.(s) = p.(s), conduzindo portanto
a densidade invariante. Esse resultado pode também ser obtido a partir da conjugacao entre

fr() e fo() (KENNEDY; ROVATTI; SETTI, 2000).

Evolucao de densidades — Aplicacdo do operador de Frobenius—Perron

(a) Mapa fQ(.) (b) Mapa fT(.)
2 T T 2 T
1.5 1.5
(O] (O]
% g
s 1 ?, 1
C c
(] (O]
ol D
0.5 \ / 0.5 ﬁ;
0 ‘ ‘ ‘ 0 \\ e
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
S S

Figura 2.9: (a) Evolu¢do da densidade constante p(s) = 3 por fo(.); (b) Evolucdo da densidade
p(s) = 35 por fr(.). Em azul p(s), em verde Pp(s), em vermelho P?p(s) e em preto a densidade
invariante, p,(s).

Note-se também a semelhancga entre o grafico de p,(s) da Figura 2.9(a) com os histogramas
da Figura 2.6. Na verdade, pode-se mostrar que, para o mapa quadratico, a distribuicao
dos pontos ao longo de uma érbita tipica aproxima-se da densidade invariante unica p.(s) da
mesma forma que as iteragoes de densidades (LASOTA; MACKEY, 1985), propriedade que
pode ser reconhecida como uma forma de ergodicidade desse mapa (KENNEDY; ROVATTI,
SETTI, 2000).

Como outro exemplo, considera-se a familia de mapas tenda inclinada f;(.) definida na

Eq. (2.11) e ilustrada na Figura 2.3. Tome-se um intervalo [—1,s] C [—1,1] cuja contra-
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imagem sob f;(.) é dada por

fri(=1s) = [=1,s1] U s2, 1] (2.34)

(a+1)s+(a—1)
2

(a—1)s4a+1
2

Po(s) = = < /_ 1 p(u)du + / : p(u)du)

[(a+ 1D)p(s1) + (1 — a)p(s2)] - (2.35)

sendo s; = — e Sg = . Sendo assim, o operador de Perron-Frobenius é

N —

A Eq. (2.35) corresponde ao operador de Frobenius-Perron para os mapas f;(.). Observa-
se que também, neste caso, as densidades p(.) sdo levadas por P a uma densidade invariante
como se vé na Figura 2.9(b) para o caso a = 0, ou seja, para o mapa tenda fr(.). Nessa
figura, considerou-se como densidade inicial p(s) = 2s* que ¢ levada a Pp(s) = 3(s —1)? ¢
Pp(s) = %(82 — 25+ 5). Nesse caso, como 73% = %, é facil ver que a distribuicao invariante é
uniforme,

, —1<s<1
pi(s) = (2.36)

0, caso contrario

N[

A ergodicidade observada para o mapa quadratico também se verifica nesse exemplo (KENNEDY;

ROVATTI; SETTI, 2000).

2.7 Conclusoes

Neste capitulo foram definidos e exemplificados conceitos fundamentais da teoria de sistemas
dinamicos nao-lineares necessarios para o desenvolvimento dos proximos capitulos. Entre os
conceitos destacam-se os de oOrbita cadtica, nimero de Lyapunov, densidade invariante e o
operador de Frobenius-Perron. Como o foco dos préximos capitulos é o caso unidimensional
de tempo discreto, limitou-se apenas ao caso de interesse.

Essa revisao pretendeu estabelecer uma notacao coerente tornando os resultados da tese

acessiveis mesmo a leitores que nao sejam especialistas.
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Além disso, com relacao a caos, érbitas e sistemas caodticos, diversos autores usam defini¢oes
levemente diferentes. Assim, o autor considerou importante explicitar as defini¢bes utilizadas
nesta tese.

A Tabela 2.1 mostra os enunciados dos teoremas deste capitulo e a Tabela 2.2 lista as

principais defini¢oes dadas.

Tabela 2.1: Teoremas do Capitulo 2

Teorema Enunciado

1 Seja o mapa s(n+ 1) = f(s(n)). Se a dérbita s (n, sg) satisfaz f’'(s(n)) # 0 para
todo n € N e ¢é assintoticamente periddica tendo como limite a orbita periddica
s(n,p), entao as duas drbitas tém expoentes de Lyapunov idénticos assumindo
que ambos estejam definidos.

2 Considere os mapas f(.) e g(.) conjugados por C(.). Pode-se afirmar que:

1. Se p é um ponto periédico de periodo k de f(.), entdo C(p) é um ponto pe-
riédico de periodo k de g(.).

2. Se a derivada de C(.) é ndo-nula em todos os pontos da orbita s(n,sy) de
f(.) entao existe uma érbita correspondente C(s(n, s¢)) de g(.) com mesmo
numero de Lyapunov.

3 Suponha que uma 6rbita s (n, sg) tenha nimero de Lyapunov L(sg) e expoente
de Lyapunov h (sg). Essa érbita apresentara DCI se, e somente se, L (sg) for
maior do que a unidade, isto é, h (sg) > 0.

4 Uma érbita limitada s (n, sg) é cadtica se, e somente se é aperiddica e
L (S(]> > 1.
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Tabela 2.2: Principais definicoes do Capitulo 2

Conceito Localizacao
Mapa Definicao 1
Orbita Definicao 2
Condicao inicial Definicao 2
Trajetoria Definicao 3
Ponto fixo Definicao 4
Orbita eventualmente periddica Defini¢ao 5
Orbita periédica Defini¢ao 5
Orbita assintoticamente periddica Defini¢ao 6
Orbita aperiédica Definicao 6
Ponto fixo atrator Definicao 7
Ponto fixo estéavel segundo Lyapunov Definicao 7
Ponto fixo assintoticamente estavel Definicao 7
Ponto fixo instavel Definigao 7
Orbita estdvel segundo Lyapunov Defini¢ao 8
Orbita assintoticamente estével segundo Lyapunov Definicao 8

Conjunto limite
Atrator

Bacia de atragao
Estabilidade estrutural
Dependéncia sensivel as condicoes iniciais
Nimero de Lyapunov
Expoente de Lyapunov
Mapas conjugados
Orbita caética
Conjunto cadtico
Atrator cadtico
Contra-imagem

Operador de Frobenius-Perron

Definigao 10
Definicao 11
Definicao 11
Definigao 12
Definicao 13
Definicao 14
Definicao 14
Defini¢ao 15
Defini¢ao 16
Defini¢ao 17
Definicao 17
Equagao 2.20
Equacao 2.27




Capitulo 3

Elementos basicos de comunicacao

digital

Este capitulo resume conceitos bésicos ligados a modulagoes digitais convencionais. Pretende-
se definir uma estrutura genérica de sistema de comunicagao junto com medidas de desempenho
que se apliquem a qualquer modulacao digital, inclusive cadtica, pois assim é mais facil com-
preender suas vantagens e desvantagens e compara-las.

Em geral a transmissao de informacao digital é feita por meio de um canal analégico limitado
em freqiiéncia. Para que a informagao possa ser transmitida através do meio analdgico, ela
deve primeiramente ser mapeada num conjunto de sinais de duragao finita. O receptor, baseado
no conjunto de sinais que chega até ele deve ser capaz de determinar as informacoes digitais
transmitidas.

Essa estrutura basica permanece inalterada tanto para sistemas convencionais quanto para
sistemas que usam sinais cadticos. Porém, para esses ultimos, uma série de aspectos adicionais
devem ser analisados, o que ¢ feito no préximo capitulo.

Na Secao 3.1, descreve-se e justifica-se o modelo de canal que serd usado nas simulagoes.
Em seguida, (Segao 3.2), discute-se o modelo equivalente de banda base em tempo discreto
para sinais passa-banda. Esse modelo simplifica bastante a simulacao e a analise dos sistemas
de comunicacao estudados. A Secao 3.3 trata dos processos de modulacao e demodulacao

apresentando o conceito de fungdes de base ou sinais de base (WOZENCRAFT; JACOBS,

65
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1965). Na Segao 3.4 sdo descritas as principais configuragoes de recepcao de sistemas de
comunicacoes digitais. Ao final do capitulo, esses conceitos sao ilustrados com o exemplo
classico do chaveamento de fase (PSK - Phase Shift Keying), no caso bindrio e com recepgao

coerente.

3.1 Estrutura utilizada

O objetivo de um sistema de comunicacao digital, esquematizado na Figura 3.1, é transportar

informagao de uma fonte digital para um receptor da forma mais eficiente possivel.

Sinal de Estimativa do sine
informacéo de informacao _
Fonte de .| Destino d¢
informagdo| | N RO . informacau
! | ! |
: v ! : :
! 1 ! 1
' | Codificador ! ' | Decodificado !
| de fonte ! | de fonte !
! 1 ! 1
1 1
! : : T !
1 ! 1 !
1 ! 1 !
1 A 1 1 1
1 L : ! - :
" . 1| Codificador I ' | Decodificadol 1 Receptor
ransmissor ! de canal : ! de canal :
1 ! 1 !
X Simbolo: E X t Simbolos E
| transmitidos | recuperados
! 2 : ! :
1 1
i | Modulador E . | Demodulador E
1 1
! : , ! x :
I ! Ruidc | !
N l N
Forma de onda Sinal
- recebido
¥ Canal

Figura 3.1: Diagrama de blocos de um sistema de comunicacoes digitais.

Ao converter uma seqiiéncia de informacao digital em formas de onda é comum intercalar
processos de codificacao de fonte e de canal para o aumento da seguranca da transmissao, a

compressao dos dados e a correcao de alguns erros. Essas codificagoes geram a seqiiéncia de
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simbolos a ser transmitida.

A seguir, os simbolos sao utilizados para determinar propriedades de uma portadora. Esse
processo é conhecido como modula¢do. Alguns exemplos de modulagoes digitais comuns sao
o chaveamento de amplitude (ASK - Amplitude Shift Keying ), chaveamento de freqiiéncia
(FSK - Frequency Shift Keying) e o chaveamento de fase (PSK - Phase Shift Keying) em que
o simbolo transmitido determina, respectivamente, a amplitude, a freqiiéncia ou a fase de uma
portadora senoidal, respectivamente.

O canal é o meio fisico pelo qual o sinal se propaga desde o transmissor até o receptor.

A tarefa do demodulador no receptor é produzir uma estimativa da seqiiéncia de simbolos
transmitida a partir da forma de onda que chega a ele. O papel do decodificador de canal e do
decodificador de fonte é gerar uma estimativa da informacao original a partir da seqiiéncia de

simbolos obtida no demodulador.

3.1.1 O modelo de canal

Para se avaliar o desempenho de uma dada modulagao, o modelo de canal utilizado deveria
representar de forma razodvel os fendmenos que ocorrem entre a saida do transmissor e a
entrada do receptor. Na pratica, no entanto, adotam-se modelos simplificados. Mesmo assim,

devem ser levados em conta pelo menos dois fendomenos quase sempre presentes:

e ruido térmico modelado como ruido branco gaussiano aditivo (AWGN - Additive White

Gaussian Noise) com média nula e

e limitacao em banda do canal gerada pela presenca de filtros passa-banda na entrada do

receptor para evitar interferéncias e sinais indesejados.

Dessa forma, o modelo mais simples de canal para avaliar um sistema de modulacao é o
mostrado na Figura 3.2 em que r(t) ¢ AWGN com média nula. Vale ressaltar que o filtro
passa-banda indicado tem como finalidade selecionar a freqiiéncia de transmissao no receptor,
pois muitas vezes os sistemas sao multiplexados em freqiiéncia (LATHI, 1998).

Nesse modelo de canal considera-se que o sinal é corrompido por AWGN com média nula.

Existem trés motivos para que esse modelo seja considerado nesse trabalho (HAYKIN, 2000;
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PROAKIS, 1995):
e o ruido AWGN permite muitas vezes a obtencao de resultados tedricos exatos;
e o ruido térmico, presente em todo sistema de comunicacao, tem esse aspecto;

e experimentalmente, o desempenho relativo de numerosos sistemas de modulacao quando
se usa um canal AWGN nao se altera significativamente com o uso de canal com carac-

teristicas espectrais mais complicadas.

Ruido brance
gaUSSiand(t) Filtro de selecéo d
receptor
Sinal vindo dc Sinal que vai a
transmissorx(t) xJ receptorX' (t)

n, ——

>J

Figura 3.2: Modelo de canal de comunicagoes usado nas simulacoes.

Em um sistema de comunicacao digital, o desempenho é usualmente medido em termos
da taxa de erro de simbolo (SER - Symbol Error Rate). Tal taxa varia com a relagdo entre a
energia média por simbolo e o dobro da densidade espectral de poténcia do ruido (E;/Np).

Como ilustragao, a Figura 3.3 mostra a SER em fungao de E,/N, para algumas modulagdes
digitais binérias convencionais (LATHI, 1998) sem codificacao em canal AWGN: ASK coerente,
ASK nao-coerente, PSK diferencial (DPSK - Differential PSK) e PSK coerente.

—— ASK néo coerente
ASK coerente

——DPSK |

— PSK coerente

‘ ‘ ‘ ;
-5 0 5 10 15 20
E/N, (dB)

Figura 3.3: Exemplos de curvas SER para modulagoes digitais convencionais em AWGN.
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3.2 Modelos equivalentes de tempo discreto

Para facilitar as simulacoes e andlises de modulacoes digitais é usual trabalhar com modelos
equivalentes em banda base de tempo discreto, cujos resultados sao vélidos para os modelos
originais. Este modelamento permite representar os sinais transmitidos por meio de seqiiéncias
de comprimento finito. No caso das modulacoes cadticas, esses modelos também oferecem a

vantagem de se usar diretamente a notacao de sistemas dinamicos discretos definida no Capitulo

2.

3.2.1 Sistemas passa-banda

Nem sempre os sinais produzidos por uma fonte de informacao podem ser transmitidos dire-
tamente por um dado canal. Por isso, esses sinais, chamados de sinais em banda base, sao
modificados para facilitar a transmissao. No caso convencional, o sinal em banda base, su-
posto ter uma largura de banda B, é usado para modificar algum parametro de uma portadora
senoidal com freqiiéncia fy > B. A Figura 3.4 mostra o espectro de magnitude tipico do sinal

passa-banda transmitido.

X

Figura 3.4: Espectro de magnitude tipico de sinal gerado por um sistema passa-banda.

Esse sinal é transmitido através do canal AWGN descrito na Figura 3.2. Admitindo-se que
o filtro de selecao do receptor seja ideal com faixa de passagem de largura B centrada em fo,
todos os sinais interferentes que nao caiam dentro da banda de freqiiéncias ocupada pelo sinal

transmitido sao eliminados. A saida do filtro é da forma:

2'(t) = x(t) + 7' (¢) (3.1)
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em que 7'(t) denota o ruido gaussiano filtrado.

3.2.2 Modelo equivalente em banda base de tempo discreto

Para a maioria das finalidades praticas, o estudo de sistemas de comunicacao passa-bandas
é realizado de forma mais conveniente utilizando-se sistemas equivalentes em banda base. O

sinal passa-banda é descrito (PROAKIS, 1995) por
x(t) = z.(t) cos(2m fot) — xs(t) sin(27 fot). (3.2)

A representagao passa-baixas de x(t), denotada por z;(t), é em geral complexa com parte

real z.(t) e parte imaginaria x,(t):
xy(t) = wo(t) + jas(t). (3.3)

Tanto z.(t) quanto x4(t) sdo sinais passa-baixas, normalmente chamados respectivamente de
componente em fase e quadratura do sinal passa-banda (HAYKIN, 2000).

Em termos de equivalentes passa-baixas, a Eq. (3.1) pode ser reescrita como
z)(t) = 2 (t) + r(t) (3.4)

A versao em tempo discreto do modelo em banda base é obtida, amostrando-se o sinal

passa-baixas equivalente com um periodo de amostragem

T, = (3.5)

1

B
Pelo teorema da amostragem (HAYKIN, 2000), o sinal equivalente em banda base de tempo

continuo pode ser recuperado a partir do sinal amostrado por meio de um filtro passa-baixas

ideal com largura de banda B/2. Para simplificar a notacgdo, denota-se x;(nT},), x;(nT,) e
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r](nT,) respectivamente por x(n), 2’'(n) e r(n). Assim, a Eq. (3.4), no tempo discreto torna-se:
#'(n) = z(n) + r(n). (3.6)

Pode-se mostrar que, se r(t) ¢ AWGN entdo as amostras r(n) sdo estatisticamente inde-

pendentes (PROAKIS, 1995).

3.3 Modulacao e demodulacao

O conjunto de seqiiéncias equivalentes de tempo discreto das formas de onda empregadas num
dado sistema com M simbolos distintos é representado por x,,(n), m = 1,2,..., M, sendo
que x,,(n) assume valores nao-nulos apenas no intervalo 0 < n < N — 1. Para se transmitir
o m-ésimo simbolo, o sinal representado em tempo discreto por z,,(n) é transmitido pelo
canal analégico em que pode ser distorcido. Além disso, podera ter adicionado um ruido.
Na demodulagao o sinal recebido, cujo equivalente z/ (n) é uma seqiiéncia estocdstica, serd
mapeado de volta em um simbolo.

Para simplificar o processo de demodulacao, é interessante definir um conjunto com menos
sinais, denominado funcdes de base, sendo que os sinais representados por x,,(n) sdo com-

binagoes lineares dos elementos dessa base (WOZENCRAFT; JACOBS, 1965).

Seja s;(n), i = 1,2,..., Ny, n = 0,1,..., N — 1, uma base de seqiiéncias ortonormais, ou
seja,
v Lsei=j
si(n)sj(n) = 1 <i,7 <N, (3.7)
n=0 0, sei # j

Dessa forma, cada um dos M sinais x,,(n) é representado por uma combinagao das N

seqliéncias s;(n), sendo N, < M:

Tm(n) = melsl(n), m=1,2,..., M. (3.8)

Os coeficientes x,,; na Eq. (3.8) podem ser interpretados como as componentes de um vetor

coluna N,-dimensional x,,. Cada simbolo determina um vetor x,,. A seqiiéncia a ser transmi-
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tida para cada x,, pode entao ser gerada de acordo com a Eq. (3.8). A Figura 3.5 exemplifica

a geragao da seqiiéncia x,,(n) para o caso N, = 2.

Xy (1)

X2

Figura 3.5: Geragao de x,,(n) a partir das fungoes de base, caso N, = 2.

Como as seqiiéncias de base sao ortonormais, o vetor x,, pode ser recuperado a partir do
sinal transmitido desde que todos os sinais de base s;(n) sejam conhecidos. Para isso, basta

calcular

Tpni = me(n)si(n), i=1,2,..., Ny (3.9)

Assim, uma forma de implementar um demodulador é por meio de um conjunto de NN,
correlatores, cada um obtendo um dos pesos x,,; associado a fungdo de base s;(n). Como
existe uma relagao biunivoca entre os vetores x,, e os simbolos transmitidos, esses podem
ser recuperados processando-se as saidas dos correlatores! e o sinal de informacao original

regenerado.

3.4 Configuracoes de receptores

O receptor deve ser capaz de reconhecer os simbolos enviados pelo canal, o que possibilita
recuperar a informagcao transmitida. Por simplicidade, apenas a recuperacao de um tnico

simbolo isolado é considerada deixando-se de lado a interferéncia intersimbélica (LATHI, 1998).

!Seguindo a literatura da drea de comunicagoes na descricio de receptores, e.g. (LATHI, 1998; KENNEDY;
ROVATTI; SETTI, 2000), usa-se o termo correlagdo para a operacao constituida pelo produto de dois sinais
num dado intervalo seguida pela somatoria das amostras do sinal resultante. Quando os dois sinais envolvidos
sao idénticos, a operacao também é chamada de autocorrela¢do quando sao diferentes é chamada de correlacdo
cruzada.
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Considerando-se canal AWGN e que os possiveis simbolos transmitidos sao eqiiiprovaveis,
deve ser utilizado o método de detec¢ao por maxima verossimilhanca (ML-Mazimum Likeli-
hood) para se obter um receptor 6timo, ou seja, aquele que minimiza a SER para uma dada
Ey/No (LATHI, 1998).

O método ML pode ser implementado através do receptor de correlagao ou por filtro casado
(HAYKIN, 2000). Nesse tltimo caso, as seqiiéncias de base sdo armazenadas localmente como a
resposta impulsiva desses filtros. No caso de comunicagao utilizando sinais caéticos, a seqiiéncia
transmitida muda a cada simbolo e a utilizacao de filtros casados nao é possivel. Assim, apenas
a recepgao por correlagao é discutida aqui.

A Eq. (3.9) mostra como as componentes z,,; podem ser obtidas a partir do sinal transmitido
por meio de correlatores, se as N, seqiiéncias da base s;(n) sdo ortonormais e conhecidas no
receptor. Note que, pensando num fluxo continuo de simbolos, além das fungoes de base, o
comprimento das seqiiéncias N e a amostra em que x,,(n) comegou a ser transmitida também
devem ser conhecidos. Esses ultimos dados sao conhecidos como informagoes de temporizagao.
A idéia sugerida pela Eq. (3.9) é utilizada para projetar o receptor de correlacao para N, = 2

mostrado na Figura 3.6.

Correlatores Componentes
P it 1 observadz Vetor Xy,
h 1 vade X
Sinal bid ! o1 estimado
inal recebido = I

= D I BT, L

1 t 2 d

! n=0 I n=N-1

1 ! A~
Kul0) =, () +r(n): () : Grcuito |

1 ! m

T : de  —

: ! decisdo

! N-1 \ z

1 .

\ Z ! N m2

! n=0 I n=N-1

1 1
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Figura 3.6: Diagrama de blocos de um receptor de correlagao com N, = 2.

Os componentes x,,; podem ser estimados por correlagao, mas devido ao ruido, os valores
obtidos possivelmente nao coincidem com os valores nominais.

As saidas dos correlatores, chamadas aqui de componentes observadas formam um vetor de
observacao z,,. Elas sao as entradas de um circuito decisor. Esse circuito aplica o método de

deteccao ML, ou seja, ele escolhe dentre os possiveis vetores x,, qual esta a menor distancia eu-
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clidiana do vetor de observagao z,,. O vetor estimado X,,, corresponde a um simbolo estimado
que determina a informacao recuperada.

E importante ressaltar que, num receptor de correlacao, todas as seqiiéncias de base e
as informagoes de temporizagao sao necessarias. Elas podem ser estimadas a partir do sinal
ruidoso recebido. As seqiiéncias de base estimadas sdo representadas por §1(n) e s»(n) na
Figura 3.6.

Receptores nos quais sdo obtidas cépias das fungoes de base, ou seja, $;(n) ~ s;(n), sao
chamados de receptores coerentes (LATHI, 1998). Caso as seqiiéncias de base s;(n) ndo possam
ser recuperadas, sao usados receptores nao-coerentes. Nesse caso sao usadas uma ou mais
caracteristicas robustas dos sinais x,,(n), m = 1, 2, ..., M para diferencid-los. A demodulagao
¢é obtida estimando-se uma ou mais caracteristicas selecionadas do sinal recebido. Em aplicacoes
em que a relagao sinal-ruido no canal é muito baixa, pode ser muito dificil recuperar com
precisao as fungoes de base a partir do sinal recebido. Nesses casos, a solucao classica é utilizar
recepcao nao-coerente.

Uma vantagem atribuida aos receptores coerentes em relacao aos nao-coerentes para uma
dada modulagao é o seu melhor desempenho em canal AWGN (LATHI, 1998). Os desempenhos
da modulacao ASK com recepgao coerente e nao-coerente sao mostrados na Figura 3.3 da
pagina 68. Em contrapartida, as técnicas nao-coerentes oferecem duas vantagens sobre a

recepcao coerente:

e quando a relagao sinal-ruido no canal é baixa, os sinais de base s;(n) sao dificilmente
recuperados a partir do sinal que chega ao receptor porque os sinais z, (n) sdo muito

diferentes dos sinais x,,(n). Nesse caso, a recep¢ao nao-coerente é a adotada;

e 0s receptores nao-coerentes podem, em principio, ser implementados com circuitos sim-

ples, ja que nao ha necessidade de se recuperar os sinais da base.

3.5 Exemplo: o PSK binario

O diagrama de blocos do equivalente em banda base de tempo discreto de um sistema PSK

binério é mostrado na Figura 3.7.
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(@)
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Circuito de X
decisao
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Recuperacéao de
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Figura 3.7: Diagrama de blocos de um sistema PSK bindrio com detecgao coerente: (a) trans-
missor; (b) receptor.

No caso bindrio, os sinais transmitidos, x1(n) e xo(n), sdo

x1(n) = \/% e xa(n) = — % (3.10)

com(0<n<N-—1.

E utilizada apenas uma funcao de base com energia unitaria

1
sl(n)—\/—ﬁ, 0<n<N-1, (3.11)

sendo x11 = +VEp € 91 = —V E.
O sinal recebido z/,(n) é o sinal transmitido z,,(n) com m = 1 ou m = 2 adicionado a
ruido branco gaussiano, ou seja, z,(n) = z,,(n) + r(n). No receptor PSK bindrio ocorrem as

seguintes operacoes:
e recuperacao de portadora - a partir de x/ (n), estima-se a fungao de base s;(n);

e recuperacao de temporizacdo - extrai-se da seqiiéncia de simbolos as informagoes de tem-
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porizagao necessarias para que a correlacao seja realizada sobre os pontos corretos, ou
seja, 0 <n < N. Além disso, o valor de N recuperado é necessario para definir o instante

de obtencao da componente observada z,;;

e obtencao de z,; - a componente observada é o resultado da correlagao entre x/ (n) e a

portadora recuperada $;(n);

e estimacao de x,,1 - 0 coeficiente Z,,,; é obtido pela analise do sinal de z,,;, como justificado

a seguir.

Neste sistema, a componente observada é dada por

o = 3 2 ()51 (0) = 3 () + () Sa(n) = 3 (£VEpsi(n) + 7(n) ) 51(n)
= +\E, Z_sl(n)ﬁl(n)—i— - r(n)3;(n) (3.12)

Se a func@o de base é recuperada ou conhecida exatamente no receptor, entao §,(n) = s1(n) e

N-1 N-1 N—1
1
Zn = 2VE, Y sin) 4+ Y r(n)si(n) = £V/E, + i r(n). (3.13)
Na auséncia de ruido,
Zm1 = £/ Ep. (3.14)

O comportamento da componente observada z,,; pode ser analisado por meio de histogra-
mas, como os mostrados na Figura 3.8. Foi simulada a transmissao de 10000 simbolos com
Ey, =1 e os valores admitidos por z,,; foram divididos em intervalos de comprimento 0,05. No
histograma (a) estao apresentados os valores da componente observada no caso de canal ideal
e o histograma (b) no caso de canal AWGN com E;,/Ny = 15dB. Pode se ver que as amostras
ficam concentradas em torno de —+v/Ej, e +v/E,.

Quando a segunda parcela na Eq. (3.13) é ndo-nula devido ao AWGN; z,,; torna-se uma
varidvel aleatéria com média ++/F), e variancia igual & poténcia média do rufdo r(n). Para

minimizar a probabilidade de erro, isto é, para se obter um receptor étimo, utiliza-se a deteccao
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por maxima verossimilhanca. Nesse caso, a regra de decisao consiste em escolher Z,,; = x1; se
a saida do correlator for positiva no instante de decisao e ,,1 = 91 caso contrario. O circuito

de decisao é simplesmente um comparador com nivel zp = 0.

Eb/No =0 Eb/N0 = 15dB
g T g 15 T
g 10] ' & !
o | o] I
% 8t : % |
(] : O 1t I
o | o |
o 6 | o |
= : = :
T ' S '
o 4 | D 05 |
o ' o) '
o 2} I o |
I | e |
S S
Z 0 ' Z 0 '
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
yA y4
ml ml

Figura 3.8: Histograma da componente observada z,; com E, = 1 (a) na auséncia de ruido
no canal e (b) com ruido no canal com Ej/Ny = 15dB. Os histogramas foram calculados em
Ng = 40 subintervalos tendo sido transmitidos 10000 simbolos. Em tracejado é indicado o
nivel de decisao.

Note que a taxa de erro é zero no caso sem ruido. Essa é uma propriedade importante de
um esquema de modulacao convencional baseado em portadoras senoidais e que nao é sempre

verdade para modulagoes caodticas.

3.6 Conclusoes

Para facilitar a exposigao sistematica dos sistemas de modulagoes digitais cadticos e a sua
comparagao com os sistemas convencionais, este capitulo expos a base tedrica comum utilizada
nesses sistemas. A modulacao digital consiste em mapear a informacao a ser transmitida em
variacoes de formas de onda, que no caso convencional sao geralmente senoidais.
Introduziu-se o conceito de funcoes ou seqiiéncias de base e o sistema equivalente passa-
baixas de tempo discreto, o qual facilita as analises e simulagoes computacionais. Essas ferra-
mentas possibilitam adotar uma notacao unificada para todas as modulagoes digitais, baseadas

ou nao em portadoras senoidais, o que permite analisd-las com a mesma abordagem.



Capitulo 4

Modulacao digital usando portadoras

caoticas

Este capitulo descreve e analisa alguns sistemas de modulacao digital propostos recentemente
que utilizam funcgoes de base cadticas e nao as peridédicas. Além disso, busca-se comparar
seus desempenhos em termos de taxas de erro de simbolo (SER - Symbol Error Rate) quando
submetidos a um canal AWGN.

O estudo concentra-se nas modulagoes chaveamento cadtico (CSK - Chaos Shift Keying),
chaveamento cadtico diferencial (DCSK - Differential Chaos Shift Keying) e algumas de suas
variantes, em particular o chaveamento caético diferencial com modulagao em freqiiéncia (FM-
DCSK - Frequency Modulated DCSK).

No CSK, a informacao é transmitida pelos coeficientes da combinacao das seqiiéncias de
base usadas para gerar cada simbolo. No DCSK a informacao também pode ser recuperada
pela correlacao entre partes das seqiiéncias transmitidas.

Mesmo existindo alternativas, como a codificacao da informacao através do controle da
dindmica simbdlica de um atrator (HAYES; GREBOGI; OTT, 1993; HAYES et al., 1994;
Bollt, 2003), o CSK e o DCSK sao os que tém chamado mais atengao dos pesquisadores na
area de telecomunicacoes quando se tem em vista aplicagoes proximas da pratica. Apesar
de muita pesquisa ainda ser necessaria, acredita-se que esses sistemas, principalmente o FM-

DCSK, podem concorrer vantajosamente com os sistemas convencionais em algumas situagoes

78
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especiais (KOLUMBAN et al., 1998; KENNEDY; KOLUMBAN, 2000; LAU; TSE, 2003).

Para facilitar a comparacao entre os sistemas de modulacao convencional e cadtica utiliza-se
a mesma terminologia do capitulo anterior.

Considera-se a transmissao de simbolos isolados, ou seja, desconsidera-se a interferéncia
intersimbdlica.

Nas Secoes 4.1 e 4.2, descrevem-se detalhes da operagao dos esquemas de modulagao CSK
e DCSK, supondo canal ideal. Sao utilizados seus equivalentes passa-baixas em tempo discreto
para facilitar a notacao e a comparacao com os sistemas convencionais. Essa notagao é mais
adequada ao se tratar de sinais cadticos gerados por mapas, que sao sistemas de tempo discreto
por definicao. Tal notagao é uma distin¢ao desta tese em relacao a literatura do assunto.

Em seguida, sao analisados nas Secoes 4.3 e 4.4 o problema da variabilidade da energia
por simbolo em sistemas de modulagao cadtica e o FM-DCSK, que em principio resolve este
problema.

Na Secao 4.5 é analisado qualitativamente o desempenho das modulagoes cadticas em canal
AWGN . Em seguida, na Secao 4.6 sao apresentados resultados de simulacées computacionais
dos sistemas nao-coerentes e diferenciais tratados. Por fim, a Secao 4.7 apresenta as conclusoes

do capitulo.

4.1 O chaveamento caético (CSK)

O CSK ¢é uma modulagao digital em que o simbolo a ser transmitido é codificado com os
coeficientes de uma combinacao linear de sinais cadticos gerados por diferentes atratores. Os
atratores resultam de um mesmo sistema dindmico para diferentes valores de um parametro
de bifurcagao (DEVANEY, 2003) ou de sistemas dinamicos diferentes. Nessa secao, descreve-
se o CSK supondo auséncia de ruido no canal e recuperagao perfeita das fungoes de base no
receptor, quando necessaria.

Usando a notacgao definida no Capitulo 3, o equivalente em banda base do sinal transmitido
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associado ao m-ésimo simbolo é
Ny
Tm(n) = misi(n), n=0,1,... . N—1, m=1,2,..., M, (4.1)
i=1

em que as seqiiéncias de base s;(n) sao trechos de sinais cadticos gerados por N, atratores
distintos. Como conseqiiéncia da nao-periodicidade, as seqiiéncias s;(n) e, portanto, x,,(n) sao
diferentes a cada simbolo transmitido. Os sinais x,,(n) podem ser produzidos como mostrado

na Figura 4.1 para o caso N, = 2.

s(n)
—»
o X ()
5,(n)
X2

Figura 4.1: Geragao de x,,(n) a partir das seqiiéncias de base cadticas, caso N, = 2.

Impoe-se que as seqiiéncias de base cadticas sejam ortonormais em média, ou seja,

1, sei =7 o
si(n)s;j(n)| = , 1<id, 5 <N, (4.2)

0, sei#j

em que F[.| denota esperanca matematica. A Eq. (4.2) identifica a importante caracteristica
dos esquemas de modulacao digital cadticos: a ortonormalidade das funcoes de base pode ser
definida apenas em termos de valores esperados. Como conseqiiéncia, a correlagao cruzada e a
autocorrelacao das seqiiéncias de base sao variaveis aleatorias.

Os coeficientes x,,; podem ser recuperados a partir do sinal transmitido por correlagao com
copias das seqiiéncias de base §;(n) geradas localmente como mostrado na Figura 4.2 para o
caso N, = 2.

Supondo $§;(n) & s;(n), o valor esperado da componente observada z,,; na saida do i-ésimo
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correlator quando a seqiiéncia x,,(n) é transmitida é dado por

Elzmi]l =FE Z_: Tm(n)s;(n)| = F - (Z :)sm,-sj(n)> sz(n)]
=2,uE Z_ sl(n)si(n)] = Ty (4.3)

S

5(n)

X,(n)

N -1 Zim2
>

5,(n)

Figura 4.2: Obtencao do vetor de observacgao z,, por correlacao a partir do sinal transmitido,
caso N, = 2.

Assim, no caso de um canal ideal, o valor esperado do vetor de observagoes é x,,.
Caso os coeficientes x,,; gerem sinais com energias diferentes para cada m, a demodulagao
também pode ser feita estimando-se a energia do sinal recebido no receptor. Nesta demod-

ulacao, nao-coerente, sao desnecessarias copias das funcoes de base.

4.1.1 Modulacao CSK com um mapa

No caso mais simples, apenas um atrator cadtico é utilizado:

Tm(n) = xmsi(n), m=1,2,....M; n=0,1,...,N—1, (4.4)

sendo s;(n) formado por N pontos de uma drbita desse atrator.
Um diagrama de blocos de um modulador CSK com N, =1 é mostrado na Figura 4.3.

No caso binario (M = 2), trés possiveis escolhas para os valores de z,,; sdo usuais:
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Figura 4.3: Modulador CSK com uma fungao de base.

e CSK unipolar. No CSK unipolar (KENNEDY; ROVATTI; SETTI, 2000), os simbolos
representados por x1(n) e xa(n) sdo distinguiveis pela energia média transmitida para
cada simbolo, Ey e Eyp = kEy, respectivamente, em que 0 < k£ < 1. Admitindo
simbolos eqiiiprovaveis e sendo Ej a energia média por simbolo, entao z1(n) = x1151(n)

e ro(n) = x9151(n) com

_ , 4.
1+ o 1+k (4.5)

x11 =

e Chaveamento liga-desliga caético (COOK - Chaotic On-Off Keying). Caso par-
ticular do CSK unipolar para & = 0. No COOK zi(n) = v/2Eps1(n) e x2(n) = 0
(KOLUMBAN; KENNEDY; CHUA, 1998). Equivalentemente,

11 =V 2Eb € T91 — 0. (46)

e CSK bipolar. No CSK bipolar (KENNEDY; ROVATTI; SETTL, 2000) 21 (n) = z1,51(n)

e ro(n) = x9151(n) em que

T11 = \/Eb € Top = — Eb. (47)

Para exemplificar a modulagao CSK utilizando uma seqiiéncia de base, considere o mapa

tenda definido pela Eq. (2.9), repetida aqui por conveniéncia

s(n+1) = fr(s(n)) =1 —2|s(n)], n >0, s[0] € [1,1]. (4.8)

Mostrou-se no final da Se¢ao 2.6, pagina 62, que, para o mapa tenda, que pertence a familia
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dos mapas tenda inclinada, a fungao densidade invariante p,(s) que mede a probabilidade de

um dado ponto de sua érbita estar numa vizinhanca de s é uniforme:

, —1<s<1
0, caso contrario

N[

Assim, o valor esperado da poténcia instantanea de um ponto dessa érbita é

E[s*(n)] = /_1 széds = % (4.10)

Portanto, para que um sinal constituido por N pontos dessa Orbita tenha energia média
unitaria, deve-se multiplicar o sinal s(n) em cada ponto por \/m . Assim, para o estudo dos
sistemas CSK com uma seqiiéncia de base si(n), esta pode ser obtida utilizando-se N pontos
gerados através do mapa tenda fr(.) com condicao inicial distribuida uniformemente em [—1, 1]
e posteriormente multiplicados por /3/N.

A Figura 4.4 mostra os sinais transmitidos x(n) para a seqiiéncia de simbolos
{1,1,0,1,0,0,1,0} utilizando cada um dos tipos de CSK discutidos com N = 50 amostras
por simbolo e E, = 1. Os simbolos “1” e “0” sdo transmitidos utilizando-se z1(n) e x2(n)
respectivamente.

Sinais CSK com um mapa
T T T

(@ 05
g o0 | il
,05 L L L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400
0.5 T T T T T T T
(b)
e A
=0 WWUWW 'WM W’W
_05 L L L L L L L
50 100 150 200 250 300 350 400
© 05
= I
53 0
,05 L L L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400

n

Figura 4.4: Sinais CSK transmitidos para a seqiiéncia {1,1,0,1,0,0,1,0}: (a) CSK unipolar
com k = 0,5; (b) COOK; (c) CSK bipolar. Em cada caso, N = 50 amostras e £, = 1.
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4.1.2 Demodulacao do CSK com um mapa

No receptor CSK que emprega s6 um mapa, pode-se determinar o simbolo transmitido usando

técnicas coerentes ou nao-coerentes.

Receptor coerente

No receptor coerente por correlacao para o CSK com uma funcao de base, mostrado esque-
maticamente na Figura 4.5, o valor esperado da componente observada z,; é x,1 (Equagao
(4.3)), supondo que $;(n) ~ s1(n). Designa-se por zr um nivel de decisdo adequado para cada
esquema de modulacao: se z,,17 > zr, o circuito de decisao estabelece Z,,1 = x11; se zp1 < 27

entao jml = T921.

N -1 Za Circuito K
%u() Z o de
n=0 decisax
s(n)

Figura 4.5: Receptor coerente para o CSK usando uma seqiiéncia de base.

As Figuras 4.6(a)-(c) mostram os vetores de observagao esperados na saida do correlator
para os trés esquemas de modulagao CSK implementados com uma unica fungao de base
utilizando E, = 1. Para um dado FEj fixo, supondo §;(n) ~ s1(n), a melhor discriminagao
é atingida pelo CSK bipolar seguido pelo COOK e pelo CSK unipolar, como se percebe na

referida figura observando-se o afastamento entre os pontos z; e z,

(a) CSK unipolar k =0,5 (b) COOK (c) CSK bipolar
I
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Figura 4.6: Valor esperado dos vetores de observacao dos sistemas CSK com uma fungao de
base e £, = 1. (a) CSK unipolar com k = 0,5; (b) COOK; (c¢) CSK bipolar. A linha tracejada
indica, em cada caso, o nivel de decisao.
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Deve-se ressaltar que no CSK bipolar os dois possiveis sinais transmitidos tém mesma
energia. Assim, essa grandeza nao pode ser usada para diferencid-los no receptor. Como
nos outros dois sistemas as energias médias de x1(n) e x2(n) sdo diferentes, pode-se utilizar
demodulacao nao-coerente baseada na deteccao da energia que é mais simples e apresenta
melhores resultados em condigoes de baixa relacao sinal-ruido, situagao em que as seqiiéncias
de base dificilmente podem ser recuperadas.

Um requisito minimo necessario do circuito do receptor coerente que gera a cépia local
de $1(n) é que consiga fazé-lo quer xq1151(n) quer zo181(n) seja transmitido. Apesar de varias
estratégias propostas sob o nome de sincroniza¢ao cadtica para recuperar a seqiiéncia de base
s1(n) nessas condi¢oes (PECORA; CARROLL, 1990; PARLITZ et al., 1992; MILLERIOUX;
DAAFOUZ, 2001), essa abordagem da sincronizagao caética nao tem sido implementada ad-
equadamente quando ha ruido no canal ou descasamento de parametros entre transmissor e

receptor o que compromete a aplicabilidade desses sistemas em situagoes reais (EISENCRAFT,

2001; EISENCRAFT; GERKEN, 2000).

Receptor nao-coerente

As energias de z1(n) e x9(n) sdo diferentes nos sistemas de modulagao COOK e CSK unipolar,
o que permite a demodula¢ao nao-coerente de forma simples. O demodulador mostrado esque-
maticamente na Figura 4.7 estima a energia do sinal utilizado para transmitir cada simbolo.
Note que o demodulador realiza uma autocorrelagao e nao a correlagao cruzada com a fungao

de base recuperada $;(n).

Xm(n) szl Zm | Circuito X
. —| de decisao

Figura 4.7: Receptor nao-coerente para sinal CSK com uma fungao de base.

O valor esperado da componente de observacao é

N-1 N-1 N-1
Elzgn]=F Z 22 (n)| = E |22, Z s%(n)] =22 sf(n)] =22 . (4.11)
n=0 n=0 n=0
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A Figura 4.8 mostra histogramas de z,,; para o COOK e para o CSK unipolar com k = 0,5.
Em cada caso, foram transmitidos 10000 simbolos com energia média por simbolo Ej, = 1. Para
cada simbolo foram utilizadas N = 200 amostras geradas a partir de fr(.). Nestas condigoes,
pelas Eqgs. (4.5 - 4.6) e (4.11) para o COOK, Elz11] = 2 e E[z1] = 0 e para o CSK unipolar
Elz11]) = 1,333 ¢ E [291] = 0,667.

(a) COOK (b) CSK unipolar
% 12 T T T % 25 T T T
5 | = |
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Zml Zml

Figura 4.8: Histogramas de z,,; para (a) COOK e (b) CSK unipolar com E, = 1 e k = 0.,5:
caso sem ruido.

E importante ressaltar que mesmo em condigoes ideais de canal, as amostras do sinal

2

-1, podendo haver erros na

de observacao nao coincidem mas se concentram em torno de x
demodulagao, pois o que é especificado é apenas a energia média para cada simbolo.
Esse receptor, apesar de nao ser 6timo (LATHI, 1998), dispensa a recuperacao de s;(n),

evitando assim o problema da sincronizacao cadtica independente da modulagao.

4.1.3 Modulagao CSK com dois mapas

Uma forma alternativa de sistema de comunicacao bindario CSK pode ser implementado uti-
lizando dois mapas ou fungoes de base eliminando a necessidade de recuperar as sequiéncias de

base caoticas independentemente da modulacao. Neste caso,

Tm(n) = Tp181(n) + Typase(n), m=1,2,....M; n=0,1,...,N — 1. (4.12)
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Um diagrama de blocos de um modulador CSK desse tipo é mostrado na Figura 4.1 da pagina
80.

Um caso binério (M = 2) de especial importancia é aquele em que as seqiiéncias transmi-
tidas sao

r1(n) = x1181(n) e xo(n) = wosa(n). (4.13)

Neste caso, x; = [V/Ej, O]T e xp = [0, \/E)]T

Esse foi um dos primeiros sistemas de modulagao cadtica digital proposto na literatura, no
inicio da década de 1990 (CUOMO; OPPENHEIM, 1993b; CUOMO; OPPENHEIM; STRO-
GATZ, 1993; DEDIEU; KENNEDY; HASLER, 1993) e foi utilizado na experiéncia de campo
relatada recentemente por Argyris et al. (2005). Porém, estes trabalhos nao utilizam demod-

ulagao por correlagao, que é 6tima (LATHI, 1998).

4.1.4 Demodulacao por correlacao coerente do CSK com dois mapas

A demodulagao coerente é a que melhor explora a utilizacao de duas fungoes de base. Um

receptor de correlagao como o mostrado na Figura 4.9 pode ser usado para estimar as compo-

nentes x,,;.
N -1 Zml
Z 5
n=0
él(n) Circuito de
Xa(n) decisdo R
{ Xm
—
o]z

SN

n=0

Figura 4.9: Receptor coerente para modulagao CSK com duas fungoes de base.
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Neste caso, supondo §1(n) ~ s1(n) e $2(n) ~ so(n),
N-1
Zm1 = Z Tm(n)si(n) = Z (m181(n) + Tmasa(n)) s1(n)
n=0
N-1 N-1
= Tpm1 Z s3 () + Tpno Z s1(n)sa(n) (4.14)
n=0 n=0
e
N-1 N-1
Zm2 Z T (n)$2(n) = (@m151(n) + Tm2s2(n)) s2(n)
n=0 n=0
N-1 N—-1
= Tpn1 Z s1(n)sa(n) + Tma Z s5(n) (4.15)
n=0 n=0

Levando-se em conta a ortonormalidade em média das seqiiéncias de base s1(n) e sa(n), as

componentes z,,; do vetor de sinal podem ser estimadas diretamente, pois

E [Zml] = Tm1 € E [Zm2] = Tm2-

(4.16)

A decisao de qual o simbolo transmitido é simplificada consideravelmente no caso em que

T12 € x91 sao nulos. Neste caso, o valor esperado na saida dos correlatores é

[N—1
E [211] :[L’llE S ] Eb

L n=0
[N—1
E [212] :l’lgE S1 (n)SQ(n)] = 0,
L n=0
quando x1(n) é transmitido e
[N—1
E [2’21] :ZL'QlE Sl(n)Sg(n)] =0
L n=0
[N—1
FE [2’22] :ZL'QQE s%(n)] = \/ Eb,
L n=0

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

quando z3(n) é transmitido. Se z,,; > 2,2 entdo o circuito de decisao faz X, = x; e no caso

contrario adota X,, = X».
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Os valores esperados para os vetores de observacao z,, para este sistema sao mostrados na
Figura 4.10 para E, = 1. Note que a distancia euclidiana entre z, e zy é \/2E, que é menor
do que a do CSK bipolar com uma seqiiéncia de base, 2v/Ey. Isto significa que para obter o
mesmo desempenho perante ruido, o CSK bipolar precisa, em principio, de uma energia por
simbolo menor. Porém, pela utilizacao de dois mapas, a sincronizacao cadtica neste caso é

simplificada.

CSK com 2 mapas

7
Z2 P
1 B TR
/7
,
= ot
N O /
: /7
i
_1 s
7
/7
-1 0 1
ml

Figura 4.10: Valores esperados dos vetores de observacao para demodulagao coerente do CSK
com duas seqiiéncias de base e E, = 1. A linha tracejada indica o limite tedrico de decisao.

Tanto o CSK com duas fungoes de base quanto o FSK coerente convencional (PROAKIS,
1995) tém como distancia entre os vetores de obervagao v/2FE,. Porém, o FSK nao sofre
influéncia da sincronizagao cadtica e da variabilidade da energia por simbolo presente no CSK.

Esses dois fatores podem diminuir o desempenho do CSK comparado ao FSK.

4.2 O chaveamento caético diferencial (DCSK)

O chaveamento cadtico diferencial (DCSK) ¢ uma variante do CSK com dois mapas em que
as seqiiéncias de base consistem de segmentos de formas de onda cadtica repetidos. Como o
DCSK é uma realizacao do CSK com dois mapas, ele pode utilizar a demodulacao coerente,

além de uma técnica diferencial simples.
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4.2.1 Modulacao DCSK

Assim como na forma mais simples do CSK bindrio com dois mapas (Secao 4.1.3), no DCSK,

o0s sinais transmitidos sao:
Tm(n) = xp181(n) + Tpasa(n), m=1,2; n=0,1,...,N —1, (4.21)

em que

x1 = [VEy, 07 e x3=[0, VE). (4.22)

No caso do DCSK, as seqiiéncias de base ortogonais tém a forma

<n<¥ s(n), <n<y
e Sa(n) =

0 0
(4.23)
s(n—%), %§n<N —s(n—%), %§n<N

em que F [s1(n)s1(n)] =1, s(n) é um trecho de sinal cadtico e N é par. A primeira metade da

funcao de base é chamada de trecho de referéncia e a segunda de trecho de informacao, como

mostrado de forma esquematica na Figura 4.11.

s(n)

Trecho de
informacé&o

Trecho de
referéncia

o
N[ Z ——
Z

Figura 4.11: Estrutura dos sinais s;(n) usados no DCSK.

Substituindo as Eqgs.(4.22 - 4.23) na Eq. (4.21), pode-se expressar o sinal DCSK como

Eps(n),
VE,(-1)"s (n—4),

§n<%

Tm(n) = (4.24)

vz <

<n<N

A Figura 4.12 mostra o diagrama de blocos de um modulador DCSK.
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Figura 4.12: Diagrama de blocos de um modulador DCSK.

Um tipico sinal DCSK z(n) correspondente a seqiiéncia de simbolos {1,1,0,1,0,0,1,0}
utilizando o mapa tenda fr(.) como gerador cadtico é mostrada na Figura 4.13. Os simbolos

“1”e “0” sao transmitidos utilizando-se x1(n) e x2(n) respectivamente. O nimero de amostras

por simbolo é N =50 ¢ E, = 1.

100 150 200 250 300 350 400
n

Figura 4.13: Sinal DCSK transmitido para a seqiiéncia {1,1,0,1,0,0,1,0} com N = 50
amostras e Ep = 1.

4.2.2 Demodulagao DCSK

Como no sinal DCSK a informagao é mapeada na correlagao entre os trechos de referéncia e
de informagao, é possivel demodular o sinal com um receptor diferencial (LATHI, 1998), além

do receptor por correlacao coerente.

Receptor coerente

Como ja foi visto, o DCSK é um caso particular do CSK com duas fungoes de base e assim

pode ser demodulado pelo receptor coerente mostrado na Figura 4.9 da pagina 87. Para os
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sinais z1(n) e x2(n), os valores esperados dos vetores de observagao sao

Elz] = [\/E, O}T e Elzo) = [0, \/E,]T (4.25)

respectivamente (Eqs. (4.17 - 4.20)).
O diagrama mostrado na Figura 4.10 para chaveamento cadtico coerente vale para o DCSK
coerente também. Novamente, o desempenho do FSK coerente convencional é um limitante

para este sistema.

Receptor diferencial

A estrutura das fungoes de base do DCSK torna possivel a demodulagao avaliando-se a cor-
relacao entre os trechos de referéncia e de informacao.

O diagrama de blocos de um receptor DCSK diferencial é mostrado na Figura 4.14. O sinal
recebido é atrasado de metade de sua duragdo N/2 e a correlagao entre o sinal recebido e sua
versao atrasada é determinada. A varidvel de observacgao z,,; € obtida amostrando-se a saida

do correlator no instante (N — 1).

N -1 Z. | Circuito X
Xm (n) Z X de XmA'
N n=N-1 .
n=>- decisa

\ 4

Nz

Figura 4.14: Diagrama de blocos de um receptor DCSK diferencial.

Neste caso,

Zml = nN 1%7/2l'm(n)l'm(n - N/2)
- Z n= N/2Eb5m n)sm(n — N/2). (4.26)

Considerando que F [ N ]\1,/25 (n )} = 1/2, obtém-se

Elzu]l = +Ey/2 e Elza] = —Ep/2. (4.27)
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e assim conclui-se que a decisao de qual simbolo foi transmitido pode ser feita por um simples
comparador de nivel com referéncia no zero. Note que a distancia euclidiana entre z; e zy é
Ey.

Os valores esperados do vetor de observacao do receptor diferencial para o DCSK sao

mostrados na Figura 4.15 (E, = 1).

DCSK diferencial

Figura 4.15: Valores esperados para os vetores de observacao para um receptor DCSK difer-
encial.

A Figura 4.16 mostra um grafico da saida do correlator da Figura 4.14 para o sinal trans-
mitido da Figura 4.13 correspondente a seqiiéncia de simbolos {1,1,0,1,0,0,1,0} para E, = 1
e N = 50. A componente observada é o valor que a saida do correlator assume nos instantes
N —1, 2N — 1, e assim sucessivamente. Esses valores sao proximos de +0, 5 nos casos em que
o simbolo transmitido é “1” e —(0, 5 quando o simbolo transmitido é “0”, como esperado pela
Eq. (4.27). O histograma das amostras do sinal de observagao z,; na auséncia de ruido no

canal é mostrado na Figura 4.17. Note que as amostras estao agrupadas em torno de +FEj/2

(§ —Eb/2.

Saida do corrrelator

1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400
n

Figura 4.16: Saida do correlator DCSK diferencial para os simbolos {1,1,0,1,0,0,1,0}. No-
vamente F, = 1, N = 50 e o mapa tenda fr(.) foi utilizado como gerador do sinal cadtico.
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DCSK - demodulacao diferencial

1.5

NuUmero relativo de amostras
H

Figura 4.17: Histograma de z,,; para um receptor DCSK diferencial. Caso sem ruido e E, = 1.

Comparando o CSK e o DCSK coerente com o DCSK com demodulagao diferencial, o
ultimo apresenta as vantagens de independer dos problemas da sincronizacao cadtica e ser
pouco sensivel a distor¢oes do canal ja que esse afeta tanto o trecho de referéncia quanto o de
informagao. Além disso, tem como nivel de decisao zp = 0 independente da poténcia de ruido
no canal, o que nao ocorre no CSK nao-coerente.

Porém, o DCSK deixa muito a desejar quando comparado aos sistemas convencionais de
modulacao digital. Mesmo em situacao ideal, esse sistema pode apresentar erros de recepcao
devido a variabilidade da energia por simbolo que faz com que a componente observada apre-

sente variancia nao-nula. Esse problema é analisado em mais detalhes a seguir.

4.3 O problema da variabilidade da energia por simbolo

Considere um esquema de modulagao convencional utilizando apenas uma funcao de base
periddica, s1(n). Adota-se um nimero de amostras por simbolo N multiplo inteiro do periodo
de s1(n). Desta forma, a energia por simbolo

By = 22 Nots2(n) (4.28)

ml
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é constante para cada simbolo distinto. Em contrapartida, sinais cadticos sao por definicao

aperiddicos. Assim, ao se utilizar uma base cadtica, si(n) é diferente a cada intervalo e

E, = Z N tsi(n) (4.29)

¢ diferente a cada simbolo transmitido.

A Figura 4.18 mostra histogramas de Ey; para sinais s1(n) periddicos e cadticos. No his-
tograma (a) considerou-se trechos do sinal periédico s;(n) = 1 cos (%) tendo-se N = 8 pontos
que é o seu periodo; no (b) trechos de érbitas do mapa tenda normalizado, utilizando-se

N =10 e por fim, no histograma (c) considerou-se trechos de 6rbita do mapa tenda normal-

izado, utilizando-se N = 100 pontos.

(a) Sinal periodico (b) Mapa tenda com N=10  (c) Mapa tenda com N=100

2]
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Figura 4.18: Histograma da energia de s1(n):(a) periédico; (b) érbita do mapa tenda normal-
izado com N = 10 e (c) érbita do mapa tenda normalizado com N = 100. Em cada caso foram
considerados 10000 realizacoes.

No caso periddico, todos os valores de FEg sao iguais a E [Z nNz_Ols%(n)} com variancia

nula. No caso cadtico, os valores de E; estao concentrados em torno de £ [Z nNz_Olsf(n)} com
variancia nao-nula.

Na Figura 4.19 mostra-se a evolucao da média e do desvio-padrao de Ej; em termos do
numero de pontos da seqiiéncia para o mapa tenda normalizado. Para o calculo tomou-se 10000

seqiiéncias para cada N. Pode-se ver nesta figura que mesmo quando N é grande o desvio-

padrao ainda se apresenta de forma importante e nao decai abaixo de certo nivel. Ou seja, a
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partir de aproximadamente N = 50, aumentar o nimero de pontos utilizados na transmissao

de um simbolo nao reduz o problema de imprecisao da estimagao da energia.

Mapa fT(.) normalizado

1 -
0.8 .
.g ——E_, media
@ 0.6 . |
i Desvio—padréo
0.4 .
0.2 |
O | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 4.19: Média e desvio-padrao da estimacao de Ey; em funcao de N para o mapa tenda
normalizado.

O fato da energia por simbolo nao ser constante é uma das principais desvantagens dos
sistemas de comunicacao utilizando sinais cadticos discutidos até aqui quando comparados
aos sistemas convencionais. Pelas Figuras 4.8 e 4.17 vé-se que para estes sistemas podem
ocorrer erros na recep¢ao mesmo em condicoes ideais de canal, o que é indesejavel na pratica.
Aumentar o numero de pontos utilizados /N nao resolve a desvantagem ja que o desvio-padrao
na estimacao de E; tem queda lenta. Além disso o aumento do niimero de pontos transmitidos
por simbolo limita a taxa de transmissao maxima.

Uma solucao alternativa é modificar o esquema de modulacao de forma que a energia
transmitida a cada sfmbolo seja mantida constante. O FM-DCSK (KOLUMBAN et al., 1998),

discutido em detalhes a seguir é um exemplo dessa tultima abordagem.

4.4 O FM-DCSK

O transmissor FM-DCSK gera um sinal DCSK com energia por simbolo constante. A idéia é
aproveitar o fato de que a poténcia de um sinal modulado em freqiiéncia independe do sinal,
desde que este varie lentamente em relagao a portadora (LATHI, 1998). Desta forma, insere-se
o sinal cadtico na entrada de um modulador em freqiiéncia. Se a saida desse modulador for

utilizada na implementagao do DCSK, entao a saida do correlator no receptor tera variancia
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nula no caso sem ruido e o problema de imprecisao da estimacao da energia estd solucionado.

A operacao do modulador FM-DCSK é analoga a do DCSK, sendo que a unica diferenca
é que as fungoes de base sao construidas com um sinal cadtico modulado em freqiiéncia. A
Figura 4.20 ilustra o principio do FM-DCSK em tempo continuo, considerando 7' a duracao

de um simbolo.

Gerador dd  s(t) Modulador
sinais > em
caotico: freqiiéncia

Y

Atraso de

Figura 4.20: Diagrama de blocos de um modulador FM-DCSK em tempo continuo.

Para efeitos de simulagao e andlise, ¢ importante obter o modelo equivalente em tempo
discreto do sistema FM-DCSK. Para isso, considera-se o trecho de referéncia do sinal FM-

DCSK que ¢é descrito por
T
Ty (t) = Acos 2 (fo — Kys(t))t], 0 <t < 2 (4.30)

sendo 7" a duracao de um simbolo, fy a freqiiéncia da portadora, A e Ky constantes (LATHI,
1998). A constante K; que define a intensidade da modulacdo é considerada unitdria no

desenvolvimento seguinte. Desta forma, pode-se reescrever a Eq. (4.30) como

xm(t) = Alcos(2ms(t)t) cos(2m fot) + sin(2ms(t)t) sin(27 fot)] ,0 < t < (4.31)

vo] =3

Portanto, de acordo com a Eq. (3.3) da pédgina 70, o equivalente passa-baixas desse trecho de
T (t) é

T, (t) = Alcos(2ms(t)t) + jsin(2ms(t)t)]. (4.32)

Amostrando esse sinal com um periodo de amostragem conveniente 7, (Eq. (3.5) pagina 70) e
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denotando x,,(n) = @, (nT,), obtém-se o equivalente passa-baixas de tempo discreto
T (n) = Alcos(2ms(n)n) + jsin(2rs(n)n)] = Ae?>™M 0 <n < N/2. (4.33)

Repare que |z,,(n)| = A para qualquer n. Assim, para que um simbolo seja representado

£,

com um sinal com energia £} adota-se A = 4/ 3

e

By o
T (n) =4/ Nbeﬂ’ms("), 0<n<N/2. (4.34)

O trecho de informacao estende-se de N/2 < n < N e repete o trecho de referéncia para
m = 1 ou é igual ao oposto do trecho de referéncia para m = 2.

Usando a notacao utilizada até aqui, para representar o FM-DCSK, tem-se
Tm(n) = Tm1$1(n) + Tmasa(n) (4.35)

em que

x1 = [VE, 0" e xo =10, VE)|, (4.36)

sendo as fungoes de base

1 j2mns(n) O<n<X
e , <n <3
sin)= { VN v e (4.37)
\/—%63 ”("_7)3("_7), % <n<N
LNej%rns(n)’ 0<n< %
82(72,) = . jgw(n_ﬂ)s(n_ﬁ) N (438)
—\/—Ne 2 2/, > S n<N

em que s(n) é um sinal cadtico e N é considerado par.

Substituindo as Eqs. (4.36 - 4.38) na Eq. (4.35), pode-se expressar o sinal FM-DCSK como

ﬂej%rns(n)
\/ v )

0
) ) 4.39
( ) \/%(_Dm-i-leﬂﬂ("_%)s("_%), % <n<N ( )
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Um diagrama de blocos de um modulador equivalente passa-baixas do FM-DCSK é mostrado

1
. Osn<E
o) e i
- &) 0 I"?
s(n) Xn(N)

na Figura 4.21.

Magnitude-
angulo para
complexo

Figura 4.21: Diagrama de blocos de um modulador FM-DCSK em tempo discreto.

A Figura 4.22 mostra a parte real e a parte imaginédria do equivalente passa-baixas x(n) do
sinal transmitido para a seqiiéncia de simbolos {1, 1,0, 1,0, 0, 1,0} utilizando N = 50 amostras
por simbolo e E, = 1. Novamente os simbolos “1” ¢ “0” sao transmitidos utilizando z1(n) e
x2(n) respectivamente.

Sinal FM-DCSK
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n

Figura 4.22: Parte real e parte imagindria do sinal FM-DCSK transmitido para a seqiiéncia
{1,1,0,1,0,0,1,0} com N = 50 amostras e £, = 1.

Note que a tunica diferenca entre os esquemas de modulagao FM-DCSK e DCSK é que os
sinais cadticos modulados em FM sao usados como fungoes de base ao invés dos préprios sinais
caoticos. Com isto, a energia das func¢oes de base torna-se constante, como ocorre nos esquemas
de modulagao convencionais. Conseqiientemente, o problema de imprecisao na estimagao da

energia nao aparece.
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A mesma idéia pode ser aplicada nos sistemas de modulacao CSK utilizando apenas uma
funcao de base. Porém o problema do nivel de decisao dependente do ruido permanece.

Um receptor FM-DCSK simples pode ser construido usando o demodulador diferencial
mostrado na Figura 4.14 da pagina 92. Note que no FM-DCSK a correlagao entre os trechos de
informacao e de referéncia do sinal modulado em freqiiéncia carrega a informagao; sendo assim,
nao hé necessidade de demodulagao em freqiiéncia no receptor. A entrada do demodulador
DCSK diferencial é o sinal FM-DCSK neste caso.

O uso de um sinal cadtico modulado em freqiiéncia como funcao de base tem um efeito
interessante na implementacao do sistema. Sinais gerados por mapas cadticos sao quase exclu-
sivamente sinais passa-baixas. No entanto, para a comunicacao via radio sé podem ser usados
sinais passa-banda na faixa de radiofreqiiéncia (RF). Por isso é necessario um modulador de
RF convencional extra para gerar o sinal passa-bandas em RF para transmissao.

No entanto, se um sinal cadtico modulado em freqiiéncia for usado como portadora, como
no caso do FM-DCSK, a saida do modulador cadtico ja é um sinal passa-banda em RF e
modulador e demodulador de RF extras tornam-se desnecessarios (KENNEDY; ROVATTI,
SETTI, 2000).

4.5 Comparacao qualitativa do desempenho em canal

AWGN

Nas segoes anteriores mostrou-se que transmissoes usando sinais cadticos podem ser demodu-

ladas usando correlacao de uma das seguintes formas:

e recepcao por correlacdao coerente, em que as fungoes de base sao recuperadas por sin-

cronizacao,

e recepcao por correlagdo nao-coerente, em que a informacao é extraida do sinal recebido

a partir de autocorrelagoes,

e recepcao diferencial em que a informagao é extraida através da correlagao entre os trechos

de informacao e de referéncia do sinal recebido.
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A diferenca entre estes esquemas reside no sinal utilizado para correlacionar com o sinal
que chega ao receptor. Desta forma, as trés configuracoes de receptores podem ser analisadas

por meio de um diagrama de blocos comum conforme Figura 4.23.

Sinal recebido Componente
observad
x'.(n)=x,(n)+r(n) N-1 Zn Circuito X

Z > de ————

” N decisdo
a(n) N=00uUNg. ouE

Sinal de
referéncia

Figura 4.23: Diagrama de blocos genérico de um demodulador por correlagao utilizando sinais
caodticos com Ny = 1.

Comparando os receptores coerentes desenvolvidos para uma ou duas funcoes de base (Fig-
uras 4.5 e 4.9 respectivamente), conclui-se que o diagrama de blocos geral da Figura 4.23 é
valido para os dois casos. A unica diferenca é que, no caso de duas fungoes de base, dois
correlatores devem ser usados.

Por simplicidade, no que segue, consideram-se apenas sistemas de transmissao binaria uti-
lizando uma tunica seqiiéncia de base s;(n). Portanto os sinais transmitidos sao x,,(n) =
Tm1$1(n), m = 1,2. Denota-se por §;(n) o sinal de referéncia e por z/, (n) o sinal ruidoso que
chega ao receptor:

z.(n) = z,u(n) + r(n) = zp1s1(n) + r(n). (4.40)

2

re

sendo r(n) um processo ruido branco gaussiano com média nula e poténcia o,

A decisao no receptor baseia-se na componente observada z,;.

4.5.1 Receptor por correlacao nao-coerente

Em um receptor de correlacao nao-coerente, o sinal de referéncia §;(n) é igual ao sinal que

chega ao receptor z,(n) = x,,(n) + r(n) e a componente observada pode ser expressa como

Zn1 = Z_ (@m(n) +7(n))* = . xg(n)+2z_xm(n)r(n> Ly 2(n). (4.41)

No caso sem ruido, r(n) = 0 e o valor esperado da componente observada é igual a energia
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média do simbolo transmitido, isto é,

sl(n)2] =22 . (4.42)

A presenga de ruido no canal faz com que a média da varidvel z,,; seja diferente de z2 ;.
O valor esperado de z,,; depende do sinal caético e da poténcia do ruido como expresso pela
primeira e terceira parcela do segundo membro da Eq. (4.41), respectivamente. Neste caso 2z,
¢ um estimador com viés da energia de x,,(n) e o limiar do comparador usado como circuito
de decisao depende explicitamente do nivel de ruido.

Como exemplo, considerem-se os sistemas CSK unipolar com k£ = 0,5 e COOK com uma
relagao sinal-ruido (SNR - Signal-to-Noise Ratio) igual a 10dB no canal, sendo Fj, = 1. Neste
caso, a energia de r(n) é No? = 0,1 e os valores esperados para z,,; podem ser obtidos usando

as Eqs. (4.5), (4.6) e (4.41).Assim,

1+k 1+k

COOK : FElz] =2E, + No? =2.1; Elz] =0+ No? =0,1. (4.44)

CSKunipolar :  E [z1] =

+No? =1,433;  E[z] = + No? =0,767.  (4.43)

As Figuras 4.24(c) e (d) mostram histogramas dos valores observados de z,, neste caso para
10000 stimbolos transmitidos utilizando-se como gerador cadtico o mapa tenda. Esses podem
ser comparados aos histogramas das Figuras 4.24(a) e (b) que representam os casos sem ruido.

Entre as modulacoes usando recepcao nao-coerente, a maior distancia entre os valores
esperados de z,,; com um valor de E, fixo é atingida pelo COOK. Neste caso, a distancia
entre z11 € 291 € 2.

O maior problema da recepcao nao-coerente é que o nivel de decisao depende da poténcia
do ruido, o que dificulta a implementacao do circuito de decisao. A forma de produzir um

estimador nao-enviesado com maior distancia entre as componentes observadas é o uso do

CSK coerente e o DCSK.
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Figura 4.24: Histogramas da componente observada: (a) COOK e (b) CSK unipolar (k = 0,5)

na auséncia de ruido; (¢) COOK e (d) CSK unipolar (k = 0,5) com SNR = 10dB. Em cada
caso, E, =1 e 10000 simbolos foram transmitidos.

4.5.2 Receptor por correlacao coerente e a sincronizacao cadtica

Seja $1(n) a fungao de base cadtica recuperada em que §;(n) =~ s;(n) para n > Ngi.. Neste
caso, na Figura 4.23, o sinal de referéncia é o sinal recuperado.

Uma desvantagem do receptor CSK coerente é que a sincronizacao é perdida e recuperada
toda vez que o simbolo transmitido muda (DEDIEU; KENNEDY; HASLER, 1993). Portanto,
Ngine das amostras que compoem cada simbolo s@o necessarias a sincronizagao . Assim, o
tempo de sincronizacao limita superiormente a taxa de simbolos e, portanto, a taxa de dados.

Como o transitorio de sincronizacao nao pode ser utilizado para transmitir informacao,
a componente observada é obtida por correlacao somente no intervalo Ngjp. < n < N — 1.

Sejam x,,(n), m = 1,2, os sinais transmitidos para a modula¢do CSK bindria com uma unica



4.5 Comparacao qualitativa do desempenho em canal AWGN 104

seqiiéncia de base s1(n). Entao, a componente observada é dada por:

N-1 N-1

= Y o) Fr@)]Ein) = Y [rmsi(n) +r(n)]8i(n) =

n=Nginc n=Nginc
N-1 N-1

= Tpn1 Z s1(n)s1(n) + Z r(n)sy(n). (4.45)

n=Nginc n=Nginc

Cabe observar que z,1 ¢ uma varidvel aleatoria cuja esperanca depende da energia por
simbolo do sinal transmitido e da qualidade da sincronizagao.

Supondo que r(n) e §1(n) sejam nao-correlacionados, o valor médio de z,,; independe do
ruido; assim, o receptor é um estimador nao-enviesado de x,,1; em particular, o nivel de decisao
no comparador nao depende do ruido no canal.

Como no caso de receptores coerentes convencionais que utilizam funcoes de base periédi-
cas, o desempenho perante AWGN de um receptor coerente usando funcgoes de base cadticas
é teoricamente 6timo (LATHI, 1998). No entanto, a taxa de erro de simbolo (SER) também
depende da qualidade da sincronizacgao, ou seja, da proximidade entre o sinal de referéncia
$1(n) e a funcao de base cadtica original s;(n). Qualquer erro de sincronizagao, especialmente
a perda de sincronizagao, resulta em uma grande degradagao do desempenho (EISENCRAFT,
2001).

As técnicas de sincronizacao cadtica até hoje publicadas sao muito sensiveis a ruido. Em
particular, as funcoes de base s;(n) ndo podem ser recuperadas exatamente quando x (n) #
zm(n) (EISENCRAFT; GERKEN, 2000; EISENCRAFT, 2001; WILLIAMS, 2001). Desta
forma, os receptores baseados em sincronizacao cadtica nao sao adequados para ambientes de
propagacao com baixa SNR.

O numero de amostras Ng;,. necessario a sincronizacgao é outro fator que degrada o desem-
penho desses sistemas perante ruido. Como a informagao nao pode ser transmitida durante o
transitorio de sincronizacgao, a energia correspondente a esse trecho de sinal é perdida o que
implica degradacao na SER.

Assim, embora um receptor de correlagao CSK coerente seja superior a um receptor nao-

coerente no sentido de que o primeiro prove um estimador nao-enviesado, seu desempenho
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depende criticamente da habilidade de regenerar as funcoes de base no receptor. As técnicas
de sincronizacao cadtica existentes sao insuficientemente robustas para um sistema de comu-
nicac¢ao pratico (EISENCRAFT; GERKEN, 2000). Em contrapartida, a recepgao diferencial
do DCSK e do FM-DCSK prove um estimador nao-enviesado que permite o uso de um simples
comparador com nivel de decisao em zero e dispensa sincronizacao cadtica.

Diante dessas dificuldades, o restante deste trabalho concentra-se em modulagdes nao-
coerentes e diferenciais, conforme atual tendéncia da literatura (KENNEDY; ROVATTI; SETTI,
2000; LAU; TSE, 2003).

4.5.3 Receptor diferencial

Em um receptor DCSK ou FM-DCSK diferencial, o sinal de referéncia $(n) é uma versao
atrasada do sinal ruidoso que chega ao receptor. Note que amostras diferentes de ruido cor-

rompem as entradas do correlator. A componente observada é dada por

- NZ_I (2 () + ()] {xm (n - g) +r (n - g)] (4.46)

Substituindo-se a Eq. (4.24) na Eq. (4.46) obtém-se a componente observada no caso DCSK

Zm1 =(=1)"ME, NZ_I s*(n) + Ey NZ_I r(n)s (n - g) ()™ E N:Z_: s(n)r (n B g)

+ Ni r(n)r (n - g) (4.47)

pois foi usado o fato de que s(n) = s (n — &) para N/2 <n < N.

Para o DCSK o valor médio da primeira parcela é E,/2 ou —FE}/2. No caso equivalente
do FM-DCSK, o valor ¢ constante e igual a E}/2 ou —FE}/2. Os outros trés termos contendo
a seqiiéncia AWGN tem média nula. Isso mostra que z,,; é um estimador nao-enviesado de
+F},/2 neste caso. O nivel de decisdo é o zero e independe do nivel de ruido no canal.

No caso da modulagao DCSK, a variancia de z,,; é determinada pela variagao da energia
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por simbolo do sinal caético e pelo ruido no canal. Por isso, a incerteza de estimagao da energia
também influencia o desempenho do DCSK.

Para o FM-DCSK, a primeira parcela da Eq. (4.47) é igual a +FE,/2 e a incerteza de
estimacao da energia nao aparece, além do que o nivel de decisao é fixo e nao ha necessidade
da sincronizacao cadtica. Nesse sentido, o FM-DCSK ¢é superior aos demais esquemas de
modulagao cadtica analisados em termos de desempenho em canal AWGN, como é comprovado

pelas simulagoes computacionais da proxima secao.

4.6 Curvas de desempenho em canal AWGN

Até aqui, foram descritos algumas modulagoes cadticas digitais e estas foram comparadas
qualitativamente em termos de desempenho em canal AWGN. Discutiu-se também o problema
de precisao na determinacao da energia por simbolo devido a natureza aperiédica dos sinais
caoticos. Nesta secao, é feita analise através da simulacao numérica desses sistemas com
recepcao nao-coerente e diferencial. Os resultados obtidos sao expressos na forma usual na
literatura de comunicagoes digitais: por meio de curvas de taxa de erro de simbolo (SER) em
funcao de E,/Ny (relagao entre a energia média por simbolo pelo dobro da densidade espectral
do AWGN, dada por S,(w) = Ny/2) (LATHI, 1998; HAYKIN, 2000; PROAKIS, 1995).

As curvas mostradas aqui foram obtidas por meio de simulacao computacional dos equiva-
lentes em banda base em tempo discreto dos sistemas continuos, conforme discutido no Capitulo
3. Os trechos de sinal cadtico de comprimento N utilizados para representar cada simbolo
foram obtidos utilizando o mapa tenda fr(.) normalizado e condigbes iniciais aleatdrias uni-
formemente distribuidas no intervalo [—1,1]. Apds a demodulacao, a informagao recebida é
comparada com a emitida. Se forem diferentes, conta-se um erro. No calculo da taxas de erro
considerou-se como critério de parada a ocorréncia de 50 erros no receptor. Por exemplo, uma
SER de 2,5 - 107 significa que 50 entre (50/2,5-107*) = 2 - 10° simbolos foram interpretados

de forma erronea.
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4.6.1 Curvas de SER para o CSK com recepcao nao-coerente

O pior desempenho em canal AWGN foi obtido usando o esquema de modulagao CSK unipolar,
cujo diagrama de blocos do demodulador é mostrado na Figura 4.7 da péagina 85. Este mau
desempenho é esperado devido a variabilidade da energia por simbolo e a dependéncia do nivel
de decisao com a poténcia do ruido no canal. Além disso, os vetores de observagao estao menos
distanciados do que no caso COOK (vide Figura 4.6 da pégina 84). Suas curvas de SER por
Ey/Ny para diversos valores de niimero de pontos N utilizados na transmissao e k = 0,5 sao

mostradas na Figura 4.25.

CSK unipolar k =0,5
10 ‘ ‘

\o ]
== AN
N=6
—N=10
—N=20
—N=50
N =100
10‘2 1 ! ! ! ! !
-10 0 10 20 30 40 50 60
Eb/NO

Figura 4.25: Taxas de erro de simbolo do CSK unipolar para k = 0,5.

Duas caracteristicas chamam a atencao nessas curvas: a dependéncia da SER com o ntimero
de pontos N utilizados na transmissao e o mau desempenho do sistema mesmo para valores
de Ey/Ny préximos de 50dB.

A dependéncia com o comprimento da seqiiéncia ou, no caso continuo, com o tempo de
simbolo, nao ocorre nos sistemas de comunicagao convencionais utilizando portadoras senoidais.

Um resultado que é cléssico para eles é que apenas a energia média utilizada por simbolo influi
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no desempenho perante um canal AWGN (LATHI, 1998). Porém, no caso de portadoras
cadticas, a energia utilizada na transmissao nao é constante e deve ser estimada utilizando
o sinal que chega ao receptor. A Figura 4.19 da pagina 96 mostra que, no caso do mapa
tenda, até cerca de N = 50, a variancia dessa estimativa diminui, o que justifica a melhora de
desempenho do CSK conforme aumenta o valor de NV até préximo desse valor.

Porém, a partir de aproximadamente N = 50 a variancia da estimacao da energia nao decai
mais tornando-se constante. Essa variancia é que provoca os erros na determinacao do simbolo
transmitido mesmo em situagoes de Ej /Ny e N altos. Por exemplo, hd pouca diferenga entre
as SER obtidas para N = 50 e N = 100. De forma geral, o desempenho do CSK unipolar para
este valor de k estd longe do aceitavel para aplicacoes praticas de telecomunicacoes.

O COOK ¢é um caso especial do CSK unipolar em que a separacao entre as componentes
observadas é maximizada. A Figura 4.26 mostra as curvas de SER obtidas para este sistema.
Novamente observa-se a dependéncia do desempenho com N. Devido a maior separagao entre
a energia dos sinais utilizados para representar cada simbolo, os resultados sao melhores do

que os do CSK com k = 0,5.

. COOK
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Figura 4.26: Taxas de erro de simbolo do sistema COOK.
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Na Figura 4.26 também é mostrado, para efeito de comparagao, o desempenho que seria
obtido caso a sequiéncia de base cadtica fosse substituida por um sinal com energia constante,
representando um limite de desempenho. O sistema obtido dessa forma é o equivalente passa-

baixas de tempo discreto do ASK nao-coerente, cuja SER é dada por (LATHI, 1998)

1 1 1E
SERAsk = 3 [6_%&’/% + §erfc (@ / 5?2)

Por nao apresentar o problema de imprecisao na estimativa da energia, o ASK tem um

. (4.48)

desempenho superior, e independente do niimero de pontos utilizados N.

E importante ressaltar que os resultados de SER foram obtidos com o nivel de decisao
sendo variado de acordo com o valor de Ej,/Ny. O controle do nivel de decisao requer continua
determinacao da poténcia de ruido no receptor o que aumenta a complexidade do circuito
demodulador.

Supondo simbolos eqiiiprovaveis, para garantir minima probabilidade de erro, o nivel de
decisao deve ser alocado no ponto de cruzamento das fungoes densidades de probabilidade da
varidvel observada condicionadas a transmissao de cada um dos simbolos (LATHI, 1998).

Numa primeira aproximagao, o limiar zr foi estimado como a média entre os valores es-
perados para a varidvel de observagao z,,1 quando sdo transmitidos z1(n) e z2(n). O célculo
exato desse limiar é deixado como trabalho futuro. O valor de zr, apesar de poder melhorar
ou piorar as taxas de erro obtidas nao muda de forma qualitativa o comportamento das curvas
obtidas, ou seja, a SER nao tende a zero com o aumento de Ej,/Ny independentemente do lim-
iar utilizado. Esse fato é observado, por exemplo, no histograma do CSK unipolar da Figura
4.24 em que as distribuicoes se sobrepoe mesmo na auséncia de ruido.

Essa dependéncia do nivel de decisao com a poténcia do ruido no canal certamente é um
dos pontos fracos do CSK. Como ilustracao, os histogramas da variavel de observacao para os
casos F,/Ny = 25dB e E,/Ny = 40dB e Ej, = 1 é mostrado na Figura 4.27 juntamente com o
limiar utilizado em cada caso. Na mesma figura, é apresentado o nivel de decisao adotado em
funcao da E,/Ny no canal quando E, =1 e N = 100.

A melhoria no desempenho do sistema COOK (Figura 4.26) em relacao ao CSK (Figura
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4.25) decorre do maior distanciamento entre as energias médias dos sinais utilizados. A evolugao

da SER em funcao da constante k para uma Ej/Ny fixa em 20dB é mostrada na Figura 4.28.
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Figura 4.27: (a) Histograma de z,,; para o COOK com E}/N, = 25dB; (b) idem para E,/Ny =
40dB; (c) nivel de decisao em fungao da SNR no canal para £, =1 e N = 100.

10°

CSK unipolar

SER

_3 :

10

—N=2

—N=6

—N=10

—N=20

—N=50
N =100
I

0 0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
k

0.6

0.7

0.8 0.9 1

Figura 4.28: Taxas de erro de simbolo para o sistema CSK unipolar em funcao da constante

k. A Ey/Ny no canal foi mantida em 20dB.

Os resultados das simulagoes permitem concluir que os sistemas baseados em chaveamento

caotico nao-coerente apresentam desempenho muito aquém do necessario para ter alguma

chance de concorrer com sistemas de comunicacoes convencionais. A dificuldade na deter-

minacao do limiar de deteccao e o problema da incerteza da estimacao da energia por simbolo
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sao os principais motivos para tanto.

4.6.2 Curvas de SER para o DCSK e FM-DCSK com recepgao difer-

encial

No caso do sistema DCSK, nao ha necessidade de controle adaptativo do limiar o que torna
o circuito de decisdo bem mais simples. As curvas de SER em fungao da E}/Ny obtidas por
meio de simulacao desse sistema estao mostradas na Figura 4.29. Note que o problema de
imprecisao da estimacao ainda esta presente. Porém, pelo grafico obtido, para os valores de
Ey /Ny utilizados, as curvas nao se estabilizam e decrescem monotonicamente. A variancia de
Zm1 € funcao de N devido ao produto de dois sinais ruidosos que ocorre no receptor DCSK.

Assim, o desempenho em canal AWGN do DCSK também é funcao de N.

DCSK
10 T T T T

SER

| I | \ |
-10 -5 0 5 10 15 20
E,/N, (dB)

Figura 4.29: Taxas de erro de simbolo do sistema DCSK.

Caso os sinais caoticos fossem substituidos por sinais com energia constante, o sistema

equivalente seria um DPSK bindrio ndo-coerente com energia por simbolo E;,/2 (LATHI, 1998).
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Para este sistema, um resultado conhecido é que, utilizando-se um receptor 6timo, tem-se

E

1 15
SERppsk = 56 2 Ng (449)

A curva de desempenho do receptor 6timo desse sistema, que pode ser considerado o limite
de desempenho do DCSK, é mostrada na Figura 4.29. Para atingir SER = 1073, o DCSK
precisa de uma FEj,/N, cerca de 4dB maior no caso N = 10. Os motivos para o melhor

desempenho do DPSK convencional sao dois:

1. a energia por simbolo é constante, o que exclui a possibilidade da energia utilizada em

um dado simbolo ser menor aproximando a variavel de observacao do nivel de decisao;

2. mesmo no caso nao-coerente, conhecem-se, a menos da fase, as fun¢oes de base no recep-

tor. Isto permite a utilizacao de filtros casados para melhorar o desempenho do sistema

(LATHI, 1998).

A Figura 4.30 mostra curvas de SER para o FM-DCSK. Neste caso, nao ocorre mais o
problema de imprecisao de estimacao ja que a energia por simbolo é constante. Porém, devido
a correlacao entre sinais ruidosos no receptor, permanece a dependéncia do desempenho com
N. Ou seja, o FM-DCSK continua tendo desempenho em canal AWGN pior do que o DPSK
devido a vantagem (2) desse tltimo apresentada acima.

O FM-DCSK com N = 2 iguala-se em desempenho ao DPSK porque o trecho de informacao
e o trecho de referéncia é constituido por um tnico ponto, tornando a vantagem (2) do DPSK
desnecessaria.

Finalmente, a Figura 4.31 mostra num mesmo grafico o desempenho de todos os sistemas
analisados para o caso N = 10. Como esperado, percebe-se claramente que o FM-DCSK é
o que possui melhor desempenho entre eles e isto se deve basicamente a energia por simbolo
ser mantida constante neste sistema. Mesmo assim, o desempenho ainda fica abaixo do seu
equivalente utilizando portadoras senoidais, o DPSK, pelo nao conhecimento da funcao de base
no receptor. Em contrapartida, o FM-DCSK goza das vantagens decorrentes dos sistemas de

modulagao cadtica discutidos no Capitulo 1.
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Figura 4.30: Taxas de erro de simbolo do sistema FM-DCSK.
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Figura 4.31: Taxas de erro de simbolo em canal AWGN de sistemas de comunicacao digital
usando sinais cadticos para N = 10.
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Apesar do FM-DCSK ter as melhores caracteristicas entre os sistemas cadticos analisados,
¢ importante ressaltar que informacoes da dinamica do mapa cadético nao sao utilizadas no
processo de demodulagao. Como o conhecimento do mapa utilizado na transmissao pode ser
utilizado pelo receptor para melhorar os resultados alcangados sera discutido nos proximos dois

capitulos.

4.7 Conclusoes

Neste capitulo foram apresentados alguns dos sistemas de modulacgao utilizando sinais cadticos
mais estudados na literatura. O desempenho desses em canal AWGN foi analisado qualitativa
e quantitativamente.

Como contribuicao dessa tese, utilizou-se notacao de tempo discreto, de forma consistente
com os mapas utilizados na geracao de sinais cadticos e, ao mesmo tempo, simplificando as
simulacoes computacionais.

A Tabela 4.1 resume os problemas encontrados nas principais modulacoes digitais estudadas
no capitulo. A coluna Limiar diz respeito ao problema da dependéncia do limiar com a
poténcia do ruido no canal. A coluna Energia representa o problema da variabilidade da
energia por simbolo. A coluna Sincronizagao significa a necessidade de recuperagao das
funcoes de base cadticas no receptor e a ultima coluna, Nao uso da dindmica, o nao uso das

propriedades do atrator cadtico na estimacao do simbolo transmitido.

Tabela 4.1: Problemas das modulagoes cadticas estudadas no capitulo.

Sistema Limiar Energia Sincronizacao Nao uso da dinadmica
CSK coerente X X

CSK nao-coerente X X X

DCSK X X
FM-DCSK X
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Entre as modulagoes estudadas, o FM-DCSK é a modulagao que apresenta melhores resul-
tados por nao depender da sincronizacao cadtica, ter nivel de decisao independente do ruido e
energia média por simbolo constante.

Os receptores nao-coerentes e diferenciais analisados apresentam uma caracteristica comum:
nao utilizam nenhuma caracteristica da dinamica do sistema gerador de sinais cadticos para
fazer a demodulacao. Essas técnicas limitam-se a estimar caracteristicas do sinal recebido e
compara-las com um nivel de decisao, que pode ser adaptativo ou nao.

O conhecimento a priori dos mapas geradores no receptor poderia ser utilizado de duas

formas:

1. por meio de demodulagoes coerentes utilizando sincronizacao cadtica.

2. melhorando a relacao sinal-ruido ou diferenciando-os pelo desenvolvimento de técnicas

para estimar os sinais cadticos que chegam ao receptor.

A presenga de ruido e distor¢oes no canal trazem resultados pouco satisfatérios quando
se usa a sincronizagao cadtica devido a dependéncia sensivel as condigoes iniciais (EISEN-
CRAFT; GERKEN, 2000; KENNEDY; ROVATTI; SETTI, 2000; LAU; TSE, 2003). Resta
assim a segunda alternativa. No préximo capitulo serao exploradas algumas das técnicas de
estimacao de orbitas e condigoes iniciais baseadas em maximizacao de fungoes de verossimil-
hanga (ABARBANEL, 1996; PAPADOPOULOS; WORNELL, 1993; KAY, 1995). Também
sao abordados seus limites de desempenho. No Capitulo 6 estas técnicas serao aplicadas a

sistemas de modulagao utilizando caos.



Capitulo 5

Estimacao de sinais cadticos e de suas

condicoes iniciais

Neste capitulo abordam-se técnicas de estimacao de sinais cadticos e de suas condigoes iniciais
na presenca de ruido branco gaussiano aditivo (AWGN), bem como limites de desempenho
dessas técnicas. O desempenho desses estimadores é relacionado a propriedades estatisticas
dos sistemas dinamicos que geram oOrbitas cadticas, como o niimero de Lyapunov e a densidade
invariante.

Os sistemas de comunicagoes com recepcao nao-coerente ou diferencial usando sinais cadticos
discutidos no Capitulo 4 fazem pouco uso da dinamica implicita nos sinais cadticos. Pode-se
imaginar que o desempenho daqueles sistemas seria basicamente o mesmo caso fosse usado um
sinal aleatério ao invés de sinais cadticos.

As informagoes a priori sobre o sistema dinamico que gera o sinal cadtico, se conhecidas
no transmissor e no receptor, podem ser usadas para melhorar a relagao sinal-ruido na entrada
do receptor e assim diminuir a SER do sistema. Além disso, essas informagoes podem ser
usadas para diferenciar seqiiéncias geradas por mapas diferentes, por meio da estimacao do
sinal cadtico ou de sua condigao inicial.

Na Secao 5.1 encontra-se uma das contribuigoes originais desta tese. Ea dedugao do limite
inferior de Cramér-Rao (CRLB - Cramér-Rao Lower Bound) da variancia de um estimador

nao-enviesado da condicao inicial de uma orbita cadtica gerada por um mapa unidimensional

116
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em funcao de propriedades desse mapa.

O estimador de méaxima verossimilhanga (MLE - Mazimum Likelihood Estimator) para a
condigao inicial pode ser deduzido facilmente quando a densidade invariante das orbitas de
um mapa é uniforme (PAPADOPOULOS; WORNELL, 1993). Esse é o caso, por exemplo,
da familia de mapas tenda inclinada f;(.), como visto na Eq. (2.36) da pagina 62. Como o
estimador MLE ¢ assintoticamente eficiente, ou seja é assintoticamente nao-enviesado e atinge
o CRLB de forma assintética (KAY, 1993), ele pode ser utilizado para testar os resultados da
Secao 5.1, o que é feito na Secao 5.2.

Para mapas genéricos, nao é simples obter o MLE. Na Se¢ao 5.3 introduz-se a estimacao
usando o algoritmo de Viterbi que pode ser aplicado, em principio, a qualquer mapa, desde que
se conheca uma conjugacao desse com um mapa com densidade invariante uniforme, obstante
o inconveniente dos valores possiveis para a érbita serem em numero finito.

O algoritmo de Viterbi baseia-se no proposto por Dedieu e Kisel (1999). Porém, na Secao
5.3 mostra-se numericamente que o algoritmo da forma como foi publicado aplica-se apenas a
mapas cuja densidade invariante é uniforme, informacao que é deixada de lado pelos autores.
Na mesma sec¢ao, o algoritmo é generalizado de forma a aplicar-se a mapas que sejam conjugados
a um mapa com densidade invariante uniforme, o que constitui uma contribuicao original. Por
fim, é comparado o desempenho na estimagao de érbitas cadticas pelo MLE e pelo algoritmo
de Viterbi.

O capitulo termina com um resumo dos resultados que é feito na Segao 5.5.

No préximo capitulo, as técnicas de estimacao estudadas serao empregadas na imple-

mentacao de sistemas de modulagao usando sinais cadticos.
5.1 Limites de desempenho para estimadores de condicoes
iniciais

O problema da estimagao da condicao inicial de uma érbita pode ser colocado como se segue.
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Considere uma 6rbita s (n, sg) do sistema dinamico unidimensional

s(n+1) = f (s(n)). (5.1)

Esse sinal é somado a um processo ruido branco gaussiano r(n) estaciondrio com variancia
02 e média nula:

s'(n) = s(n, so) + r(n) (5.2)

e estao disponiveis as amostras s'(n) para 0 < n < N—1. Para simplificar a notagao, definem-se

0s vetores

8= [8(0)7 8(1>7 ) S(N o 1)]T7 (5 3)
r=[r(0), r(1), ..., r(N=1)]"e (5.4)
s =[5(0), $'(1), ..., s'(N-1)]" (5.5)

Deseja-se determinar o limite étimo de desempenho de um estimador nao-enviesado da
condigao inicial s(0) = so. O critério de otimizacao usado é o limite inferior de Cramér-Rao
(CRLB -Cramér-Rao Lower Bound) que fornece o menor valor que o erro médio quadrético de
um estimador nao-enviesado pode assumir (KAY, 1993). Na estimacao, admite-se o conhec-
imento do mapa f(.) e da seqiiéncia corrompida observada s’. Nas se¢oes seguintes busca-se
determinar o CRLB na estimacao da condicao inicial de uma érbita em funcao de propriedades
dinamicas do mapa que a gerou, em especial, de seu niimero de Lyapunov.

Inicialmente, ¢é feita uma breve revisao sobre o CRLB de forma a tornar mais claros os

resultados aqui expostos.

5.1.1 O limite inferior de Cramér-Rao (CRLB)

O problema abordado consiste em estimar um parametro, no caso a condi¢ao inicial sy, a
partir de um vetor aleatério de dados N-dimensional s’ com distribuicao gaussiana. Esses
dados podem ser representados pela fun¢ao densidade de probabilidade p(s'; sg). A densidade

é parametrizada pelo parametro desconhecido sg. Assim, fica definida uma classe de funcgoes,
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sendo que o que diferencia uma das demais é o valor de sg. Quando a densidade é considerada
como funcao do parametro desconhecido, com s’ fixo, é chamada func¢do de verossimilhanca.
Por exemplo, se N = 1, so é a média da varidvel s'(0) com distribui¢ao gaussiana. Desta

forma a funcao densidade de probabilidade desse dado é

1 1

exp
\/2mo? 202

p(s'(0); 50) = (5'(0) = 50)° (5.6)

que é exemplificada na Figura 5.1 para diferentes valores de sq e o, = 0,01. Note que a funcao

densidade de s'(0) é fortemente afetada por sg. Sendo assim, é possivel estimar sy a partir de

s'(0).

40+ 802—0,2 """"" S P .
3020,2
~ 307 5,=04 | i
S
B 200 g
o
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s'(0)

Figura 5.1: Gréficos de p(s'(0); so) para alguns valores de s.

Um estimador sy = h(s’) é uma fungdo que atribui uma estimativa de sy para cada vetor
de dados disponiveis s'.

Seja 6 um estimador para a variavel aleatéria 6. Quando se deseja obter estimadores
otimos é necessario escolher um critério de otimizagao. O critério comumente usado e que é

considerado neste trabalho é a minimizacao do erro quadrdtico médio, definido por

mse(d) = E {(e _ 9)1 | (5.7)

O mse(é) representa a média quadréatica do desvio do valor obtido pelo estimador em relacao
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ao valor verdadeiro. Considerando-se apenas estimadores nao-enviesados, ou seja, aqueles para

os quais vale F [é} =4,

mse(f) = E {(e _E [e])z] — var(d). (5.8)

Assim, minimizar o mse equivale, neste caso, a minimizar a variancia do estimador 0.

Nem sempre é possivel encontrar um estimador que tenha variancia minima para todo valor
de #. Quando isto ocorre, este estimador é chamado de estimador nao-enviesado de minima
variancia (MVU - Minimum Variance Unbiased Estimator) (KAY, 1993).

Seja 0 um estimador nio-enviesado de uma varidvel aleatéria . O CRLB determina a
menor variancia e, portanto, o menor mse que 6 pode assumir. Se existir um estimador cuja
variancia iguale o valor do CRLB para qualquer valor de 6, entao este estimador é o MVU e é
chamado de eficiente.

O Teorema 5 a seguir define o CRLB (KAY, 1993).

Teorema 5. Considere um vetor aleatorio x dependente de um parametro escalar 0 e uma

fung¢ao densidade de probabilidade p(x;0) que satisfaz a condigdo de “regularidade”

O0lnp(x; )
B |

=0, O, (5.9)
|

sendo © o conjunto de valores admissiveis para 6 . Neste caso, o mse de qualquer estimador

nao-enviesado 0 satisfaz
- 1
mse(d) >

- 92 In p(x;0)
S

(5.10)

em que a derivada é tomada no valor verdadeiro de 0 e a esperanca € tomada com relacdo a
p(x;0), com 0 constante. O valor no sequndo membro da desigualdade anterior é chamado de
limite inferior de Cramér-Rao (CRLB). Além disso, pode ser encontrado um estimador nao-

enviesado que atinja este limite para todo 0 se e somente se existirem fungoes h(x) e 1(0) tais

! Essa condicao é geralmente verdadeira exceto quando o conjunto de valores x para o qual a funcdo densidade
é nao nula depende do parametro sendo estimado, como mostrado, por exemplo, em (KAY, 1993). Como isso
nao ocorre nos problemas tratados nessa tese, esta condigao é considerada sempre satisfeita.
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que

= I1(0)(h(x) — 0). (5.11)
Esse estimador, que ¢ o MVU, é 0 = h(x) e o mse é 1/1(f).

Como exemplo ilustrativo desse resultado, considera-se a determinacao de um valor con-

stante C' a partir de N observacoes corrompidas pelo vetor r, sendo AWGN de média nula e

2

T

variancia o

x=[C, C, ..., Cl{ x +r. (5.12)

Deseja-se obter o CRLB na estimagao de C'. Neste caso,

p(x: C) = \/2;7 exp l—Q; (z(n) — 0)1 | (5.13)

Olnp(x;C 0 2\ % S 2
18)(0 ) =25 —1In [(QWUT) 2] - 2;3 2 (z(n) - C) }
=LY @) - 0)
. %(5—0) (5.14)

em que T representa a média temporal dos N componentes do vetor x. Derivando (5.14),

chega-se a:
9 Inp(x; C) N

500 — (5.15)

Neste caso a derivada obtida em (5.15) nao depende de C. Substituindo-se esse resultado

em (5.10), conclui-se que o CRLB na estimagao de C' é

mse(C) > (5.16)

SIE

Além disso, comparando-se (5.14) com (5.11) observa-se que, neste caso, I(f) = N/o? e

h(x) = Z. Assim, a média & atinge o CRLB e é portanto um estimador MVU.
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5.1.2 O CRLB na estimacao da condicao inicial de mapas caéticos

O Teorema 5 pode ser aplicado diretamente ao problema de se estimar a condicao inicial da

6rbita corrompida por AWGN da Eq. (5.2). O resultado é expresso pelo Teorema 6.

Teorema 6. Considere uma orbita s(n, sg) do sistema dinamico
s(n+1,s0) = f(s(n)) (5.17)

sendo que o mapa f(.) possui derivada em todos os pontos dessa drbita.

2

< e o sinal

Seja r(n) um processo ruido branco gaussiano de média nula e variancia o
corrompido por ruido observado s'(n) = s(n)+r(n), 0 <n < N. Entio,o CRLB na estimagdo

de so dado s'(n) e o mapa f(.) é

0_2

mse(Sy) > . : (5.18)

2
— n—1d
1+ N (1% Elson)

Demonstragao. Utilizando a notagao definida nas Eqgs. (5.3 - 5.5), o vetor s’ é definido por
s'=s(sp) +r, (5.19)

em que a dependéncia com sy é mostrada de forma explicita. Como r é formado por variaveis

aleatdrias gaussianas independentes, a funcao densidade de probabilidades de s’ é

p(s/;so):%exp —%Z_(s'(n)—s(n,so)f : (5.20)

(2mo2)2 s

Tomando o logaritmo de (5.20) e diferenciando com relagao a s,

Olnp(s';sg) 1 s, , 0s (n, so)
T Z (s'(n) — s (n,sp)) s (5.21)

T n=0
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Diferenciando novamente, obtém-se

P*Inp(s’;so) 9%s (n, so) ds (n, s0) ?
—850 02 Z [ ] n 80)) 073(2) - <Tso) : (5-22>

T

Considerando-se o valor esperado de (5.22):

Plnp(ssg)] 1 = [ 0s(n,s0)\>
e[ 2] - (M5 o2

Para se chegar ao resultado do teorema ¢é necessario exprimir a derivada acima em termos de

derivadas do mapa f(.). Usando a regra da cadeia e (5.17), conclui-se que

d d d
ds(n,so)  df" Elso  Els - Elsnny, 21
—= ] = , (5.24)
880 dS 1 n = 0.

em que f"(.) é a n-ésima composta de f(.). Em seguida, substituindo (5.24) em (5.23) obtém-se

2
0?Inp(s'; s0) n-l df
b {8—53} - ﬁ L+ 25 |s(5,50) : (5.25)

Finalmente, utilizando-se (5.10) chega-se a (5.18) e o teorema estd provado. O

Observe que a desigualdade (5.18) é vélida para drbitas cadticas ou nao, como resulta do
enunciado e da demonstracao. Esse resultado mostra que, em geral, o CRLB depende de s,
que ¢ a condicao inicial sendo estimada. No caso de érbitas cadticas, porém, esta dependéncia
torna-se menos importante conforme N cresce ja que a drbita s(n, sg) tende a percorrer todo o
atrator cadtico (DEVANEY, 2003). Essa caracteristica se manifesta claramente no resultado

do Teorema 7 a seguir.

Teorema 7. Sao dados os mesmos vetores e condicoes do Teorema 6. Considerando-se uma

orbita s (n, so), o limite do CRLB quando N — oo €

, L2 —1

rJaN — 1 (5.26)

mse(sp) > o
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em que L = L(sg) # 1 € o nimero de Lyapunov do atrator para o qual a drbita s (n, so)

converge?.

Demonstracao. Para n suficientemente grande, pode-se usar a definicao de ntimero de Lya-

punov, Eq. (2.6) pagina 48, para calcular a seguinte aproximagao:

ds(n, so)\” df df df 2 )
< dsg ) ds'”® ds|5(1) ds |sn-1) (s0) (5.27)
Desta forma,
N-1 N—1 N
0s (n, sg) 2 (s M 5.28)
n=0 080 n=0 L2 (80) -1

e usando a Eq. (5.23),

9 Inp(s';sg) 1 L2V (sp) — 1
[ dst } 02 L2(sg) — 1" (5:29)

para N suficientemente grande.
Assim, considerando-se que a orbita converge para um atrator com ntmero de Lyapunov
L e substituindo-se (5.29) na desigualdade (5.10) chega-se a

, L2 —1

mse(sb) Z O'T,m,

(5.30)

como se desejava demonstrar. O

Cabe ressaltar que a desigualdade (5.26) pode ser utilizada como uma aproximagao para
o CRLB mesmo para valores baixos de N no caso de érbitas cadticas. Isso se justifica pelo
fato de que o ntimero de Lyapunov, sendo uma média geométrica das derivadas do mapa nos
pontos de uma orbita é usado para substituir o produto dessas derivadas. Essa simplificacao
apresenta bons resultados como é mostrado nos exemplos da proxima secao.

Assim como no caso do Teorema 6, esse resultado se aplica a 6rbitas cadticas (L > 1) ou ndo
(L < 1). Neste ultimo caso, a soma em (5.28) tende a uma constante a medida que N cresce
e, conseqiientemente, o mesmo ocorre com o CRLB da desigualdade (5.26). Esse resultado

reflete o fato de que se a érbita converge para um atrator periddico entao, a partir de um certo

2Esse resultado é valido mesmo quando o mapa tem mais de um atrator: L é o nimero de Lyapunov do
atrator para o qual a érbita em questao converge.
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valor de N pouca informacao extra sobre a condigao inicial é obtida aumentando-se o niimero
de pontos usados na estimacao.

Como observagao, no caso L = 1, a férmula da soma de progressao geométrica utilizada em
(5.28) nao é valida. A somatdria nessa equacao é igual a N e procedendo-se de forma anéloga
a demonstracao, conclui-se que

o;

> 2 (5.31)

mse(sp)

Ou seja, neste caso, que representa Orbitas que nao se atraem nem se repelem, o CRLB é
idéntico ao da estimacao de uma constante em AWGN, como se nota por comparagao com
(5.16).

No caso de orbitas cadticas, a informacao sobre a condicao inicial sempre aumenta com N
o Teorema 7 mostra que o CRLB decai exponencialmente com N neste caso. A cada nova
amostra adicionada a estimacao, maior conhecimento obtém-se da condigao inicial.

Como mostra a expressao (5.16), a estimagao de uma constante decai apenas com 1/N. J&
o decaimento exponencial do CRLB com N no caso cadtico da desigualdade (5.26) é muito
mais rapido. Teoricamente, portanto, é possivel construir estimadores de condigoes iniciais
bastante precisos para mapas cadticos. No entanto, devido a dependéncia sensivel com as
condicoes iniciais, obter sg com alta precisao nao significa uma reconstrucao precisa da orbita
s(n,sp). Se o erro na estimagdo da condigao inicial for €, o erro no calculo de s (N — 1, s¢)
por meio de iteragoes de f(.) a partir de §y serd O (max (s(N — 1),€LN_1)) (ALLIGOOD;
SAUER; YORK, 1996).

Desta forma, mapas com nimero de Lyapunov mais elevado permitem, em principio, maior
precisao na estimacao da condicao inicial de suas 6rbitas. No entanto, esta vantagem ¢é reduzida
pela grande amplificacdo do erro quando se calcula pontos subseqiientes da orbita. Assim, se
um dado sistema codifica e recupera informacao apenas pela escolha de sg, é interessante
escolher um mapa com alto niimero de Lyapunov, porém nao se deve esperar bons resultados
na recuperacao da orbita s (n, sg) inteira.

Uma versao desses teoremas para mapas lineares por partes foi publicada em (PAPADOPOU-

LOS; WORNELL, 1993). Esse problema também é tratado com abordagens diferentes em
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(KAY, 1995; KAY; NAGESHA, 1995; ABARBANEL, 1996). Porém em nenhum desses tra-
balhos sao obtidas féormulas gerais para o CRLB em funcao do ntimero de Lyapunov de um

mapa unidimensional qualquer. Assim, os Teoremas 6 e 7 sao resultados originais desta tese.

5.1.3 Exemplos

A seguir sao estudados trés exemplos de aplicacao dos resultados da secao anterior. O primeiro
refere-se a um mapa linear por partes com derivada em moddulo constante. O segundo é um
sistema definido por um mapa também linear por partes mas com derivada nao-constante em

modulo; por ultimo, um sistema com mapa quadratico.

Primeiro exemplo: mapa tenda

Considere érbitas cadticas do mapa tenda fr(.) definido na Segao 2.5.1 e repetido aqui por
conveniéncia:

fr(s) =1-=2|s|. (5.32)

Como fr(.) é linear por partes com derivada em médulo constante, para uma érbita cadtica
desse mapa a aproximacao da (5.27) torna-se exata com L(sg) = Ly = 2 e a desigualdade (5.26)
é valida para qualquer N e nao somente para N — oco. Sendo assim, o CRLB nao depende de
So €

3
~ > 2
mse(Sy) > o T

(5.33)

¢ o CRLB na estimacao de sg em AWGN para qualquer N > 1 e qualquer sy desde que
s(n,sp) Z0para0 <n < N —1.
No grafico da Figura 5.2 encontra-se a variacao do CRLB em fungao de N para o, = 1.

Para comparagao a mesma figura mostra a variacao do CRLB na estimacao de uma constante

em AWGN dada pela desigualdade (5.16).
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Figura 5.2: CRLB na estimagao da condigao inicial de uma 6rbita de fr(.) em AWGN. Para
comparacao, também é mostrado o CRLB na estimacao de um sinal constante em AWGN.

Segundo exemplo: mapas tenda inclinada

A familia de mapas tenda inclinada f7(.) definida na Segao 2.5.2 é dada por

as(n) + ;T‘i‘, -1 <s(n) <«
s(n+1) = fi(s(n)) = (5.34)
Zs(n) -2t a<s(n) <1

O CRLB na estimacgao da condicao inicial desse mapa é funcao da condicao inicial sy, do
nimero de pontos usados na estimacao N e do parametro a que define seu nimero de Lyapunov
Ly.

Na Figura 5.3 observa-se o CRLB obtido na estimagao da condigao inicial so = 0 em
funcao do parametro « para o, = 1 e diversos valores de N. Para cada valor de N sao
mostradas duas curvas: uma obtida através da aplicacdo do Teorema 6, desigualdade (5.18),
e outra tracejada obtida através da aproximagao do Teorema 7, desigualdade (5.26). Apesar
da aparente descontinuidade, é importante ressaltar que ambas as curvas sao deterministicas.
Percebe-se claramente que o resultado do Teorema 7 é realmente uma boa aproximacao do
CRLB mesmo para valores pequenos de N. Observa-se que os menores valores de CRLB
concentram-se na regiao préxima de a = 0.

Considerando-se o mapa fr(.) um particular mapa f;(.) com a = 0, este é o mapa cujas
orbitas apresentam maior nimero de Lyapunov Lj,... = 2 e conseqiientemente o menor valor

de CRLB pela inequagao (5.26).
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Figura 5.3: CRLB na estimagao da condigao inicial da érbita s(n,0) do mapa f;(.) em fungao
de « para o, = 1 e diversos valores de N. A aproximagao da desigualdade (5.26) é mostrada
em tracejado.

Note-se que as caracteristicas acima discutidas nao resultam do valor de sy escolhido. Na
Figura 5.4 sao mostradas curvas para so = 0,6. Os resultados mostram o mesmo tipo de

comportamento para todos os valores testados de sy € (—1,1) .

10

107

10"

CRLB
5

Figura 5.4: CRLB na estimagao da condigao inicial da érbita s(n, 0,6) do mapa f;(.) em fungao
de « para diversos valores de N e o, = 1. A aproximagao da desigualdade (5.26) é mostrada
em tracejado.

Pode-se afirmar que entre os mapas f;(.), o mapa fr(.) é o que apresenta melhores resul-
tados em termos de limite de desempenho da estimagao da condicao inicial de orbitas, que se

acentuam a medida que mais pontos sao usados na estimagao de sg.
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A Figura 5.5 ilustra a dependéncia do CRLB com a condigao inicial para o # 0. Em

cada curva o CRLB foi calculado para 10000 condigoes iniciais espalhadas uniformemente no

intervalo [—1, 1]. No grafico (a), considera-se o = 0,8 e no gréafico (b), toma-se o = —0,8.

CRLB

CRLB

Figura 5.5: CRLB na estimagao da condicao inicial da 6rbita s(n,sy) do mapa f;(.) com (a)
a=08¢e (b) a=-0,8 em funcdo de sy para diversos valores de N e o, = 1. A aproximagao

da desigualdade (5.26) é mostrada em tracejado.

O aspecto descontinuo das curvas é devida a descontinuidade da derivada dos mapas

fr(.). Cada trecho constante corresponde a condigoes iniciais cujos N primeiros pontos das

6rbitas percorrem subintervalos em que f;(.) possui mesmas derivadas, resultando em igual
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mse (Eq. (5.18)). Conforme N cresce, estes trechos constantes tornam-se menores e o grafico
assume um aspecto mais complicado.

Para cada valor de NV é mostrado em tracejado o CRLB aproximado dado pela desigualdade
(5.26). Percebe-se nesses graficos que a aproximagao do Teorema 7 é de fato uma aproximacao

do valor médio do CRLB em termos das condigoes iniciais.

Terceiro exemplo: mapa quadratico

Como tultimo exemplo, considere-se o mapa quadratico fo(.) e o sistema dinamico associado

definido na Eq. (2.13) da pagina 54, repetida aqui por conveniéncia.
s(n+1) = fo(s(n)) = —2s(n)* + 1. (5.35)

A Figura 5.6 mostra o CRLB em fungao da condigao inicial sy para N = 3 amostras e
o, = 1 calculado utilizando-se (5.18); note-se a dependéncia do CRLB com a condigao inicial
que esta sendo estimada. O CRLB atinge valores altos proximo do ponto sy = 0 em que a
derivada de fg(.) se anula e de sy = :t\/g para os quais fg(so) = 0. Préximos deles, as érbitas
levam mais iteracoes para se distanciar. E mais dificil estimar a condi¢ao inicial de uma érbita

que se inicia proxima dos pontos acima referidos.

N=3

CRLB

-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 5.6: CRLB na estimagao da condigao inicial da 6rbita s(n,sy) do mapa fo(.) para
N=3e¢eo,=1.
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Na Figura 5.7 é mostrada a dependéncia do CRLB com s, para valores de N crescentes.
Diferentemente do que ocorria com os mapas tenda inclinada (Figura 5.5) ndo aparecem trechos
constantes ja que a derivada de fg(.) varia ponto a ponto. Conforme aumenta o nimero de
pontos usados na estimacao, a dependéncia do CRLB com sy torna-se mais complicada com
picos espalhados por todo o intervalo [—1,1]. Porém, a relacdo entre estes picos e o CRLB
médio tende a tornar-se cada vez menor, conforme discussao qualitativa feita no comentario

seguinte ao Teorema 6.

0

10 T \
| ] =
IV —N=5
T — i
’ AN/ARNDZEA N =20
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107 1 N v 1 l et = v ik
[a1]
-
o
© -8
100 :
10—107
10—12 M
10_14 i i i i i i i i i

-1 -08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Figura 5.7: CRLB na estimagao da condigao inicial da 6rbita s(n,sy) do mapa fo(.) para
diversos valores de N e o, = 1. A aproximacao da desigualdade (5.26) é mostrada em tracejado.

Como no caso do mapa tenda, aplicando o Teorema 7 e utilizando o fato de que o ntimero

de Lyapunov das 6rbitas cadticas desse mapa é Ly = 2, obtém-se

3
4N —1

mse(Sy) > (5.36)

para N suficientemente grande. Esse resultado se mostra coerente com os graficos da Figura
5.7. Por exemplo, para N = 20, (5.36) fornece aproximadamente mse(sy) > 2,7 -107!2 o que

estd de acordo com a figura. Os valores obtidos através da desigualdade (5.36) sao mostrados
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em tracejado na figura.

5.1.4 Comentarios

O Teorema 7 mostra o forte relacionamento entre as propriedades estatisticas do atrator de um
mapa, aqui representadas pelo nimero de Lyapunov e o limite de desempenho de um estimador
da condicao inicial de uma Orbita gerada por este mapa corrompida por AWGN, representado
pelo CRLB.

Esse resultado, em principio, prové um critério para se escolher o melhor mapa unidi-
mensional para ser usado na geracao de um sinal cadtico do qual serd necessario recuperar a
condigao inicial quando corrompido por AWGN. Assim, se for possivel encontrar um estimador
eficiente para este problema, quanto maior o niimero de Lyapunov de um mapa, menor o CRLB
desse estimador e portanto melhor as estimativas.

Uma outra conclusdo interessante que se pode tirar da desigualdade (5.26) é que mapas
conjugados (veja Definicao 15 da pégina 49) tém o mesmo CRLB na estimagao de condi¢oes
iniciais para N grande, ja que as orbitas destes mapas possuem mesmo nimero de Lyapunov.
Por exemplo, os mapas fr(.) e fo(.) tém desempenho idéntico neste quesito ja que Ly = Lg =
2. Porém, quando N é pequeno, o desempenho depende da condicao inicial sendo estimada e
a andlise é mais complicada.

Apesar dos resultados refletirem apenas limitacoes de desempenho e nao o desempenho em
si, eles mostram que a escolha adequada do mapa em conjunto com o uso das propriedades
estatisticas deve trazer beneficios aos sistema de comunicacao usando sinais cadticos discutidos
no Capitulo 4.

Nas préximas secoes sao apresentadas duas formas de se fazer a estimacao das condigoes ini-
ciais e das Orbitas de sistemas cadticos: o MLE para mapas com densidade invariante uniforme

e o algoritmo de Viterbi.
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5.2 O MLE

Nesta secao é apresentado um exemplo de estimagao de méxima verossimilhanca para a
condigao inicial e para uma érbita de um mapa tenda inclinada f;(.) baseado no artigo (PA-
PADOPOULOS; WORNELL, 1993). Primeiramente, é feita uma revisao da defini¢ao e das
propriedades do estimador de méaxima verossimilhanca (MLE). Em seguida, na Secao 5.2.2
mostram-se os resultados de sua aplicacao na estimacao da condicao inicial de 6rbitas dos
mapas f7(.) e seu relacionamento com o CRLB. Na Secao 5.2.3, é abordada a estimacao de

orbitas inteiras.

5.2.1 O MLE - Definicao e propriedades

Lembrando que a fungdo de verossimilhanga é a densidade p(x;6) para x fixo, o MLE de
um parametro escalar é definido como o valor de # que maximiza p(x;6) (KAY, 1993). A
maximizagao é realizada sobre todo o conjunto de valores possiveis para a varidavel §. Como
p(x;0) é também uma funcao de x, a maximiza¢do produz um estimador 0 funcao de x. A
motivacao para a definicdo do MLE decorre de que p(x;6)dx da a probabilidade de se observar
X em um pequeno volume dx para um dado 6.

Na Figura 5.8 é esbogada a forma de uma funcao de verossimilhanga para x = x( fixo em
fungao de 6. O valor de p(x = X¢; #)dx para cada 6 descreve a probabilidade de se observar x
em uma regiao de RV centrada em x, com volume dx, para um dado valor de 6. Se x = x,
foi de fato observado, nao seria razoavel inferir que # = 6; porque se 6§ = 6, a probabilidade
de observar x = X seria muito pequena. E mais “provavel” que 0 = 05 seja o valor verdadeiro.
Assim, escolhe-se § = 6, ou o valor que maximiza p(x = Xp;0) sobre o intervalo de valores
possiveis de 0, como a estimagao.

Como exemplo, considera-se, como feito na secao anterior, o caso de se determinar um valor
constante C' a partir de N observacoes corrompidas por AWGN de média nula com variancia
o2, representadas pelo vetor x = [C,C,...,C]f y +r. A funcio densidade de probabilidades

neste caso é

)= — 1 |-t N-(z(n) —C)? . :
O b |50z 5 (al) - O] (587

T
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p(X,®)

Figura 5.8: Exemplo de fungao de verossimilhanca.

Tomando-se o logaritmo da expressao anterior e derivando-se com relagao ao parametro C

que esta sendo estimado, obtém-se

dlnp(x;C) 1 N—1

Po) = 3 N an) - ©) (539)
que igualando-se a zero leva ao MLE
A 1 N-1 -
C=—=>» . sz[n] =z (5.39)

N

Na Secao 5.1.1 mostrou-se que a média temporal  é um estimador eficiente neste problema
e assim, o MLE ¢ eficiente. Se um estimador eficiente existe, entao a estimativa por méaxima
verossimilhanga o produz (KAY, 1993).

Uma propriedade importante do MLE ¢é que ele é assintoticamente nao-enviesado e eficiente.
Ou seja, o erro quadratico médio se aproxima do limite de Cramér-Rao para um ntmero

suficientemente grande de pontos usados na estimagao (KAY, 1993).

5.2.2 Estimacao da condicgao inicial com o MLE

Para mapas cuja densidade invariante é uniforme, como no caso da familia de mapas tenda
inclinada, o MLE foi deduzido em (PAPADOPOULOS; WORNELL, 1993). Neste caso, ele
pode ser implementado de forma simples. Quando o mapa tem densidade invariante mais
complicada ou mesmo sem uma férmula fechada conhecida, uma solugao é substituir esta
densidade por uma matriz de transicao de estados e aplicar a técnica de estimacao baseada no

algoritmo de Viterbi que é descrita na Secao 5.3.
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A implementacao do MLE possui duas fases: uma filtragem e uma suavizacao. A filtragem
consiste em gerar uma estimativa §(n) para s(n) utilizando uma ponderacao entre a amostra
corrompida s'(n) e o valor obtido para s(n) a partir da iteracao pelo mapa da estimativa do
ponto anterior §(n — 1). A seguir, a suavizagao percorre a estimativa do passo de filtragem
de trés para frente obtendo estimativas $(n) a partir de §(n + 1), utilizando inversas do mapa
f1(.) em cada um dos trechos em que ele é uma bijecao.

As seguintes equagoes descrevem o processo (PAPADOPOULOS; WORNELL, 1993):

Filtragem
5(0) = $'(0
(0) (n)/ - (5.40)
5(’)7,) = o (n)Z£il:11)fI(sn71)> paran = ]-> 2a cety N -1
Suavizacao
S(N—1)=5N -1
( ) ( ) (5.41)
s(n) = fr'(8(n+1),3(n)),partan=N -2 N —3,...,0
com

atlsin+1)+ 2L ses(n) < a
fi(3n+1),35n) =< 2 (1) (n) < (5.42)

aLin+1) + 2, sed(n) >«

[\

Para se medir o desempenho do estimador MLE, é usual utilizar o ganho de estimacao

definido por

oo B[ = s0)]

mse (§(0)) E [(é(O) — 5(0))2} ' (5.43)

Os resultados da Secao 5.1 podem ser utilizados para determinar o méaximo ganho de
estimacao possivel. Como o MLE é assintoticamente nao-enviesado, pelo Teorema 7 o CRLB
aproximado dessa estimagao é

» Li—1

mse (5(0)) > arm. (5.44)
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Substituindo (5.44) na Eq. (5.43), conclui-se que, para o mapa tenda fr(.) para o qual
L; =2, o ganho ¢ limitado aproximadamente por

4N —1

G <
- 3

(5.45)

O algoritmo foi testado para diversos valores de N variando-se a relac¢ao sinal-ruido (SNR;,,)

no canal. Para cada estimativa, essa relacao foi calculada como

N-1 2
SNR;, = Z”;‘}% (5.46)

Para cada valor de SNR;,, obteve-se o ganho de estimacao G tomando-se uma média de 10000
estimagoes de condigoes iniciais aleatérias. A Figura 5.9 mostra os resultados obtidos para o

mapa tenda fr(.) sendo que o ganho de estimacao foi expresso em decibéis, Gy = 10log(G).

Mapa fl(.) -a=0

120 T
100 —N=3 _
N=5
—N=10
N =20
80 *
%)
=)
- 60| - : i
25 S U | P -
(@) /\ \7\/—\
40+ : : V |
N\
20 - . / -
e
0 T I I I I I I I I I
-10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

SNR. (dB)

Figura 5.9: Ganho de estimacao do MLE para condicao inicial do mapa fr(.). Em tracejado
o limite para o ganho dado por (5.45).
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Para cada valor de IV a Figura 5.9 mostra em tracejado o limite tedrico expresso na desigual-
dade (5.45). Verifica-se que os resultados estao de acordo com os limites previstos, confirmando
novamente os resultados da se¢ao anterior.

Os resultados da simulagado mostram que o MLE sempre apresenta um ganho positivo (em
dB) mesmo para valores de SNR e N baixos. O ntiimero de pontos usados na estimagao afeta o
ganho apenas para valores de SNR mais altos (a partir de 20dB ou 30dB) quando a estimativa
para N = 2 ja se aproxima do limite teérico do CRLB. Ou seja, quando o SNR;,, é baixo, o
aumento do nimero de pontos usados nao beneficia a estimacao de sg.

Quando « # 0, pela desigualdade (5.44),

G<L%’N_1

— 4
S (5.47)

com L; = (a%rl) ER (%)1%&, como descrito no Capitulo 2.

A Figura 5.10 mostra a variacao do ganho de estimacao com o parametro a para uma
SNR;, de (a) 20dB e (b) 90dB e diversos valores de N. Cada ponto dos gréficos foi obtido
como uma média de 10000 estimacoes de condigoes iniciais aleatorias. Em tracejado é mostrado
o limite assintético aproximado dado em (5.47). Percebe-se que o melhor desempenho do mapa
tenda fr(.) (o = 0) torna-se mais pronunciada para altas relagoes sinais-ruido, quando o ganho
do MLE aproxima-se do limite tedrico aproximado imposto pelo CRLB. Para SNR mais baixas,

como também pode ser visto na Figura 5.9, o aumento do nimero de pontos nao melhora o

ganho do estimador da condigao inicial.

5.2.3 Estimacao de 6rbitas com o MLE

O algoritmo descrito pelas Eqs. (5.40) - (5.42) pode ser utilizado para se estimar a 6rbita
inteira de um mapa tenda inclinada a partir da érbita corrompida por ruido.

Neste caso, define-se o ganho da estimac¢ao G como

: (5.48)
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(a) Mapa f|(') SNR = 20dB
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(b) Mapa fl(.) SNR =90dB
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Figura 5.10: Ganho de estimagao do MLE para condigao inicial do mapa f;(.) em fungao de «
para (a) SNR;, = 20dB e (b) SNR;,, = 90dB. Em tracejado os limites tedricos da desigualdade
(5.47).
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sendo e = (§(n) —s(n))?, com a média temporal calculada para 0 < n < N. Em (PA-

PADOPOULOS; WORNELL, 1993), mostra-se que, neste caso,

G < (N+1). (5.49)

Nas curvas da Figura 5.11 pode-se verificar a variacao do ganho de estimacao em dB em
funcao de SNR;,, para diversos valores de N e o mapa tenda. Para cada valor de SNR;,, obteve-
se a estimacgao de 10000 orbitas com condigoes iniciais aleatdorias. Em cada caso também é

mostrado o limite do ganho de estimacao dado pela desigualdade (5.49).

Ganho — MLE - Mapa tenda

18 T T T T T
—N=3
—N=5
16| ——N=10 ,
N =20
N =50
14t :
12+ =
)
g
(O]

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
SNR._(dB)

Figura 5.11: Ganho de estimagao do MLE para 6rbitas do mapa fr(.) para diversos valores de
N. Os limites dados pela expressao (5.49) sao indicados em tracejado.

Novamente, o ganho em dB ¢é sempre positivo mas nao ¢é tao elevado quanto no caso da
estimacao da condicao inicial. A estimacao tende a ter maior erro para pontos proximos do
final da érbita. Isso ocorre devido a dependéncia sensivel com as condicoes iniciais das érbitas
caoticas.

Na estimativa de 6rbitas, uma outra curva que é interessante na avaliacao do desempenho
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é a da SNR,,; depois da estimacao pela SNR;, antes da estimacao. A SNR;, é definida pela
Equagao (5.46) e a SNR,,; é definida por

SNR = N_%:L_Ols(”y 5 (5.50)
2 n=q (8(n) = 3(n))

Na Figura 5.12 sao tracadas curvas de SN R,,,; por SN R;,, para os mesmos casos da Figura

5.11. Como esperado percebe-se uma sensivel melhora na SNR apés a estimativa da orbita.

SNF&Out - MLE - Mapa tenda
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60| ——N=10 b
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ok ‘P 1
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Figura 5.12: SNR na entrada e na saida do MLE para drbitas do mapa fr(.).

O MLE apresentado s6 tem funcionalidade para mapas com densidade invariante uniforme.
Por isso, antes de aplicar a estimacao de drbitas a sistemas de comunicacao, é necessario
procurar modos de estimar a érbita de sinais cadticos gerados a partir de mapas com densidade
invariante nao-uniforme. Uma solugao para esse problema ¢é a estimagao baseada no algoritmo

de Viterbi discutida a seguir.
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5.3 O algoritmo de Viterbi

A idéia bésica subjacente ao algoritmo de Viterbi na estimagao de érbitas cadticas é interpretar
as seqiiéncias geradas por mapas unidimensionais como um processo de Markov (HAYKIN,
2000) que em cada instante assume um de Ng estados possiveis. Esses estados sao definidos a
partir da particao do dominio U em Ng subintervalos.

Sejam U, e U; subintervalos da particao. Nesse caso, a densidade invariante pode ser sub-
stituida por uma matriz de transicao de estados cujos elementos a;; definem as probabilidades
da amostra s(n) estar no subconjunto U; dado que s(n — 1) esta no subconjunto U;.

Nas préximas secoes esses conceitos sao introduzidos formalmente e uma série de simulagoes
sao utilizadas para ilustré-los, usando a familia de mapas tenda inclinada f;(.) e o mapa

quadratico fo(.).

5.3.1 Particao do espaco de estados

Um passo fundamental para aplicacao da estimacao com o algoritmo de Viterbi é considerar
o espago de estados U como a reuniao de intervalos disjuntos U;, j = 1,2,... Ng que cubram
todos os valores possiveis do sinal s(n), ou seja, U;V:SI U; = U = [-1,1], isto é, uma particao
de U.

Define-se que no instante n o sistema estd no estado q(n) = j se s(n) € Uj.

O centro do intervalo U; é denotado por B(j).

Uma forma simples de se realizar a partigdo é a empregada por Dedieu e Kisel (1999) e

consiste em utilizar intervalos de igual comprimento Ay = 2/Ng. Assim, define-se

(j—DAs—1;jA—1], j=1,2,...,Ng—1
U; = (5.51)
[1_A5a1]7 ]:NS
Porém, por meio de simulagoes, observou-se que esta particao sé fornece bons resultados
na aplicacao do algoritmo de Viterbi quando o mapa em questao tem densidade invariante

uniforme, como no caso dos mapas f7(.). Ao tentar-se aplicar o algoritmo proposto por Dedieu

e Kisel (1999) ao mapa quadrético fg(.), os resultados ficaram muito abaixo do esperado como
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serd ilustrado na Secao 5.3.3.

A solucao encontrada para o caso de mapas com densidade invariante nao-uniforme é aplicar
uma conjugagao (vide Definigao 15 do Capitulo 2) entre o mapa em estudo e outro com den-
sidade invariante uniforme as extremidades dos intervalos U;. Esse processo faz com que os
pontos das érbitas distribuam-se uniformemente pelos novos subintervalos.

Por exemplo, no caso do mapa quadratico fg(.), aplica-se o mapa de conjugagao entre fg(.)
e fr(.)

(5.52)

as extremidades dos subintervalos U;.

E interessante notar a semelhanca desse método com a transformacao de um processo
estocastico qualquer em um ruido branco, conhecida como branqueamento, que aparece em
problemas de predigao linear (HAYKIN, 1996), representagao espectral (PAPOULIS; PILLAI,
2002), modelagem em tempo discreto de canais com interferéncia intersimbdlica (PROAKIS,
1995) entre outros.

Se Ng for suficientemente grande, pode-se considerar o problema de estimacao da érbita
corrompida por AWGN da seguinte forma: dado o vetor com N observagoes s', encontre a
seqiiéncia de estados ¢ = [¢(0),q(1),...,q(N — 1)]T que “melhor descreve” a Orbita s. Se
existir um método de se encontrar esta seqiiéncia “6tima” de subintervalos ocupados pelos
pontos do vetor s, entao define-se a érbita estimada § como a seqiiéncia dos centros desses

subintervalos mais provaveis, isto é,

§=[B(4(0)),B(¢1)),..., BN =1))]. (5.53)

A determinagao do vetor de estados estimado q e da orbita estimada § sao tratadas na

préxima secao.
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5.3.2 O algoritmo de Viterbi para estimar orbitas cadticas

Para uma seqiiéncia genérica q de N estados, i.e.

a=1[q(0),q(1),...,q(N = 1), (5.54)

faz-se necessario definir algum critério de proximidade para a escolha da seqiiéncia de esta-
dos estimada  a partir do sinal observado s’. Uma maneira é encontrar § que maximize a
probabilidade a posteriori

P(gls) = max P(q|s’) (5.55)

em que P(q|s’) é a probabilidade de que os pontos da érbita original ocupem os estados q

dado que se observou a sequiéncia s’.

Pelo Teorema de Bayes (PAPOULIS; PILLAI, 2002),

P(qls) = p(s'la)P(q)

s (5.56)

em que p(s’) e p(s’|q) sdo a funcdo densidade de probabilidade dos possiveis vetores s’ e a
fungao densidade de probabilidade dos vetores s’ dado que o vetor de estados da orbita é q,
respectivamente. A probabilidade P(q) é a chance de se obter a seqiiéncia de estados q quando
o mapa gerador ¢ iterado.

Assim, dado o vetor de observacoes s’, deve-se encontrar o argumento ¢ tal que
4 = argmax P(q|s’) = argmaxp(s'|q) P(q). (5.57)
q q
Para facilitar a notacgao, define-se q; o vetor dos primeiros k + 1 estados de q, isto é

ar = [9(0),q(1), ..., q(k)]" (5.58)

si = [5'(0),5'(1),...,s'(k)]" . (5.59)
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E importante observar que, devido a forma como as orbitas sao geradas e a hipotese AWGN
no modelo de canal, o processo q; é um processo de Markov discreto de primeira ordem?

considerando k£ como variavel temporal. Assim,

P(ar) = P(q(k)|q(k —1)) P (qx-1) (5.60)

em que P (q(k)|q(k — 1)) é a probabilidade de transi¢ao do estado ¢(k — 1) para o estado q(k).

Além disso, devido a independéncia entre as amostras de ruido,

k

k k
pstlar) = [T p(s'(m)la(n)) = [ p(s'(n) = s(n)) = [ [ pr (5'(n) = Bg(n))).  (5.61)

n=0

em que p,(.) é a fungdo densidade de probabilidade do ruido r(n). A expressao (5.61) s6 é
verdadeira se o nimero de subintervalos Ng for suficientemente grande.
Usando as Egs. (5.57), (5.60) e (5.61), pode-se expressar P(q|s’) como um produtério de

probabilidades de transicao de estados por probabilidades de observacao condicionais, ou seja,

N-1

4 = arg max 1 Pam)lg(n—1)p(s'(n)lg(n)). (5.62)

n=1

Encontrar q que maximiza o produtério da Eq. (5.62) é um problema classico cuja solugao
eficiente é dada pelo algoritmo de Viterbi (VITERBI, 1967; HAYKIN, 2000), utilizado pela
primeira vez para estimagao de sinais caéticos por Marteau e Abarbanel (1991). Com o al-
goritmo de Viterbi, evita-se fazer uma busca exaustiva entre os (NS)N seqiiéncias de estados
possiveis para uma Orbita de comprimento N.

Seja y(n, j) a probabilidade da seqiiéncia de estados mais provavel (no sentido de maxima

verossimilhanga) que termina no estado j, no instante n, dada a seqiiéncia observada s’. Assim,

1(1,3) = max Pldn-1,9(n) = 1), (5.6

3Um processo de Markov é um processo estocéstico que assume valores de um conjunto finito a cada instante.
Se o valor do processo no instante n depende apenas de seu valor no instante n — 1 entao o processo é chamado
de primeira ordem (PAPOULIS; PILLAI, 2002).
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Das Egs. (5.60) e (5.61) segue que y(n, j) pode ser escrita da seguinte forma recursiva:

(1, §) = max [y(n — 1,4)a;] b; (s'(n)) (5.64)

em que
ai; = P (q(n) = jlg(n — 1) =) (5.65)
bj (s'(n)) = p(s'(n)lg(n) = j) . (5.66)

Os coeficientes a;; sao as probabilidades de transicao de estados que dependem do mapa
f(.) e da particdo usada. Os coeficientes b;(.) sdo as probabilidades condicionais de observagao
que dependem apenas da fungao densidade de probabilidade do ruido p,(.).

O algoritmo de Viterbi trabalha em duas fases: a de avango e a de retrocesso.

e Fase de avango: a Eq. (5.64) é usada para calcular v(n, j) no instante n para os Ng nos
(n,j=1,...,Ng). Dentre os Ng caminhos que podem ligar os nés (n — 1,5 =1,..., Ng)
ao né (n, j), apenas o melhor é mantido, como mostrado no exemplo da Figura 5.13. Ao
final dessa fase, no instante n = N — 1, seleciona-se o n6 (N — 1, j*) que fornece a maior

probabilidade.

0 1 2 N-2 N-1
Figura 5.13: Exemplo de estrutura para a decodificacao usando o algoritmo de Viterbi. Neste
caso, Ng = 4.
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e Fase de retrocesso: para obter a seqiiéncia de estados mais provavel, deve-se considerar
o argumento i que maximiza a Eq. (5.64) para cada n e j. Isto pode ser feito através
da matriz ¢(n, j) na qual é armazenado o estado no instante n — 1 que leva ao né j no
instante n com maxima probabilidade. Exemplos de valores de elementos dessa matriz

sao mostrados na Figura 5.13.

Seja m; a probabilidade a priori de s'(0) estar no estado i (se a densidade invariante do mapa

for uniforme, pode-se considerar m; = 1/Ng). O algoritmo de Viterbi completo é o seguinte.

Inicializacao
~v(0,7) =mb; (s'(0)), 1 <i< N,
(0,0) = mbi (+/0)) g .
v(0,7) =0
Fase de avango
y(n,j) =maxi<i<ng [Y(n —1,%)a;]b;(s'(n)), 1<n<N-1,1<j5<Ng (5.68)
p(n,j) =argmaxicicng [v(n —1,j)ag]b; (s'(n)), 1<n<N—-1,1<j<Ng
Término do avango
(N —1) = arg max [y(N —1,9)] (5.69)
Fase de retrocesso
jgn)=¢n+1,¢n+1), n=N-2,...,0. (5.70)

Obtida a seqliéncia de estados estimada §(n), a érbita estimada é dada pelo centro dos
subintervalos mais provaveis, como definida pela Eq. (5.53).

E importante observar que para se aplicar este algoritmo é necessério que o receptor conheca
a funcdo densidade de probabilidade do ruido p,(.), necessaria para o célculo de b; (s'(n)).
Porém, Dedieu e Kisel (1999) propdem uma aproximagao para o calculo de b; (s'(n)) que

apresenta resultados razoaveis e que ¢ usada nas simulacoes a seguir.
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5.3.3 Simulacoes e resultados numéricos

Nesta secao ilustra-se a utilizacao do algoritmo de Viterbi por meio de simulacoes numéricas
para melhorar a SNR de 6rbitas caéticas imersas em AWGN com média nula. Inicia-se com o

calculo da matriz de transicao de estados

A= {aijhgi,jgjvs, a;; =P (q(n) = jlg(n — 1) =1). (5.71)

A seguir, estuda-se o desempenho do estimador, inclusive estabelecendo seus limites quando

se varia: o mapa usado; o nimero de pontos da érbita N; e o nimero de subconjuntos Ng.

Calculo da matriz de transicao de estados

Considerando uma partigao do intervalo U = [—1,1] em Ng subintervalos, um passo funda-
mental da aplicagao do algoritmo de Viterbi para a estimacao de érbitas cadticas é o calculo
da matriz de transigao de estados A da Eq. (5.71).

Nas simulagoes, A foi calculada de forma numérica: dado um conjunto de condigoes ini-
ciais distribuidas uniformemente em U, determina-se a porcentagem delas que cai em cada
subintervalo U;, apés uma iteragdo do mapa f(.).

Como exemplo ilustrativo, considera-se o mapa tenda e Ng = 5. Assim, os subintervalos

neste caso sao:

Uy = [~1;=0,6[, Uy = [-0,6; =0,2[, Us = [~0,2;0,2[, Uy = [0,2;0,6[e Us = [0,6;1].  (5.72)

Esses intervalos sao mostrados na Figura 5.14.
Por exemplo, os pontos do subintervalo Uy sao mapeados por fr(.) de forma uniforme sob os
intervalos Us e U;. Assim, pela definigao da Eq. (5.71), a quarta coluna da matriz de transigao

de estados A neste caso é formada por

14 = 0, QAoyq4 = 0, asy — 0,5, A4qq4 = 0,5 € arq — 0. (573)

Procedendo-se de forma semelhante com os pontos dos demais intervalos, chega-se a seguinte
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matriz que, neste caso, pode ser obtida de forma exata:

o

[ 05 05 0 0
0 0 05 05
A=|l0o o 0 0o 1]- (5.74)

0O 0 05 05

)

(e}

| 05 05 0 0

e}

Mapa tenda fT(.)

0.8

0.6

0.4F

£(5)
o

S

Figura 5.14: Subintervalos para o calculo da matriz de transigao de estados para o mapa fr(.)
com Ng = 5.

No caso do mapa quadratico, como ja visto na Secao 5.3.1, para que o algoritmo tenha um
desempenho bom é necessario aplicar o mapa de conjugacao Crq(s) da Eq. (5.52) na definigao
dos intervalos U;. Assim, neste caso, para Ng = 5, os intervalos sao:

U, = [—1;-0,8090], Uy = [—0,8090; —0,3090], U3 = [—0,3090; 0,3090],

(5.75)
U, = [0,3090; 0,8090] e Us = [0,8090; 1].

Esses intervalos sao mostrados na Figura 5.15.
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Mapa quadratico fQ(.)

0.8f

0.6

0.4r

-1 -0.809 -0.309 0.309 0.809
S

Figura 5.15: Subintervalos para o calculo da matriz de transi¢ao de estados para o mapa fg(.)
com Ng = 5.
Procedendo de maneira idéntica ao exemplo anterior, chega-se & mesma matriz de transicao

de estados da Eq. (5.74).

Simulacoes e desempenho do algoritmo de Viterbi

Nesta secao é estudado o desempenho da estimagao utilizando o algoritmo de Viterbi por meio
de simulagoes numéricas. Como medidas de qualidade sao utilizados o ganho de estimagao G
definido na Eq. (5.43) e a comparacao entre a SNR,,; na saida com a SNR;, na entrada do
estimador. Essas grandezas foram definidas nas Equagoes (5.46) e (5.50) respectivamente.

A Figura 5.16 mostra os resultados da estimagao de um trecho de 6rbita do mapa f;(.)
com N = 10 pontos e usando Ng = 20 subintervalos. Para cada valor de SNR;, tomou-se
uma média de 1000 estimacoes de érbitas com condigoes iniciais aleatdrias. Diversos valores
do parametro a do mapa foram usados.

O algoritmo de estimacao tem um ganho positivo para valores baixos de SNR;,,, chegando

proximos de um valor de saturagao e depois decaindo fortemente até ganhos negativos. Ou
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seja, para valores acima de aproximadamente 22dB, a SNR na entrada do estimador é maior

do que na saida.

Mapa tenda inclinada - f|(')

@ 30
————————————————————————— a=-0,8
20 ] a=-04
o a=0
Eﬂ a=04
x° 10 1 a=08
zZ
0 SNR. ='SNR
0 in out N\ —
_10 i i i i i i \__
0 10 20 30 40 50 60
SNR,_ (dB)
by 20
= a=-0,8
0 a=-0,4
a=0
@ -20f a=04
:D’% a0l a=08
_60 L
_80 i i i i i i
0 10 20 30 40 50 60
SNR_ (dB)

Figura 5.16: (a) SNR,,: e (b) ganho de estimagao G do algoritmo de Viterbi para mapas
da familia tenda inclinada para diversos valores de o, Ng = 20 e N = 10. A limitagao da
Eq. (5.76) é mostrada em tracejado.

Esse fato é justificado pela particao do espaco de estados. Quando a poténcia do ruido é
baixa, o erro introduzido pelo algoritmo ao usar os centros dos intervalos B(j) como pontos
da érbita é maior do que o erro devido ao ruido original.

Em relacao a variacao com «, o algoritmo tem um ganho praticamente idéntico para to-
dos esses mapas, apesar de terem diferentes matrizes de transicao de estados e suas érbitas
terem diferentes ntimeros de Lyapunov. O que eles tém em comum ¢é a densidade invariante
uniformemente distribuida no intervalo [—1, 1], como visto na Secao 2.6.

O numero de Lyapunov do mapa afeta pouco a qualidade da estimacao da érbita ao se
utilizar o algoritmo de Viterbi.

O limite para o valor de SNR,,; indicado pela linha tracejada na Figura 5.16 pode ser cal-
culado admitindo-se que no melhor caso o erro de estimacao é causado apenas pela particao.

Assim, para cada n, o erro de estimagao é uma variavel aleatéria uniformemente distribuida no
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intervalo [—1/Ng, 1/Ng| ja que s(n) no intervalo U; de comprimento 2/Ng estd sendo aproxi-
mado pelo centro do intervalo.

Como a média quadratica de uma variavel aleatéria uniformemente distribuida no intervalo
[—a,a] é a*/3, a média quadritica de s(n) — 5(n) é, limitada por 1/ (3N2). Da mesma forma,
s(n) esta distribuido uniformemente no intervalo [—1,1], tendo, portanto, média quadrética
1/3. Assim, se todos os pontos de §(n) estiverem nos subintervalos corretos, o valor esperado

de SNR,,; sera

_ Yooty s(n)? B N/3
E[SNRyw] = E |101log ST — 3| IOlogW = 201log Ng. (5.76)

Dai o valor limite indicado na Figura 5.16 em 20 log Ng = 20 log 20 ~ 26dB.
Na Figura 5.17 é apresentado como varia o desempenho da estimacao em funcao de diversos

N, para Ng = 20 e o mapa tenda fr(.), ou seja, a« = 0.

Mapa tenda inclinada f|(') -a=0

(@)

30
,,,,,,,, —N=3
N=5
20 1l ——N=10
g N =20
3 10 J|——N=50
o
Z
n
0 -
-10 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 10 20 30 40 50 60
SNR. (dB)
n
® 5
——N=3
o——— N=5
——N=10
@ -20f N =20
Em —N=50
@U -40r
_60 L.
-80 | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60
SNR, (dB)

Figura 5.17: (a) SNR,,; e (b) ganho de estimagao G do algoritmo de Viterbi para o mapa fr(.)
e diversos comprimentos N da seqiiéncia sendo estimada. Ng = 20. A limitagao da Eq. (5.76)
é mostrada em tracejado.

Ainda na Figura 5.17, na faixa em que o ganho é positivo (relagao sinal-ruido no canal
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menor do que 25dB) percebe-se que as curvas indicam pouca variagdo com N. Dai, pode-se
concluir que a maior parcela de erro na estimacao esta concentrada nas primeiras amostras
do sinal, bem diferente do que ocorre com o MLE cuja dependéncia com N é bastante forte
conforme mostrado na Figura 5.11.

Para N = 10, na Figura 5.18 pode-se ver a variacao do desempenho com o ntmero de
subconjuntos Ng usados e os respectivos limites dados pela Eq. (5.76). Como esperado, quanto

maior Ng, maior a faixa de valores de SNR;,, em que o ganho da estimagao é positivo.

Mapa tenda inclinada f|(') -a=0

AOF —————— = m e — i — = o =4|——N_=5

a0l ] N =10
________________________ N
20 ,

=20
N

=50
10+ 4| ——N_=100
—> SNR._=SNR
in "~ ou

(dB)

n o u n ou

SNR

it

i i
-10 0 10 20 30 40 50 60
SNR__ (dB)

G ,(dB)

|
[o]
o

~10 0 10 20 30 40 50 60
SNR_(dB)

Figura 5.18: (a) SNR,,; e (b) ganho de estimagao G do algoritmo de Viterbi para o mapa fr(.)
para diversos valores de Ng, o niimero de subintervalos em que [—1, 1] foi divido. As limitagoes
da Eq. (5.76) sao mostradas em tracejado.

Para cada valor de Ng, na Tabela 5.1 é indicado o maior valor de SN R;,, que resulta um
ganho positivo do algoritmo. Este valor permite precisar na Figura 5.18(a) a intersec¢ao da
reta SNR;,, = SNR,,; com as varias curvas parametrizadas por Ng. A referida tabela também
apresenta o valor limite de 20log Ng calculado na Eq. (5.76). As duas colunas apresentam
valores muito proximos. A partir desse ponto nao compensa aplicar o algoritmo de Viterbi
devido aos erros introduzidos pelo particao do intervalo U.

Assim, dada uma SN R;, no canal, para que o algoritmo produza ganho positivo deve-se
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usar um numero de intervalos na determinagao da matriz de transicao de estados dado por

Ng > 103NRn/20, (5.77)

Tabela 5.1: Valores méximos de SNR;,, para ganho de estimagao positivo.

Ng SNR;,, maximo (dB) 20log Ng(dB)
5 13,4 14,0

10 19,1 20,0

20 95,2 26,0

50 33,3 34,0

100 40,0 40,0

Nas Figuras 5.19 e 5.20 sao mostradas curvas semelhantes as das Figuras 5.17 e 5.18 re-
spectivamente, mas para o mapa quadratico fg(.) tendo sido usada a transformagao nos subin-
tervalos dada pela Eq. (5.52). Os resultados sao muito parecidos, apesar de que os limites
mostrados agora sao apenas aproximados, nao tendo sido usados intervalos com comprimento
uniforme.

A partir das simulacoes, chega-se a alguns resultados interessantes deste trabalho no que

se refere ao algoritmo de Viterbi:

e se aplicado o mapa de conjugacao aos intervalos da particao, os resultados obtidos para
os mapas fr(.) e fo(.) sdo praticamente idénticos, como é visto na comparacio entre as

Figuras 5.17 e 5.18 com 5.19 e 5.20, respectivamente;

e se a simulagao é feita sem aplicacao do mapa de conjugacao aos intervalos na estimacao
de érbitas do mapa fg(.), os resultados ficam muito aquém em relagao aos obtidos com
a aplicagao, como se pode ver comparando-se, respectivamente, as Figuras 5.19 e 5.20
com 5.21 5.22. Por exemplo, sem a conjugacao, para SNR;, maior do que 15dB, o
algoritmo apresenta ganho negativo, independentemente do niimero de intervalos e pontos

utilizados;
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Mapa quadratico - fQ(.)
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Figura 5.19: (a) SNR, e (b) ganho de estimacdo G do algoritmo de Viterbi utilizando a
conjugacao para o mapa quadratico para diversos comprimentos N da seqiiéncia estimada e
Ng = 20. A limitagao da Eq. (5.76) é mostrada em tracejado.

Mapa quadratico - fQ(.)
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Figura 5.20: (a) SNR,,: e (b) ganho de estimagdo G do algoritmo de Viterbi utilizando a
conjugacao para o mapa quadratico para diversos valores de Ng e N = 10. As limitagoes da
Eq. (5.76) sao mostradas em tracejado.
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Mapa quadratico - fQ(.) - Subintervalos de mesmo comprimento
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Figura 5.21: (a) SNR,, e (b) ganho de estimacao G do algoritmo de Viterbi para o mapa
quadratico para diversos valores de N sem aplicacao do mapa de conjugacao. A limitacao da

Eq. (5.76) é mostrada em tracejado.
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Figura 5.22: (a) SNR,,: e (b) ganho de estimacao G do algoritmo de Viterbi para o mapa
quadrético para diversos valores de Ng sem aplicacao do mapa de conjugacao. As limitagoes
da Eq. (5.76) sdo mostradas em tracejado.
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e quando a densidade invariante do mapa envolvido nao é uniforme, a aplicacdo de uma
conjugacao entre este mapa e outro com densidade invariante uniforme aos intervalos da

particao ¢ importante para garantir resultados adequados para a estimacao.

5.4 Comparacoes entre o algoritmo de Viterbi e o MLE

O desempenho do MLE na estimacao de érbitas é fortemente influenciado pelo ntimero de
pontos da érbita N, como mostra a desigualdade (5.49). O limite de desempenho do algoritmo
de Viterbi é mais sensivel ao nimero Ng de subconjuntos usados na particao, como mostra a
expressao (5.76).

O ganho de estimacao via MLE apresenta crescimento aproximadamente monotonico com
a SNR;, a partir de SNR;, ~ 0. Ja com a aplicacao do algoritmo de Viterbi, apds o ganho
crescer até um valor maximo, ele decai podendo ser negativo.

A curva de ganho para os dois algoritmos para estimagao de o6rbitas do mapa fr(.) é
mostrada na Figura 5.23. No caso do algoritmo de Viterbi escolheu-se apenas N = 20 ja que,

como mostra a Figura 5.17, seu desempenho praticamente se repete para outros valores.

Mapa tenda
20 T T

15+ ]

G, (dB)

——MLE-N=2

——MLE-N=5

——MLE-N=10

—MLE-N=20
MLE - N =40

— Viterbi - N = 20, Ns=100

-10 I I I I

I I I I I I
-5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
SNR,_ (dB)

Figura 5.23: Curvas de ganho para o MLE e para o algoritmo de Viterbi para estimacao de
uma 6rbita do mapa tenda fr(.).
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Na Figura 5.23 verifica-se que para SNR;, entre 0 e 20dB, que é usualmente a condi¢ao de
interesse, o algoritmo de Viterbi tem um desempenho melhor. Apenas para SNR;, acima de
20dB para N = 50 o desempenho do MLE ¢é superior; para N = 3, a ultrapassagem ocorre
perto de 35dB.

Outra distin¢ao entre o MLE e o algoritmo de Viterbi é que o primeiro tem menos com-
plexidade e requer menos memoria.

As comparacoes feitas levam a escolha do algoritmo de Viterbi na implementacao dos

sistemas de comunicagoes que sao apresentados no préximo capitulo.

5.5 Conclusoes

Este capitulo apresentou resultados a respeito da estimacao de sinais cadticos e de suas
condigoes iniciais quando imersos em AWGN.

Apo6s um estudo da estimacao da condicao inicial de Orbitas cadticas, mais precisamente,
dos limites que estimadores nao-enviesados dessas condi¢oes podem alcancar, deduziu-se que
o CRLB para este problema é funcao do nimero de Lyapunov da orbita, desde que seja usado
um numero suficiente de pontos na estimacao. Os Teoremas 6 e 7 expressam esses resultados
e, da forma na qual foram enunciados, sao um resultado original da tese.

Em seguida, descreveu-se o algoritmo MLE para a familia de mapas tenda inclinada que
possuem densidade invariante uniforme. Mostrou-se que os resultados sao compativeis com
os limites deduzidos no caso da estimacao da condicao inicial. Esse algoritmo também foi
utilizado na estimagao de orbitas inteiras resultando nas Figuras 5.11 e 5.12.

Para obter um algoritmo que se aplicasse a estimacao de orbitas de mapas mais genéricos,
deduziu-se o algoritmo de estimagao de Viterbi, nos moldes propostos por Dedieu e Kisel (1999).
Porém, esse algoritmo sé apresenta bons resultados para mapas com densidade invariante
uniforme. Para que se aplique a mapas com densidade invariante diferente, mostra-se que
é necessario modificar por mapas de conjugacao os intervalos em que o dominio do mapa é
subdividido sendo esta outra contribuicao original desta tese.

Comparando-se por simulacoes os dois algoritmos, conclui-se que, na faixa de valores de
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relagao sinal-ruido em que eles sao efetivamente empregados, o algoritmo de Viterbi leva van-

tagem nos casos em que o MLE pode ser aplicado.

No préximo capitulo, examinam-se sistemas de comunicacao que utilizam o algoritmo de

Viterbi para obter valores de SER préximos ou melhores do que os descritos no Capitulo 4.

Os enunciados dos Teoremas deste capitulo sao listados na Tabela 5.2.

Tabela 5.2: Teoremas do Capitulo 5

Teorema

Enunciado

Considere um vetor aleatorio x dependente de um parametro escalar # e uma
fungdo densidade de probabilidade p(x;60) que satisfaz a condicao de

“regularidade” F [al%éx;m] =0, # €0, sendo © oconjunto de valores

admissiveis para 6 . Neste caso, o mse de qualquer estimador nao-enviesado 6

~

satisfaz mse(#) > W em que a derivada é tomada no valor verdadeiro
_p[2lapxif)

de 0 e a esperanca é tomada com relagao a p(x;6), com 6 constante. O valor
no segundo membro da desigualdade anterior é chamado de limite inferior de
Cramér-Rao (CRLB). Além disso, pode ser encontrado um estimador nao-
enviesado que atinja este limite para todo # se e somente se existirem fungoes
h(x) e I(0) tais que m%éx;m = I1(0)(h(x) — 6). Esse estimador, que é o MVU, é
0 = h(x) e o mse é 1/I(0).

Considere uma 6rbita s(n, sg) do sistema dinamico s(n + 1, s9) = f(s(n)) sendo
que o mapa f(.) possui derivada em todos os pontos dessa érbita. Seja r(n) um
processo ruido branco gaussiano de média nula e variancia > e o sinal cor-
rompido por ruido observado s'(n) = s(n) + r(n), 0 <n < N. Entdo, o CRLB

na estimacao de sy dado s'(n) e o mapa f(.) é mse(sy) > o;

N-1 —1 d
1+ 1 (H?:O d_J;'S(jvSO))

3 .

Sao dados os mesmos vetores e condigdes do Teorema 6. Considerando-se uma
érbita s (n, sg), o limite do CRLB quando N — oo é mse(sy) > 03%, em que
L = L(sp) # 1 é o nimero de Lyapunov do atrator para o qual a érbita s (n, sg)

converge.




Capitulo 6

Modulacao digital utilizando estimacao

de sinais caoticos

Este capitulo propoe trés sistemas de modulagao digital que utilizam sinais cadticos a luz das
técnicas de estimagao discutidas no Capitulo 5. Cada sistema é analisado e seus desempenhos
sao comparados.

Os sistemas sao: o ML-CSK (Mazimum Likelihood Chaos Shift Keying - Chaveamento
cadtico com maxima verossimilhanga) utilizando dois mapas, o ML-CSK utilizando apenas um
mapa e o ML-DCSK (Mazimum Likelihood Differential Chaos Shift Keying - Chaveamento
cadtico diferencial com maxima verossimilhanga). Os dois primeiros baseiam-se nos propostos
em (KISEL; DEDIEU; SCHIMMING, 2001), nos quais empregou-se o algoritmo de Viterbi com
as modificagoes discutidas no Capitulo 5, que permitem usar mapas com densidade invariante
nao-uniforme. O terceiro é uma contribui¢ao original deste trabalho.

Simulagoes computacionais comparam o desempenho em canal AWGN desses sistemas com
os correspondentes descritos no Capitulo 4.

Nas Secoes 6.1 e 6.2 apresentam-se os sistemas ML-CSK com um e dois mapas e o ML-
DCSK. Sao discutidas na Secao 6.3 os resultados das simulacoes com os trés novos sistemas e
eles sao comparados com os do Capitulo 4. Finalmente, as conclusoes do capitulo sao apresen-

tadas na Sec¢ao 6.4.

159
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6.1 O ML-CSK modificado

O ML-CSK na versao bindria (M = 2), foi apresentado originalmente por (KISEL; DEDIEU;
SCHIMMING, 2001). Sua implementacao é feita utilizando uma ou duas fungdes de base

caodticas.

6.1.1 O ML-CSK com duas funcgoes de base

Nesse caso, o transmissor é igual ao do CSK com duas fungoes de base (Segao 4.2.3). Assim,

o sinal transmitido pelo ML-CSK é dado por
Tm(n) = xm1$1(n) + Tmasa(n) ,m =1,2. (6.1)

sendo x; = [VFy, 07 e xo = [0, VE3) 7.

Os mapas geradores dos sinais s1(n) e so(n), respectivamente fi(.) e fo(.), devem ser escol-
hidos de maneira que suas matrizes de transicao de estados, A; e A,, sejam distintas. Ao se
estimar s1(n) utilizando o algoritmo de Viterbi com a matriz A, o ganho de estimagao deve
ser baixo ou mesmo negativo. O mesmo deve ocorrer ao se estimar s(n) usando Aj.

O receptor para o ML-CSK com duas fungoes de base é mostrado na Figura 6.1.

o

Decodificador 0, [calculo de ;o Zy i
)<n(n) de Viterbi A, verossimilhanga —;:N T Cirggito X
i 0 decisédo
Decodificador | 0, [ calculo de oz,
> imi I
de Viterbi A, verossimilhanca _;: N'—*_l

|

Figura 6.1: Diagrama de blocos do receptor ML-CSK com duas fungoes de base.

Os decodificadores de Viterbi no receptor tentam recuperar o sinal original x,,(n) a partir
das matrizes de transicao de estados: ou A; ou As.
A cada simbolo sao obtidas as sequiéncias de estados estimadas, {; e §2. Dadas as ob-

servagoes z'(n), as varidveis de observagao z,; € zn,e sd0 proporcionais a probabilidade de se
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obter q; e 4o respectivamente. Mais precisamente,

ot = [ Pl (n — 1), An)p(a’ ()l (m), (62)
w2 = [] PGla(n — 1), Ap(' (1) da(m). (63)

Nessas equagoes utilizou-se a medida de verossimilhanga expressa na Eq. (5.62) da pagina 144.
A probabilidade P(g(n)|G(n — 1), A;) é lida diretamente da matriz de transi¢ao de estados
A; e p(2'(n)|Gg(n)) depende apenas da func¢ao densidade de probabilidade do ruido e pode ser
aproximada como descrito por Dedieu e Kisel (1999).

A decisao é feita por comparacao entre as duas medidas de verossimilhanca, 2,1 € zn2. De
acordo com a maior decide-se qual mapa foi utilizado no transmissor, ou seja, se X,,, = X; ou
X,, = Xg, com maior probabilidade.

A dificuldade de projeto que aparece é como obter o mapa fy(.) com matriz de transigao
de estados Ay que permita discriminar as medidas de verossimilhanca das Egs. (6.2) e (6.3).

Como primeiro enfoque, para mapas lineares por partes no intervalo U = [—1, 1], pode-se

utilizar a seguinte regra, adaptada de (KISEL; DEDIEU; SCHIMMING, 2001):

1S 1, 1(Ss 0
hols) = fils) +1, fi(s) < (6.4)
fi(s) =1, fi(s) >0

A Figura 6.2 mostra a constru¢do do mapa fy(.) para o mapa fi(.) = fr(.). Da forma

proposta, fi(s) e fa(s) mapeiam s em pontos distantes de uma unidade.

1
— e

0.5 — 5O

-05 /
-1
1 -0.5 0

f(s)

0.5 1
s

Figura 6.2: Construgdo do mapa f»(.) para fi(.) = fr(.).
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Nesse caso, utilizando particao uniforme e o procedimento detalhado na Se¢ao 5.3.3, chega-

se as seguintes matrizes para Ng = 5:

11000 003 1 3

003 %0 L0000
Ai=l00001|,A=l0l1o0o0 (6.5)

00310 300 3

3 3000 (00 5 3 5

As 6rbitas geradas por esse f(.) tém nimero de Lyapunov L = 2, j& que a derivada em
cada ponto continua tendo médulo constante e igual a 2. Simulagoes mostram que elas também
sao aperiodicas garantindo-se assim que sejam caoticas.

Note-se porém que esse método nao é necessariamente 6timo e deve ser aplicado com
cautela. Nao hd nenhuma garantia de que as érbitas do mapa fs(.), gerado dessa forma, tém
comportamento cadtico no caso geral.

Por exemplo, caso fosse aplicada a mesma estratégia para o mapa quadratico obter-se-ia
o mapa f>(.) mostrado na Figura 6.3, cujas Orbitas convergem para um ponto fixo estével
superatrator (DEVANEY, 2003) em s = 0, que atrai todas as drbitas no intervalo [—1, 1], ou

seja, nao seriam produzidas orbitas cadticas.

1 ]
N [—1©
Ponto fixo < _ _f(s
0.5 superatrator . 2( )
- ---fs)=s
2 o0
-0.5
_1 g
-1 1

Figura 6.3: Tentativa de construgdo do mapa fo(.) para fi(.) = fo(.) usando a regra da
Eq. (6.4). Em destaque o ponto fixo superatrator que aparece nesse caso.

Para efeitos de simula¢do computacional, utilizou-se como base o mapa fo(.) = —fo(.)
mostrado na Figura 6.4. Esse mapa possivelmente nao é 6timo, ja que os pontos préximos das

raizes de f1(.) e fa(.) sAo mapeados préximos pelas duas fungoes. As matrizes de transigao de
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estados para esses dois mapas para Ng = 5 utilizando a partigao (5.75) da pagina 148 sao:

33000 000 3 3
00310 00100
Al=100001]|,A=|10000 (6.6)
003110 00100
|5 3 00 0 000 5 &
1
— £
0.5 —1£(s)
2 o0
-0.5
-1

Figura 6.4: Construgao do mapa f»(.) utilizado nas simulagoes para fi(.) = fo(.).

Com essa escolha de f5(.), as érbitas resultam aperiédicas e encontra-se um numero de
Lyapunov igual a 2 para suas orbitas, garantindo sua condicao cadtica. Porém, repara-se que
nas posicoes ass € a43 existem probabilidades de transi¢ao nao-nulas simultaneamente em ambas
as matrizes o que gera erros na deteccao do ML-CSK. Como isto nao acontece em nenhuma
das posigoes das matrizes da Eq. (6.5), espera-se que o par de mapas quadraticos resulte num
sistema com pior desempenho.

Encontrar o mapa f5(.), dado o mapa fi(.), que apresenta propriedades 6timas de separagao
entre as matrizes A; e Ay é um problema em aberto. Como mostra o exemplo anterior, é
necessario impor ainda que o mapa fo(.) gere érbitas cadticas.

A Figura 6.5 mostra os exemplos de sinal transmitido z(n) pelo ML-CSK utilizando (a) o
mapa tenda e (b) o mapa quadratico. Essa figura pode ser comparada com as Figuras 4.4, 4.13

e 4.22 que mostram os sinais equivalentes para o CSK, o DCSK e o FM-DCSK respectivamente.
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MLCSK com dois mapas
T
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Figura 6.5: Sinais ML-CSK com duas fungoes de base para a seqiiéncia {1,1,0,1,0,0,1,0}:
(a) mapa tenda; (b) mapa quadratico. Em ambos os casos N = 50 e Ej, = 1. Os simbolos “1”
e “0” sao transmitidos por z1(n) e x2(n) respectivamente.

6.1.2 O ML-CSK com uma funcao de base

Também ¢é possivel construir um sistema de modulacao com recepcao baseada na estimacao
pelo algoritmo de Viterbi utilizando apenas uma funcao de base. Nesse caso, de acordo com
o simbolo que se deseja enviar, transmite-se o sinal cadtico diretamente ou aplica-se uma
transformacao invertivel a essa seqiiéncia. Essa transformacao deve fazer com que a seqiiéncia
transformada nao seja mais um trecho de o6rbita valido do mapa utilizado. Dessa forma, evita-se
o problema de encontrar um mapa f5(.), como no caso de duas seqiiéncias de base.

Para o caso bindario, para mapas que nao sejam impares, essa transformacao pode ser, por
exemplo, T'(s) = —s que pode ser desfeita multiplicando-se novamente a seqiiéncia por -1.
Nesse caso, o transmissor ML-CSK com um mapa é igual ao do CSK bipolar com uma funcao
de base, ou seja,

Tm(n) = zpmis1(n),m=1,2. (6.7)

sendo z11 = VvV Ep € x10 = —V E}.
O demodulador para esse sistema é mostrado na Figura 6.6. As duas varidveis de observacao
Zm1 € Zma sdo calculadas conforme a Eq. (6.2). Porém, no célculo de z,,2, x/, (n) é substituido

por —x, (n).
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Decodificador 4, [calculo de N Zm crouita A
' ) verossimilhanga
% (n) de Viterb A, ¢ n=N-1 de X
deciséo
L Decodificador g, | Céleulo de X Zm
’3 verossimilhanga nNo1
de Viterb A,
I

Figura 6.6: Diagrama de blocos do receptor ML-CSK com uma fung¢ao de base.

Se z1(n) é transmitido, ndo ha a multiplicagdo por -1 no transmissor e a verossimilhanga
expressa por z,,; deve ser maior do que z,s ja que —z1(n) nao é uma 6rbita do mapa fi(.). Ja
se xo(n) é transmitido, —x9(n) é uma 6rbita do mapa fi(.) e 2,2 deve resultar maior que z,;.

Esse esquema de modulacao-demodulacao é mais simples do que o anterior, ja que a de-
codificacao se baseia apenas em uma matriz de transicao de estados.

E interessante ressaltar que esse esquema pode ser generalizado para uma modulagao M-
aria, M > 2. Nesse caso, basta considerar outras transformacoes invertiveis e ainda é necessario
apenas uma matriz de transicao de estados.

Note-se que a transformacao apresentada é apenas ilustrativa. A escolha da transformacao
invertivel nao constitui objeto deste trabalho.

A Figura 6.7 mostra exemplos de sinais modulados utilizando o ML-CSK com um mapa
para fi(.) = fr() e fi() = fal.).

ML-CSK com um mapa

(@ 03 : : :
0.2 : g
0.1 |
o i I
X it | | ‘
-0.1H [
-0.2
L L L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400
n
() 03
oAz j : S
0.1} f | i
s o
< ||
-0.1
-0.2 g
L L L L L L L
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n

Figura 6.7: Sinais ML-CSK com uma fungao de base para a seqiiéncia {1,1,0,1,0,0,1,0}: (a)
mapa tenda; (b) mapa quadrético. Em ambos os casos N = 50 e E, = 1. Os simbolos “1” e
“0” sao transmitidos por x1(n) e xo(n) respectivamente.
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6.2 O ML-DCSK

Esse sistema é uma modificagao do DCSK descrito no Capitulo 4. O que os distingue ¢é a
introducao de um estimador de Viterbi no receptor, de forma a melhorar a relacao sinal-
ruido do trecho de referéncia do sinal DCSK, que é sempre o mesmo independente do simbolo
transmitido.

Assim, o transmissor do ML-DCSK é o mesmo do DCSK apresentado na Figura 4.12 da

pagina 91. Seu receptor é mostrado na Figura 6.8.

Estimador d - L -
X (n) .(n) Nt . Zy | Circuito | %
> ) N z ——o_ﬁ\._—> de L »
Viterbi 0< n<E n:N7 n=N-1 decis3o

Nz

Figura 6.8: Diagrama de blocos do receptor ML-DCSK. O estimador de Viterbi fornece uma
estimativa dos primeiros N/2 pontos de 2/, (n).

A idéia béasica do ML-DCSK é obter um trecho de referéncia mais préoximo do que foi
transmitido. Se o nimero de subintervalos utilizados Ng for suficientemente grande, Z,,(n) ~

Tm(n) para 0 < n < N/2 e, nesse caso, usando a notacao adotada até aqui,

(6.8)

Comparando a expressao (6.8) com a equivalente para o DCSK (Eq. (4.47) da pagina 105),

repetida aqui por conveniéncia:

Zm =(=1)""E} g $*(n) +VE, N_Z_; 5 (n - g) r(n) + (-1)"/E, Ji s(n)r (n - g)

+ Ni r(n)r (n - g) , (6.9)

nota-se a auseéncia das duas ultimas parcelas o que deve reduzir a variancia de z,,; desde que
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Tm(n) = Ty (n) para 0 <n < N/2.

A utilizacao da estimagao de Viterbi também no ramo com o atraso foi testada. Nesse
caso, sao necessarios trés estimadores: um estimando o trecho de referéncia e dois para o
trecho de informagao, que tenta estimar z1(n) e x2(n) no intervalo N/2 < n < N. Assim,
as variaveis de observacao sao as correlagoes entre a estimativa do trecho de referéncia e cada
uma das estimativas do trecho de observacao. A correlacao que resulta maior indica o simbolo
transmitido. Porém, a idéia foi descartada por nao apresentar ganhos consideraveis em relagao

ao ML-DCSK proposto, além de aumentar muito a complexidade do receptor.

6.3 Curvas de desempenho em canal AWGN

Nessa secao sao mostrados alguns resultados de simulacoes computacionais dos sistemas ML-
CSK descritos, buscando avaliar seu desempenho em termos de SER em canais AWGN. Utili-
zam-se 0s mesmos procedimentos e métodos do Capitulo 4 a fim de facilitar comparagoes com

os sistemas 14 descritos e com os sistemas de modulagao convencionais.

6.3.1 Curvas de desempenho do ML-CSK modificado

Na Figura 6.9 sdo mostradas curvas de SER em funcao de Ej/Ny para o ML-CSK utilizando
dois mapas. Nesse caso, é utilizado o mapa tenda como fi(.) e Ng = 100. Para comparagao,
sao mostradas as taxas de erro de simbolo do sistema COOK em tracejado. Verifica-se que
as curvas para o ML-CSK dependem do nimero de pontos utilizados por simbolo N, pois a
qualidade da estimativa do algoritmo de Viterbi nao depende de N para uma mesma SNR;,,
como se percebe pela Figura 5.17 da pagina 151. Como E,/Ny = SNR;, - N, quanto menor
N, maior a SNR;,, para uma mesma FEj/Ny, tornando melhores a qualidade da estimacao do
desempenho do ML-CSK. Em contrapartida, quanto menor N, mais dificil fica a discriminacao
entre os dois mapas, o que tende a piorar o desempenho do ML-CSK. A juncao desses dois
efeitos causa um comportamento complicado das taxas de erro com N.

O numero de subintervalos escolhidos para o algoritmo de Viterbi, Ng¢ = 100 garante

que a particao nao afeta de forma significativa o desempenho do sistema na faixa de E,/Ny
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considerada.

ML-CSK com dois mapas e fl(.) = fT(.) x COOK

10 T T

SER

10 F[——ML-CSKN =2
—  ML-CSKN=6 |
—  ML-CSKN=10|
—— ML-CSK N = 20
——— ML-CSK N =50
- - —COOK-N=2
107k COOK -N =6

- - —COOK-N=10

COOK - N = 20
- - —COOK - N =50

0 5 10

|
15 30
E,/N, (dB)

Figura 6.9: Taxas de erro de simbolo do ML-CSK com duas fungdes de base utilizando fi(.) =
fr(.).

Compara-se o desempenho do ML-CSK com dois mapas com o do sistema COOK, que
tem o melhor desempenho entre os sistemas com recepcao baseada em correlagao nao-coerente,
conforme a Segao 4.5.1. Claramente, o ML-CSK oferece melhores resultados ao custo de maior
complexidade no receptor. Além disso, o ML-CSK realmente emprega a informacao para
alterar as caracteristicas cadticas do sinal e nao sua energia.

Ao contrario do COOK, o ML-CSK depende fortemente das caracteristicas dos mapas uti-
lizados na modulagao, através das matrizes de transicao de estados, que devem ser conhecidas
tanto pelo transmissor quanto pelo receptor para permitir a demodulagao. Assim, pode-se
supor uma maior dificuldade de detecgao nao-autorizada em relagao ao COOK.

A Figura 6.10 mostra o desempenho obtido ao se utilizar fo(.) como fi(.) mantidas as
demais condi¢oes. Apesar dos niveis de SER ainda estarem abaixo dos do COOK para altas
E,/Ny, seu desempenho é levemente inferior ao caso do mapa tenda. Com o mapa fg(.), as

matrizes A; e Ay (Eq. (6.6)) apresentam simultaneamente posi¢oes nao-nulas, o que aumenta
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a probabilidade de erro na decodificacao. Esses resultados ilustram a importancia da escolha

judiciosa dos mapas para o funcionamento adequado desse sistema.

ML-CSK com dois mapas e fl(.) = fQ(.) x COOK
10 T T

e T e e

10

SER

—— ML-CSK-N=2
—— ML-CSK-N=6
— ML-CSK-N=10
— ML-CSK-N =20
— ML-CSK - N =50
- —-—-COOK-N=2
COOK-N=6
10_3, - - -COOK-N=10
COOK-N=20
- - - COOK-N=50

| | | \
0 5 10 15 20 25 30
Eb/N o

10

Figura 6.10: Taxas de erro de simbolo do ML-CSK com duas fungoes de base utilizando

fi() = fq()-

As Figuras 6.11 e 6.12 mostram curvas de desempenho para o ML-CSK utilizando um mapa
e a transformacao T'(s) = —s. Na Figura 6.11, é utilizado o mapa tenda, fi(.) = fr(.) e na
Figura 6.12 ¢é utilizado o mapa fi(.) = fo(.). Novamente, o COOK ¢ utilizado como parametro
de comparagao.

Considerada no seu conjunto, as simulagoes mostram um desempenho levemente superior
dos sistemas com um unico mapa quando comparados aos com dois mapas. Note-se que os
receptores dos sistemas com um unico mapa sao mais simples pois necessitam armazenar apenas
uma matriz.

O melhor resultado do mapa fr(.) em relacdo ao mapa fg(.) novamente confirma a im-
portancia da escolha do mapa e da transformacao a ser empregada. Encontrar mapas e trans-
formacgoes que otimizem o desempenho desses sistemas é um problema complicado ainda em

aberto.
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ML-CSK com um mapa e fl(.) = fT(.) X COOK
10 T T
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Figura 6.11: Taxas de erro de simbolo do ML-CSK com uma fungao de base utilizando f;(.) =
fr(.).

ML-CSK com um mapa e f1(') = fQ(.) x COOK
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Figura 6.12: Taxas de erro de simbolo do ML-CSK com uma fungao de base utilizando f;(.) =
fol.)-
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A Figura 6.13 permite comparar a SER obtida com o ML-CSK com um ou dois mapas e
com fi1(.) = fr(.) ou fi(.) = fo(.) para N = 10. Entre todos, o ML-CSK com um mapa e

fi(.) = fr(.) é o que apresenta melhor desempenho.

ML-CSK - N =10

10" ¢ T ‘

SER

2 mapas - fT(.)
| | —— 2 mapas - fQ(.)
.| —— 1 mapa - fT(.)

— 1 mapa- fQ(.) ‘
10 k| —— COOK 7

|
0 5 10 15 20 25 30
E,/N, (dB)

Figura 6.13: Taxas de erro de simbolo para os sistemas ML-CSK testados (N = 10).

6.3.2 Curvas de desempenho do ML-DCSK

Estao mostradas na Figura 6.14 curvas de erro de simbolo para o ML-DCSK . Foi utilizado
o mapa tenda fr(.) e Ng = 100. As curvas do sistema DCSK também sdo mostradas em
tracejado para facilitar a comparacao.

Pela andlise da taxa de erro de simbolo, verifica-se que fixado uma relagao £,/Ny, a SER do
ML-DCSK ¢é sempre maior do que a do DCSK. Os resultados mostram que a variancia de z,,;
do ML-DCSK em relagao ao do DCSK sem estimagao de maxima verossimilhanga nao decaiu

e a aproximagao da expressao (6.8) ndo se verificou nas simulagoes.
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ML-DCSK com f(.) = f.(.) x DCSK

10 T \ T \
— ML-DCSK-N=2
ML-DCSK-N=6 | |
— ML-DCSK - N = 10| 1
ML-DCSK — N = 20| 1
— ML-DCSK - N = 50| |
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DCSK-N=6
- - -DCSK-N=10
DCSK -N=20
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SER

15 20 25 30
E/N, (dB)

Figura 6.14: Taxas de erro de simbolo do ML-DCSK utilizando o mapa fr(.) como gerador e
Ng = 100.

6.4 Conclusoes

O capitulo descreveu trés sistemas que empregam estimacao pelo algoritmo de Viterbi na
tentativa de aperfeicoar o desempenho dos sistemas descritos no Capitulo 4.

Como ja foi visto, o COOK ¢ o sistema baseado em recepc¢ao nao-coerente com melhor
desempenho (pagina 102). Comparado com ele, 0 ML-CSK com um ou dois mapas apresentou
desempenho melhor em canal AWGN. O custo dessa melhora sem duvida é a maior complexi-
dade do receptor. Em contrapartida, a informacao é codificada na dinamica do sistema cadtico
e nao em propriedades facilmente mensuraveis, como a energia, tornando assim mais dificil a
deteccao nao-autorizada. E necessério o conhecimento das matrizes de transicao de estados no
receptor para realizar a demodulacao.

Sao necessarias mais pesquisas para se encontrar mapas com matrizes de transicao de
estados que tornem, no caso do ML-CSK com dois mapas, as medidas de verossimilhancas das

Egs. (6.2-6.3) mais discriminantes. Um caminho vidvel poderd ser o uso de algum método de
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otimizagao. No caso com um tunico mapa, a transformacao invertivel utilizada também deve
ser melhor estudada.

J4, no caso da recepcao diferencial, o ML-DCSK apresentou resultados mais modestos do
que o DCSK, mostrando ser necessario mais estudo para aplicagao eficiente dos métodos de

estimacao de dérbitas cadticas, melhorando o desempenho desse tipo de recepcao.



Capitulo 7

Conclusoes e trabalhos futuros

Desde a publicacao de alguns trabalhos pioneiros como, por exemplo, (YAMADA; FUJISAKA,
1983; PECORA; CARROLL, 1990; CUOMO; OPPENHEIM, 1993b; HAYES; GREBOGI,
OTT, 1993), surgiu um interesse crescente na utilizagdo de sinais caéticos em sistemas de
modulagao.

Muitos dos primeiros trabalhos tinham como base a possibilidade de sincronizacao entre
sistemas cadticos com condigoes iniciais arbitrarias, demonstrada em (YAMADA; FUJISAKA,
1983; PECORA; CARROLL, 1990). Porém, apesar de funcionarem em condigdes ideais, esses
sistemas mostraram-se bastante vulneraveis quando submetidos a ruido aditivo ou quando
havia diferengas de parametros entre transmissor e receptor (EISENCRAFT; GERKEN;, 2000;
EISENCRAFT, 2001; WILLIAMS, 2001).

Mesmo com avangos nas técnicas de sincronizagao cadtica nos ultimos anos (MILLERI-
OUX; DAAFOUZ, 2001; BOUTAYEB; DAROUACH; RAFARALAHI, 2002), boa parte dos
trabalhos na area da Engenharia de Telecomunicagoes que tratavam de modulagao utilizando
sinais cadticos passaram a considerar com maior énfase os sistemas de modulagao digital nao-
coerentes e diferenciais, ou seja, aqueles que nao necessitam da recuperacao das seqiiéncias de
base para realizar a demodulagao. Diversas modulagoes digitais foram propostas nessa linha,
destacando-se o CSK e o DCSK e suas variagoes (KOLUMBAN; KENNEDY; CHUA, 1998).
Porém, na maior parte desses sistemas a informacao nao é codificada na dinamica cadtica e

sim em propriedades mais simples do sinais transmitidos, como sua energia ou a correlagao

174
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entre seus trechos. Informacoes sobre a dinamica dos mapas geradores de sinais cadticos nao
sao utilizadas no processo de demodulagao.

Nesta tese, foram abordadas técnicas de estimacao de sinais cadticos gerados por sistemas
unidimensionais de tempo discreto e de suas condigoes iniciais, visando aplicd-las para mel-
horar as caracteristicas dos sistemas CSK e DCSK. Neste sentido: determinou-se limites de
desempenho na estimacao de condicoes iniciais de orbitas cadticas em funcao de propriedades
estatisticas do seu atrator; foi obtida uma generalizacao do algoritmo de Viterbi proposto por
Dedieu e Kisel (1999) de forma que ele pudesse ser aplicado a mapas mais genéricos e nao
apenas a mapas com densidade invariante uniforme; e estudaram-se sistemas que utilizam este
algoritmo na demodulacao. Além disso, estendeu-se a notacao equivalente passa-baixas de
tempo discreto, usual em sistemas com portadoras senoidais, para sistemas com portadoras
caoticas.

Contribuigoes e conclusoes do trabalho sao apresentadas a seguir juntamente com propostas

de trabalhos futuros.

7.1 Contribuicgoes

No Capitulo 1 discutiram-se os problemas que limitam a aplicacao de modulagoes cadticas em

sistemas de comunicagoes praticos:
[. determinagao tedrica da largura de banda dos sinais cadticos;
II. sincronizacao cadtica;
III. avaliacao em condicoes nao ideais de canal;
IV. integracao com a tecnologia existente;
V. adequagao e uniformidade de notacao;
VI. escolha dos mapas geradores a serem utilizados;

VII. exploracao mais intensa das propriedades da dinamica cadtica em receptores nao-coerentes

e diferenciais.
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Desses, nesta tese foram estudados aspectos relacionados aos problemas (V), (VI) e (VII)
que sao respectivamente a adequacao e uniformidade de notacao, a escolha dos mapas ger-
adores a serem utilizados e a exploracao mais intensa das propriedades da dinamica cadtica
em receptores nao-coerentes e diferenciais.

As principais contribuigbes dessa tese encontram-se esquematizadas na Tabela 7.1 e sao

descritas de forma resumida em seguida.

Tabela 7.1: Principais contribuigoes da tese

Capitulo Contribuicoes

4 A. Notacao de equivalente passa-baixas de tempo discreto para sistemas de
modulacao digital com portadoras cadticas

5 B. CRLB na estimacao de condigoes iniciais de érbitas cadticas em funcao do
ntmero de Lyapunov (Teoremas 6 e 7)

C. Generalizacao do algoritmo de Viterbi para estimagao de orbitas cadticas
de mapas com densidade invariante nao-uniforme

D. Comparagoes entre MLE e algoritmo de Viterbi na estimacao de 6rbitas

6 E. Avaliacao do desempenho do ML-CSK utilizando mapas com densidade in-
variante nao-uniforme

F. ML-DCSK

A. Notacao de equivalente passa-baixas de tempo discreto para sistemas de mod-

ulacao digital com portadoras cadticas

Tendo-se em mente o problema (V), utilizou-se uma nota¢do comum para sistemas
de modulacao digital usando portadoras senoidais ou caoticas fazendo andlises exclu-
sivamente em tempo discreto, que sao mais convenientes para se trabalhar com ma-
pas geradores de sinais cadticos. A inspiracao para a notagao unificada sao os artigos

(KOLUMBAN; KENNEDY; CHUA, 1997, 1998) que utilizam tempo continuo.
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B. CRLB na estimacao de condicoes iniciais de orbitas caéticas em funcao do

nimero de Lyapunov (Teoremas 6 e 7)

Para mapas unidimensionais quaisquer, deduziram-se limites de desempenho, mais pre-
cisamente, o limite inferior de Cramér-Rao (CRLB), na estimacdo de condigdes iniciais
de orbitas. Mostrou-se que, quando o niimero de pontos utilizados na estimacgao tende a
infinito, esse limite depende apenas do nimero de Lyapunov do atrator da érbita. Esse

resultado pode ser interessante a luz do problema (VI).

C. Generalizacao do algoritmo de Viterbi para estimacao de érbitas cadticas de

mapas com densidade invariante nao-uniforme

Considerando os problemas (VI) e (VII), propos-se uma generalizagao do algoritmo de
estimagao de Viterbi para dérbitas cadticas de Dedieu e Kisel (1999). Essa extensao tornou
o novo algoritmo aplicdvel a mapas com densidade invariante nao-uniforme desde que se
conheca uma conjugacao de tal mapa com um mapa com densidade invariante uniforme.
Utiliza-se um processo andlogo ao filtro branqueador que aparece em diversos problemas
como os de predigao linear (HAYKIN, 1996), de representacao espectral (PAPOULIS;
PILLAI, 2002), de modelamento de canais com interferéncia intersimbdlica (PROAKIS,

1995), entre outros.

D. Comparacgoes entre MLE e algoritmo de Viterbi na estimacao de orbitas

Tendo em vista o problema (VII), compararam-se os desempenhos de duas formas de
estimacao para Orbitas cadticas: o estimador de maxima verossimilhanca proposto em
(PAPADOPOULOS; WORNELL, 1993) e o algoritmo de Viterbi citado acima em (C).
Além de se aplicar, com a generalizacao que foi exposta, a uma categoria maior de mapas,
o algoritmo de Viterbi apresentou maiores ganhos de estimagao numa faixa consideravel
de relacao sinal-ruido desde que se escolhesse um numero de intervalos de particao con-

veniente.

E. Avaliacao do desempenho do ML-CSK utilizando mapas com densidade in-

variante nao-uniforme
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Com a contribuicao (C) descrita acima, pode-se avaliar também para mapas com den-
sidade invariante nao-uniforme, o desempenho dos sistemas ML-CSK com um e dois
mapas propostos em (KISEL; DEDIEU; SCHIMMING, 2001). Tais sistemas tiveram de-
sempenho melhor do que seus equivalentes que utilizam correlagao nao-coerente. Porém,
mais pesquisas sao necessarias para escolher mapas e transformacgoes que tornem o de-

sempenho desses sistemas otimos.

F. O sistema ML-DCSK

Ainda com relagdo ao problema (VII) propos-se o sistema DCSK com estimagao de
maxima verossimilhanga (ML-DCSK - Mazimum Likelihood DCSK), um sistema baseado
em recepcao diferencial semelhante ao DCSK, mas que utiliza um estimador de Viterbi
para melhorar a relacao sinal-ruido do trecho de referéncia. Os resultados das simulagoes

indicaram a necessidade de mais estudo para melhorar o desempenho do DCSK.
Como resultado da contribuigao (B) foi publicado o artigo

e EISENCRAFT, M.; BACCALA, L. A. The impact of the Lyapunov number on the
Cramér-Rao lower bound for the estimation of chaotic signals. In: INTERNATIONAL
WORKSHOP ON TELECOMMUNICATIONS, 2004, Santa Rita do Sapucai. Proceed-
ings of IWT’2004, p. 176-179.

Além disso, foi submetido um artigo a 1st IFAC Conference on Analysis and Control of
Chaotic Systems (http://www.univ-reims.fr/Labos/LLAM /chaos06/) a ser realizada de 28 a 30
de junho de 2006 em Reims, Franca.

A contribuigao (D) gerou um resumo submetido a IX FEzperimental Chaos Conference
(http://www.lac.inpe.br/ecc9) a ser realizada de 29 de maio a 1° de junho de 2006 em Sao

José dos Campos, Sao Paulo.

7.2 Conclusoes

Seguem-se as principais conclusoes a que se chegou no desenvolvimento desta tese.
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7.2.1 Modulacgoes digitais usando sinais caéticos baseadas em cor-
relacao

No Capitulo 4 analisou-se qualitativa e quantitativamente o desempenho em canal AWGN de
sistemas de modulacao digital utilizando portadoras cadticas e recepcao baseada em correlacao.

Concluiu-se que:

e Os receptores com correlacao coerente, apesar de étimos quando as fungoes de base sao
conhecidas no receptor (LATHI, 1998), apresentam um grave empecilho: dependem da
sincronizacao cadtica, que, pelo menos nas formas propostas até hoje, é sensivel ao ruido
no canal e descasamento de parametros entre transmissor e receptor, impossibilitando sua
aplicagao em canais em que o ruido é uma limitagdo (EISENCRAFT; GERKEN, 2000;
WILLIAMS, 2001). Assim, os estudos aqui concentraram-se em sistemas com recepgao

nao-coerente e diferencial.

e As modulagoes COOK e CSK unipolar com recep¢ao nao-coerente apresentam taxas de
erro de simbolos altas comparadas aos sistemas equivalentes convencionais com portadora
senoidais (ASK nao-coerente). Isto deve-se a dois fatores: a variabilidade da energia dos
trechos de sinais cadticos e a auséncia de um sinal de referéncia sem ruido no receptor.
Esse ultimo obriga a realizagao de um produto de sinais somados a ruido tornando o
nivel de decisao dependente da poténcia do ruido no canal e a taxa de erro dependente

do ntimero de amostras utilizado para representar cada simbolo.

e No DCSK com recepcao diferencial, o nivel de deteccao independe da poténcia de ruido.
Esse sistema apresenta desempenho melhor do que o CSK nao-coerente porém ainda

inferior, em canal AWGN, ao convencional DPSK binério.

e Entre as modulagoes cadticas estudadas, o FM-DCSK com recepcao diferencial é o que
apresenta menor taxa de erro para um valor fixo de FEj,/Ny em canal AWGN. Essa su-
perioridade deve-se a trés fatores: consegue-se manter a energia por simbolo constante;
a independéncia do nivel de decisao com a poténcia do ruido; e a desnecessidade da

sincronizacao cadtica caracteristicas da demodulagao diferencial. Porém, o desempenho
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ainda fica abaixo do DPSK binario convencional devido a auséncia de um sinal de re-

feréncia no receptor.

e Nao se deve utilizar o pior desempenho dessas modulagoes digitais cadticas em relacao
as convencionais em canal AWGN para descarta-las. Em primeiro lugar porque a car-
acteristica banda larga dos sinais cadticos pode ser vantajosa em algumas situacoes,
como canais com multipercurso (KENNEDY et al., 2000). Além disso, as recepgoes nao-
coerentes e diferenciais estudadas nao utilizam informacgoes sobre a dindmica do mapa.
Essas podem ser usadas para diminuir a taxa de erro de simbolo através da estimacao

dos sinais cadticos no receptor.

7.2.2 Estimacao de condicoes iniciais de sinais cadticos

Com o Teorema 6 (Capitulo 5) pode-se obter limites de desempenho (o CRLB) para estimadores
nao-enviesados das condigoes iniciais de érbitas a partir de um trecho de N pontos corrompido
por AWGN. Quando N é suficientemente grande, o Teorema 7 apresentou um limite que
depende apenas de N e do nimero de Lyapunov do atrator da orbita, cadtica ou nao. A partir

destes resultados, concluiu-se que:

e (Caso deseje-se estimar apenas a condicao inicial sy de uma érbita e nao a 6rbita como um
todo, é mais interessante, em principio, usar mapas com numero de Lyapunov elevado.
Deve-se ressaltar que essa escolha torna mais dificil a reconstrucao da orbita inteira a
partir de sy ja que o nimero de Lyapunov é uma taxa média de separacao entre orbitas

préximas.

e No caso de érbitas cadticas, a dependéncia do CRLB com a condicao inicial que estd sendo
estimada diminui com N. Isto se deve a transitividade, ou seja, a propriedade das orbitas

cadticas percorrerem as vizinhangas de todos os pontos do seu atrator (DEVANEY, 2003).

e O CRLB cai exponencialmente conforme N aumenta para Orbitas cadticas. Assim, a
cada novo ponto utilizado na estimacao, muita informacao é acrescentada. Esse fato é

conseqiiéncia da geracao de informagao caracteristica de sistemas caéticos (FERRARA;
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PRADO, 1994). Para uma orbita assintoticamente periédica, por exemplo, o CRLB

tende a uma constante conforme N cresce.

7.2.3 Estimacao de sinais cadticos

No Capitulo 5, descreveram-se dois métodos de estimacao de dérbitas cadticas corrompidas por
AWGN: o MLE e o algoritmo de Viterbi. O primeiro foi deduzido apenas para mapas que
possuem densidade invariante uniforme. Ja o segundo abrange casos mais genéricos desde que
se consiga uma conjugacao entre o mapa gerador da orbita e um mapa com densidade invariante
uniforme. A partir das simulagdes computacionais descritas naquele capitulo, chegou-se as

seguintes conclusoes:

e FEscolhido o nimero de intervalos de particao adequado, a estimacao pelo método de
Viterbi apresenta melhores ganhos de estimacao do que o MLE para valores de SNR
baixos e moderados, como mostrado no exemplo da Figura 5.23. Além disso, a general-
izacao do método de Viterbi se aplica a uma classe maior de mapas. Por essas razoes,
ela foi escolhida para a implementacao dos sistemas ML-CSK e ML-DCSK no Capitulo
6.

e O método de Viterbi apresenta ganho de estimacgao positivo para mapas com densidade
invariante uniforme quando o ntimero de subintervalos Ng escolhido é maior ou igual a

105NRin/20 sendo SNR;, a relagao sinal-ruido em dB do sinal a entrada do estimador.

e Simulagoes computacionais indicam que, para os mapas testados, o ganho de estimacao
pelo algoritmo de Viterbi tem uma dependéncia fraca com o nimero de Lyapunov da

orbita.

e A mudanga no algoritmo de Viterbi de Dedieu e Kisel (1999) para que ele possa ser
aplicado a mapas com densidade invariante nao-uniforme é efetivamente necessaria. Esse
processo, baseado em conjugacao de mapas ¢ analogo ao processo de branqueamento
utilizado em problemas de predi¢ao linear (HAYKIN, 1996), de representagao espectral
(PAPOULIS; PILLAI, 2002), de modelamento de canais com interferéncia intersimbélica
(PROAKIS, 1995) entre outros.
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7.2.4 Sistemas de modulacao envolvendo estimacgao de sinais cadticos

No Capitulo 6, foram estudados trés sistemas de modulacao cadtica que diferem dos descritos
no Capitulo 4 por utilizarem a estimagao de maxima verossimilhanca de drbitas cadticas. As

simulagoes computacionais realizadas com esses sistemas permitiram as seguintes conclusoes:

e Estimacao de 6rbitas no receptor é uma forma de utilizar informacoes sobre a dinamica
dos mapas geradores dos sinais cadticos e assim obter taxas de erros menores do que as
dos receptores nao-coerentes. Essa informacao expressa-se pelas matrizes de transicao de

estados.

e Os desempenhos em canal AWGN dos sistemas ML-CSK com um e dois mapas foram
comparados ao do sistema COOK, que tem os melhores resultados entre os sistemas
baseados em modulagao cadtica com recepgao por correlagdo nao-coerente. De forma
geral, os sistemas baseados em estimacao foram superiores, com leve vantagem do ML-
CSK com um tnico mapa. Porém, espera-se que estes resultados possam ser melhorados
escolhendo-se mapas e transformagoes invertiveis com os quais se consiga maior discrim-

inacao entre as medidas de verossimilhanga no receptor.

e O ML-DCSK ¢ baseado no DCSK. Nesse sistema se faz uma estimagao do trecho de
referéncia para melhorar a relacao sinal-ruido desse trecho; entretanto, ele nao apresentou
desempenho satisfatério em relacao ao DCSK original. Comparado ao FM-DCSK, seu
desempenho deixa a desejar. E preciso mais pesquisa para aproveitar melhor os processos

de estimagao de érbitas em receptores diferenciais.

7.3 Trabalhos Futuros

A pesquisa realizada durante a elaboragao desta tese, levou a uma série de possibilidades de

trabalhos futuros:

e determinacao da largura de banda de frequiéncias utilizada em cada sistema de modulagao

descrito;
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e analise estatistica tedrica da energia de trechos de sinais cadticos permitindo assim cal-

cular com mais precisao niveis de deteccao em receptores nao-coerentes;
e generalizacao dos sistemas propostos para transmissao de M simbolos com M > 2;

e comparacgao entre os sistemas de modulacao propostos utilizando modelos de canais mais

complexos e realistas;

e estudo de formas de multiplexacao envolvendo sinais cadticos viabilizando a utilizacao

multiusuario desses sistemas;
e generalizacao dos limites de Cramér-Rao obtidos para o caso multidimensional;
e calculo tedrico da matriz de transicao de estados de um mapa qualquer;
e analise e comparacao da complexidade computacional dos estimadores descritos;

e otimizacao da escolha dos mapas utilizados no ML-CSK com 2 mapas para garantir

maxima discriminacao entre os estimadores do receptor;

e otimizacao da escolha da transformacao invertivel usada no ML-CSK com 1 mapa de

forma a garantir maxima discriminacao entre os estimadores do receptor;

e proposta de um sistema de modulacao que permita recepcao diferencial com uso de

estimacao de drbitas cadticas com desempenho melhor do que o FM-DCSK.



Referéncias Bibliograficas

ABARBANEL, H. D. I. Analysis of observed chaotic data, Nerw York: Springer Verlag, 1996.

ALLIGOOD, K. T.; SAUER, T. D.; YORKE, J. A. Chaos - an introduction to dynamical

systems, New York: Springer, 1996.

ARGYRIS, A.; SYVRIDIS, D.; LARGER, L.; ANNOVAZZI-LODI, V.; COLET, P; FISCHER,
I.; GARCIA-OJALVO J.; MIRASSO C. R.; PESQUERA, L.; SHORE, K. A. Chaos-based
communications at high bit rates using commercial fiber-optic links. Nature, v. 437, p.

343-346, 2005.

BOLLT, E. M. Review of chaos communication by feedback control of symbolic dynamics.

International Journal of Bifurcation and Chaos, v. 13, n. 2, p. 269-285, 2003.

BOUTAYEB, M.; DAROUACH, M.; RAFARALAHY H. Generalized state-space observers
for chaotic synchronization and secure communications. IEEE Transactions on Circuits

and Systems-I, v. 49, n. 3, p. 345-349, 2002.

CESARI, L. Asymptotic behavior and stability problems in ordinary differential equations,

Berlin: Springer-Verlag, 1971.

CUOMO, K. M.; OPPENHEIM, A.V. Circuit implementation of synchronized chaos with

applications to communications. Physical Review Letters, v. 71, n.1, p. 65-68, 1993a.

CUOMO, K. M.; OPPENHEIM, A. V. Chaotic signals and systems for communications.
In: IEEE CONFERENCE ON ACOUSTIC, SPEECH AND SIGNAL PROCESSING, Min-
neapolis, 1993. Proc. ICASSP’93, v. 3, p. 137-140, 1993b.

184



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 185

CUOMO, K. M.; OPPENHEIM, A. V.; STROGATZ, S. H. Synchronization of Lorenz-based
chaotic circuits with applications to communications. IEEE Transactions on Circuits

and Systems-II, v. 40, n. 10, p. 626-633, 1997.

DEDIEU, H; KENNEDY, M. P.; HASLER, M. Chaos shift keying: modulation and demodu-
lation of a chaotic carier using self-synchronized Chua’s circuits. IEEE Transactions on

Circuits and Systems - II, v. 40, n. 10, p. 634-642, 1993.

DEDIEU, H.; KISEL, A. Communications with chaotic time series: probabilistic methods for
noise reduction. International Journal of Circuit Theory and Applications, v. 27, p.

577-587, 1999.

DEVANEY, R. L. An introduction to chaotic dynamical systems, 2nd edition, Boulder: West-

view Press, 2003.

DRAKE, D. F. Information’s role in the estimation of chaotic signals. 1998. Thesis (Doctor

in Philosophy in Electrical Engineering) - Georgia Institute of Technology, 1998.

EISENCRAFT, M.; GERKEN, M. Comunicagao utilizando sinais caéticos: influéncia de ruido
e limitacao em banda. In: SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICAQC)ES, 18.,
Gramado, 2000. 1 CD-ROM.

EISENCRAFT, M. Sistemas de comunicagao utilizando sinais caoticos. 2001. 115p. Dissertacao
(Mestrado em Engenharia) - Escola Politécnica da Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo,

2001.

FEIGENBAUM, M. J. Quantitative universality for a class of nonlinear transformations. Jor-

nal of Statistical Physics, v. 19, p. 25-52, 1978.

FERRARA, N. F.; PRADO, C. P. C. Caos - uma introdu¢ao, Sao Paulo: Edgard Bliicher,
1994.

GALIAS, Z.; MAGGIO, G. M. Quadrature chaos shift keying. In: IEEE SYMPOSIUM ON
CIRCUITS AND SYSTEMS, Sidney, 2001. Proc. ISCAS’01, v. 3, p. 313-316, 2001.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 186

GUCKENHEIMER, J.; HOLMES, P. Nonlinear oscillations, dynamical systems and bifurca-
tion of vector fields, New York: Springer, 2002.

HAYES, S.; GREBOGI, C.; OTT, E. Communicating with chaos. Physical Review Letters,
v. 70, n. 20, p. 1781-1784, 1993.

HAYES, S.; GREBOGI, C.; OTT, E.; MARK, A. Experimental control of chaos for commu-

nication. Physical Review Letters, v. 73, n. 13, p. 3031-3034, 1994.
HAYKIN, S. S. Adaptive filter theory, 3th edition, Upper Saddle River: Prentice Hall, 1996.
HAYKIN, S. S. Communication systems, 4th edition, New York: Wiley, 2000.

KAY, S. M., Fundamentals of statistical signal processing. New Jersey: Prentice Hall PTR,
1993.

KAY, S. Asymptotic maximum likelihood estimator performance for chaotic signals in noise.

IEEE Transactions on Signal Processing, v. 43, n. 4, 1995.

KAY, S.; NAGESHA, V. Methods for chaotic signal estimation. IEEE Transactions on

Signal Processing, v. 43, n. 8, 1995.

KENNEDY, M. P. Three steps to chaos - part I: evolution. IEEE Transactions on Circuits

and Systems - I, v. 40, n. 10, p. 640-656, 1993.

KENNEDY, M.P.; KOLUMBAN , G. Digital communications using chaos. Signal Processing,
v. 80, p. 1307-1320, 2000.

KENNEDY, M. P.; KOLUMBAN, G.; KIS, G.; JAKO, Z. Performance evaluation of FM-
DCSK modulation in multipath enviromnments. IEEE Transactions on Circuits and

Systems - I, v. 47, n. 12, p. 1702-1711, 2000.

KENNEDY, M. P.; ROVATTI, R.; SETTI, G. Chaotic electronics in telecommunications, Boca
Raton: CRC Press, 2000.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 187

KISEL, A.; DEDIEU, H.; SCHIMMING, T. Maximum likelihood approaches for noncoherent
communications with chaotic carriers. IEEE Transactions on Circuits and Systems -

I, v. 48, 1. 5, p. 533-542, 2001.

KOLUMBAN, G.; KENNEDY, M. P.; CHUA, L. O. The role of synchronization in digi-
tal communications using chaos - part i: fundamentals of digital communications. IEEE

Transactions on Circuits and Systems - I, v. 44, n. 10, p. 927-946, 1997.

KOLUMBAN, G.; KENNEDY, M. P.; CHUA, L. O. The role of synchronization in digital
communications using chaos - part II: chaotic modulation and chaotic synchronization. IEEE

Transactions on Circuits and Systems - I, v. 45, n. 11, p. 1129-1140, 1998.

KOLUMBAN, G.; KENNEDY, M. P.; KIS, G.; JAKO Z. FM-DCSK: a novel method for
chaotic communications. In: IEEE INTERNATIONAL SYMPOSIUM ON CIRCUITS AND
SYSTEMS, Monterey, 1998. Proc. ISCAS’98, v. 4, p. 477-480, 1998.

LASOTA, A.; MACKEY, M. Probabilistic properties of deterministic systems, Cambridge:

Cambridge University, 1985.

LATHI, B. P. Modern digital and analog communication systems, 3rd edition, New York: Ox-

ford University Press, 1998.

LAU, F. C. M.; TSE, C. K. Chaos-based digital communication systems, Berlim: Springer,
2003.

LAU, F. C. M.; TSE, C. K.; HAU, S. F. Coexistence of chaos-based and conventional digital
communication systems of equal bit rate. IEEE Transactions on Circuits and Systems

- I, v. 51, 1. 2, p. 391-408, 2004.

LI, T. Y.; YORKE, J. A. Period three implies chaos. American Mathematics Montly, v.
82, p. 985-992, 1975.

LORENZ, E. Deterministic non-periodic flows. Journal of the Atmospheric Sciences, v.

20, p. 130, 1963.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 188

MANDAL, S.; BANERJEE, S. Analysis and CMOS implementation of a chaos-based com-
munication system. IEEE Transactions on Circuits and Systems - I, v. 51, n. 9, p.

1708-1722, 2004.

MANDELBROT, B. B. The fractal geometry of nature, San Francisco: Freeman, 1982.

MARTEAU, P. F.; ABARBANEL, H. D. I. Noise reduction in chaotic time series using scaled

probabilistic method. Jornal of Nonlinear Science, v. 1, p. 313-343, 1991.

MAY, R. M. Biological populations with nonoverlapping generations: stable points, stable
cycles, and chaos. Science, v. 186, p. 645-647, 1974.

MILLERIOUX, G.; DAAFOUZ, J. Global chaos synchronization and robust filtering in noisy
context. IEEE Transactions on Circuits and Systems - I, v. 48, n. 10, p. 1170-1176,
2001.

MONTEIRO, L. H. A. Sistemas dinamicos, Sao Paulo: Livraria da Fisica, 2002.

NEWTON, I. The Principia : mathematical principles of natural philosophy. Translator 1. B.

Cohen, Berkeley: University of California, 1999.

PALIS J.; MELO W. Introducdo aos sistemas dinamicos, Sao Paulo: Edgard Bliicher, 1978.

PALIS, J.; MELO, W. Geometric theory of dynamical systems: an introduction, New York:

Springer-Verlag, 1982.

PAPADOPOULOS, H. C.; WORNELL, G. W. Optimal detection of a class of chaotic sig-
nals. In: IEEE CONFERENCE ON ACOUSTIC, SPEECH AND SIGNAL PROCESSING,
Minneapolis, 1993. Proc. ICASSP’93, v. 3, p. 117-120, 1993.

PAPOULIS, A.; PILLAI, S. U. Probability, random wvariables and stochastic processes, 4th
edition, New York: McGraw-Hill, 2002.

PARLITZ, U.; CHUA, L. O.; KOCAREV, L. J.; HALLE, K. S.; SHANG A. Transmission
of digital signals by chaotic synchronization. International Journal of Bifurcation and

Chaos, v. 2, n. 4, p. 973-977, 1992.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 189

PECORA, L. M.; CARROLL, T. L. Synchronization in chaotic systems. Physical Review
Letters, v. 64, n. 8, pp. 821-824, 1990.

POIN CARE, H. Sur les équations de la dynamique et le probléme de trois corps. Acta Math-

ematica, v. 13, p. 1-270, 1890.
PROAKIS, J. G. Digital communications, New York: McGraw-Hill, 1995.

ROVATTI, R.; MAZZINI, G.; SETTI, G. On the ultimate limits of chaos-based asynchronous
DS-CDMA-I: basic definitions and results. IEEE Transactions on Circuits and Systems
~1,v. 51, n. 7, p. 1348-1364, 2004.

SETTI, G.; MAZZINI, G.; ROVATTI, R.; CALLEGARI, S. Statistical modeling of discrete-
time chaotic process - basic finite-dimensional tools and applications. Proceedings of the

IEEE, v. 90, n. 5, 2002.

SKLAR, B. Digital communications: fundamentals and applications, Upper Saddle River:
Prentice Hall PTR, 2001.

SMALE, S. Differentiable dynamical systems. Bulletin of the American Mathematical

Society, v. 73, p. TA7-817, 1967.

STROGATZ, S. H. Nonlinear dynamics and chaos with applications to Physics, Biology, Chem-

istry and Engineering, Reading: Addison-Wesley, 1998.

SUSHCHIK, M.; TSIMRING, L. S.; VOLKOVSKII, A. R. Performance analysis of correlation-
based schemes utilizing chaos. IEEE Transactions on Circuits and Systems - I, v. 47,

n. 12, p. 1684-1691, 2000.

VITERBI, A.J. Error bounds for convolutional codes and an asymptotically optimum decoding

algorithm. IEEE Transactions on Information Theory, v. 13, p. 260-269, 1967.

WADE, G. Coding techniques: an introduction to compression and error control, New York:

Palgrave, 2000.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 190

WILLIAMS, C. Chaotic communications over radio channels. IEEE Transactions on Cir-

cuits and Systems - I, v. 48, n. 12, p. 1394-1404, 2001.

WOZENCRAFT, J. M.; JACOBS, I. M. Principles of communication engineering, New York:
John Wiley and Sons, 1965.

WU, C. W.; CHUA, L. O. A simple way to synchronize chaotic systems with applications to
secure communication systems. International Journal of Bifurcation and Chaos, v.

3, n. 6, p. 1619-1627, 1993.

YAMADA, T.; FUJISAKA H. Stability Theory of Synchronized Motion in Coupled-Oscillator

Systems - II The Mapping Approach. Progress of Theoretical Physics, v. 70, n. 5, 1983.



