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Caracterizacao Espectral de Sinais Caoticos Gerados
pelo Mapa de Bernoulli com 2 e 3 Segmentos

Rafael Alves da Costa, Murilo Bellezoni Loiola e Marcio Eisencraft

Resumo— Nas ultimas décadas, inimeras pesquisas envolven-
do aplicacgoes praticas de sinais cadticos em Telecomunicagoes tem
sido realizadas. Embora a andlise espectral seja de relevancia
nessa area, poucos estudos analiticos se preocupam com a
caracterizacao espectral de sinais caoticos. Neste trabalho,
estende-se o estudo de trabalhos anteriores, obtendo-se resultados
analiticos para sequéncia de autocorrelacio, densidade espectral
de poténcia e banda essencial de sinais caéticos gerados por uma
familia de mapas lineares por partes com nimero arbitrario
de segmentos. Esses resultados sdo relevantes para aplicacées
praticas de sinais cadticos em sistemas de modulacio digital.
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Abstract—In recent decades, researches envolving with prac-
tical applications of chaotic signals in Telecommunications have
been carried out. Although the spectral analysis is of relevance
in this field, few analytical studies concerning the spectral
characterization of chaotic signals were published. In this work,
we extend previous works, by obtaining analytical results for
the autocorrelation sequence, the power spectral density and the
essential bandwidth of chaotic signals generated by a family of
piecewise linear maps with an arbitrary number of segments.
These findings are relevant for practical applications of chaotic
signals in digital modulation systems.

Keywords— Chaos generators, chaotic communication, spectral
analysis, essential bandwidth.

I. INTRODUCAO

Um sinal cadtico é limitado em amplitude, aperiddico,
deterministico e apresenta dependéncia sensivel as condicdes
iniciais [1]. De forma simplificada, essa ultima condi¢do im-
plica que sinais gerados por condi¢des iniciais arbitrariamente
préximas separam-se exponencialmente assumindo valores
bastante distintos apds algumas iteracdes [1].

Atualmente existe um grande nimero de dreas desen-
volvendo pesquisas envolvendo sinais cadticos. Diversos e-
xemplos podem ser encontrados em [20]. Na Engenharia
de Telecomunicacdes, o artigo [16], sobre sincronizacdo de
sistemas cadticos e o artigo [8] sobre comunica¢do com caos,
sao considerados o marco inicial da pesquisa nessa drea. Desde
a publicacdo desses trabalhos, vém surgindo numerosas possi-
bilidades de aplicacdes em modulacdes analdgicas e digitais,
codificagdo e criptografia, entre outras dreas [2], [4], [17].

Diversos artigos e livros caracterizam sinais cadticos como
tendo “banda larga” e sequéncia de autocorrelacdo (SAC)
impulsiva [11], [14], [19]. Entretanto, essa caracteriza¢do nao
¢ suficiente quando se pensa em aplicacOes praticas. Trabalhos
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recentes ja mostraram também que essa caracterizagdo pode
ndo ser correta em alguns casos. Veja, por exemplo, [3], [5],
[6].

No projeto de sistemas de comunicacdo € fundamental
conhecer a Densidade Espectral de Poténcia (DEP) e a banda
essencial dos sinais envolvidos. Nos tltimos anos houve algum
progresso na determinacdo da DEP de sinais cadticos gerados
por algumas familias de mapas [6], [7], [9], [10], porém,
resultados mais gerais ainda precisam ser encontrados. Neste
trabalho, busca-se generalizar esses resultados, obtendo-se
férmulas fechadas para a DEP de mapas unidimensionais
lineares por partes com 7 inclinagdes distintas. Como forma de
verificar os resultados obtidos, verifica-se computacionalmente
0s casos particulares r =2 e r = 3.

O artigo € estruturado da seguinte forma: na Secdo 2 define-
se o mapa estudado e na Secdo 3 deduzem-se sua SAC, sua
DEP e sua banda essencial. Na Sec¢do 4, particularizam-se 0s
resultados para o caso r = 2 e na Se¢do 5 o caso r = 3.
Para esses casos particulares, sdo mostradas simulagdes que
validam os resultados tedricos. Por fim, na Secdo 6 tecem-se
as conclusdes.

II. O MAPA DE BERNOULLI COM r SEGMENTOS

O mapa de Bernoulli fp (-) com r inclinagbes , em que
r > 2, definido no intervalo U = [—1, 1], é dado por

S(n+1) = fp,(S(n)), ¢))
em que

25— (o + 1)

IB,.(s) = , a1 <s<aj;, (2
()= = ;
sendo g = -1, . =1lea; € (-1,1),5=1,...,r.

Na Figura 1(a) é mostrado um exemplo do mapa de
Bernoulli com r = 7 inclinagdes com a; = —0.5, ag = —0.3,

as = —0.1, agy = 0.2, a5 = 0.7 e ag = 0.8. Na Figura
1(b) sd@o mostrados dois trechos de sinais gerados por esse
mapa com condigdes iniciais muito préximas, S(0) = 0.3
e S(0) = 0.300000001, deixando-se explicita a dependéncia
sensivel as condicdes iniciais.

A densidade invariante p.(s) do mapa fg (), isto é, a
forma com que os pontos dos sinais gerados por esse mapa
distribuem-se no intervalo U = (—1,1), podem ser obtidas
pela iteragio do operador de Frobenius-Perron P(-) [12]
aplicado a uma densidade inicial qualquer p(s). Sendo s1, sa,
... Sy—1, Sy as contra-imagens de um ponto s, como ilustrado
na Figura 2, obtém-se
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Fig. 1. (a) Mapa de Bernoulli com r = 7 inclinagdes (b) trecho de drbitas do
mapa de Bernoulli com r = 7 inclinagées com S(0) = 0.3 (linha continua)
e S(0) = 0.300000001 (linha tracejada).

s o=1

Fig. 2. A contra-imagem do intervalo [—1,s] da familia de mapas
de Bernoulli com 7 inclinagdes é dada por [—1,s1] U [a1,s2] U -+ U
[a'r727 57‘71} U [O‘rfl, 57‘}~

d
i) =5 [ plu)du
ds Jg-1(-1,5))
1
T2
(3)
Pp(s)) =
[12]. Assim, a
uniforme e dada

Note que para p(s) = 1
Mo+ )3+t (] = b
densidade invariante para o mapa fp, (-) é
por

1
p*(s):§, para—1 < s <1, %)

independente dos valores escolhidos dos pardmetros.
O valor esperado das érbitas geradas pelo mapa fp () é

1 1/
§:E[s]:/ sp*(s)ds:i/ sds =0 Q)

—1 -1

e sua poténcia média

1 1
P, =E|[s] = / 52p.(s)ds = 1/ s%ds = 1 (6)
Sabendo que a densidade invariante de sinais gerados pela
familia de mapas de Bernoulli com r inclina¢des é uniforme
e considerando-se que estes mapas sdo lineares por partes, 0s
calculos da SAC e da DEP desses sinais sdo facilitadas, como
¢é discutido nas secdes subsequentes.

[ (a1 + 1) p(s1) + (a2 — 1) pls2) + ..+ (1 — ar-1) plsr) ]

III. SEQUENCIA DE AUTOCORRELACAO E DENSIDADE
ESPECTRAL DE POTENCIA

Sinais cadticos gerados por mapas unidimensionais como
fB,(-) podem ser tratados como fun¢des amostras de um
processo estocdstico ergddico [12]. Para um conjunto fixo de
parametros oy, aa, ..., &, 0 sinal cadtico gerado pelo mapa a
partir de uma condic&o inicial S(0) pode ser interpretado como
uma funcdo amostra de um processo estocastico definido por
fB.(-). A dedugio da SAC para fp, (-), inspirada na referéncia
[18], é apresentada a seguir.

A SAC R(k) do sinal S(n) para um atraso k é definida por

R(k) = E[S(n)S(n + k)]. 7

2

A esperanca matemdtica FE[-] é tomada sobre todas as
condigdes iniciais. Neste célculo, considera-se S(n) = 0 para
n < 0. Para facilitar a notacdo define-se

x=5(n) e y=Sn+k) = [z (). ®)
Assim, a densidade conjunta p(z,y) é dada por

p(x,y) = p(2)d (y — f5,(2)) )

em que p,(-) é a densidade invariante do mapa [z, (-) e §(-)
representa a funcdo delta de Dirac. Desta forma, como U =
[—1, 1], utilizando-se (7), tem-se para os mapas fp, (-)

R(k) = Elzy] = [ 11 / 11 zyp(z, y)dady
-3/ ot ().

2/, (10)

Dessa forma, para obter R(k) é necessdrio encontrar uma
férmula fechada para f§ ().

A imagem de cada um dos r segmentos que formam o
mapa fp,(-) é igual ao dominio U do mapa. Assim, o gréfico
fE() consiste de r* segmentos. Na Figura 3(a), tem-se 0 mapa
/. (x). Na Figura 3(b) ¢ apresentado o grifico de f3 () e na
Figura 3(c) € mostrado um trecho do grafico de fgr(x) para
um k genérico. Representa-se a m-ésima solu¢do da equacdo
[ (x) =1 por ag(m), em que 1 < m < rF-1.

o

..............................

0

______________________________

a©@ o, (1) ‘ o R R N (/

(b) T T
© _162(0) a(1) ‘az”‘”: a,(1) : az{g%r+1)a2(r‘2—r+2)aZ‘{rz—1) a,()
Tol@  ama am) amx agmi) ame) 3
Fig. 3. (a) Mapa Bernoulli com r inclina¢des fp, (x); (b) f1237» (z); (c)

[, (@)
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O segmento que passa por (ap(m —1),—1) e (arp(m),1) é
dado por
_ 2z — (ax(m) +ax(m — 1))
ar(m) —ag(m —1)

Substituindo-se (11) em (10) obtém-se

Y

m=1
(12)
Resolvendo a integral (12) tem-se
1 PRl
R(k) = 15 mX:jl [(ar(m) = ax(m = 1))’]. (13)

Procurando-se obter uma férmula mais simples para R(k),
busca-se uma forma recursiva para R(k + 1) em fungio de
R(k).
Ao iterar uma vez o mapa, passa-se de f ET (z) para
gfl (x), cuja generalizagdo pode ser feita a partir das Figuras
4(a) e 4(b), em que Wy, 1, Wy, 25- - - € Wiy r—1 A0 aS Taizes das
equagdes ff; (z) = a1, f§ (z) = oz, ... e f§ (2) = ap_1,
respectivamente, no intervalo [ax(m — 1), ar(m)].

TG e (e, m2) 8 md a1 & (m)
X
Fig. 4. (a) Trecho do mapa genérico fg (z) e (b) trecho desse mapa apds
r
. < pktl
uma iteragdo fp" (@) .

Para determinar w,,, 1, Wy, 2, . . € Wy, —1 Substitui-se y por
1, Q2,... € Qp_1 € T PO Wiy 1, Wiy 2, -+ € Wy r—1 €M (11)
. Desta forma, tem-se

w. . - lae(m) —ar(m = 1))a; + (ax(m) + ar(m — 1))
™, 9 :

(14)

Relacionando-se os graficos da Figura 4, observa-se que
apt1(rm —r) = ag(m — 1), agp1(rm —r + 1) = wp, 1,
ag+1(rm —r+2) = w2, ... € agy1(rm) = agx(m).

Calculando-se R(k + 1) a partir de (13), obtém-se

7,k:

RO+ 1) = 55 3 [(@rsr (m) — agn (m — 1))

m=1

s)
Pelas relagdes inferidas da Figura 4 obtém-se

Rlk+1) = 153 [(a(m) —ax(m = D), 16)

P (e 50 ]

em que
1 r—1
wr = § Z (Oz? - OéjOéjJrl) . (17)
j=0
Comparando-se (13) e (16), observa-se que
R(k+1) =4, R(k). (18)

Dessa forma, resolvendo a equacdo a diferengas (18) com a
condi¢@o inicial dada em (6) R(0) = P, = % e usando a
simetria de R(k), obtém-se
1
R(k) = Zu)f. (19)
A DEP P(w) é obtida calculando-se a Transformada de

Fourier de Tempo Discreto de R(k), considerando-se k a
varidvel temporal [15]. Assim, a DEP de (19), é dada por

- 1—y?
P(w) = 3(1 + 92 — 29, cos(w))

A partir da DEP (20), é possivel obter a banda essencial
B do sinal, que é definida como o comprimento do intervalo
de frequéncia em que ¢ = 95% da poténcia do sinal estd
concentrada [13]. Para calcular a banda essencial B utiliza-se
o mesmo procedimento utilizado em [10], obtendo-se

1%- _ 1H

(20)

B = 2arctan [tan (ﬂ)

21

2/ |y +1

A fim de validar numericamente os resultados analiticos
obtidos, nas proximas duas se¢des sdo analisadas a SAC, a
DEP e a banda essencial para os casos particulares em que
r = 2 e r = 3. Para esses casos ja foram obtidos resultados
similares na literatura [3], [6].

IV. VALIDACAO NUMERICA: CASO 7 = 2

Para o caso r = 2, fp, (-) reduz-se ao mapa estudado em
[3]. Substituindo r = 2 nas expressdes (17) e (19), tem-se

R(k) = Sylf!,

3 (22)

2
com g = (1+2a1). Este resultado é equivalente a (16) de [3].

Na Figura 5 sdo ilustrados graficos da SAC para alguns
valores de ;. Nota-se que os resultados analiticos coincidem
com os obtidos numericamente.

Na Figura 6 sdao mostradas curvas da DEP para alguns valo-
res de v e na Figura 7 é apresentado, de forma normalizada,
o comportamento geral da DEP para todos os valores de «;.

Nota-se nas Figuras 6 e 7 que, no caso do mapa fp,(-)
a DEP para todos os valores de o € passa-baixas, diferente
do que ocorre com a DEP para o mapa tenda inclinada, por
exemplo [10]. Nota-se também que para nenhum «; obtém-
se um espectro plano. Assim, pelos graficos apresentados
observa-se que o parimetro da familia controla a forma como
a poténcia estd distribuida na frequéncia.

A Figura 8 mostra graficos da banda essencial B em funcio
do médulo de a;. Observa-se sinais cadticos passa-baixas com
banda estreita para || &~ 1.
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Fig. 5. SAC para sinais do mapa fp, (-) para alguns valores de |1|. Em
linha tracejada estdo as curvas analiticas e em linha cheia, as curvas obtidas
via simula¢do numérica.

lo,=0.9
Jo:,1=0.8
lot,1=0.7
lo,|=0.5
lo,|=03 |

> o

')to+n

Fig. 6. DEP para sinais do mapa fp, (-) para alguns valores de 3. Em
linha tracejada estdo as curvas analiticas e em linha cheia as curvas obtidas
via simula¢do numérica.

Fig. 7. Comportamento geral da DEP normalizada para os valores admissiveis
de ag.

V. VALIDACAO NUMERICA: CASO 1 = 3

Para r = 3,

R(k) = 30}

3 (23)

[1]= i i .

i i i i i i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 |O5| 0.6 0.7 0.8 0.9 1
o

1

Fig. 8. Banda essencial em fungdo de |a].

com

(O[%+O[%—O[10¢2+O[1—O[2+1)

s = :

Considerando-se gy = —a7, obtém-se um ma(pa semelhante

3a2+2o¢1+1
ao estudado em [6]. Nesse caso, tem-se 13 = %)

Utilizando (23) e (24) em (20) e (21) obtém-se, respectiva-
mente, a DEP e a banda essencial para esse mapa.

Na Figura 9 ¢ ilustrada a SAC para alguns valores de «;.
Nota-se que a SAC para o mapa fp,(-), quando o =~ 1, decai
de forma lenta e quando o ~ %, decai de forma mais rapida.
Nota-se, também, que os resultados numéricos na Figura 9
validam e expressao (23).

(24)

—o—a,=09
——,=085
—e—0,=0.75
—— 0,206
——,=033
——,=0

Fig. 9. SAC para sinais do mapa fp,(-) para alguns valores de oy no
intervalo (0,1). Em linha tracejada estdo as curvas analiticas e em linha
cheia, as curvas obtidas via simulagdo numérica.

Na Figura 10 sdo mostrados graficos da DEP do mapa
/B, () para alguns valores de a; e na Figura 11 é apresentado
o comportamento geral da DEP normalizada para todos os
valores de «; € (0,1). Nota-se que o espectro da DEP, para
qualquer valor de o, assume a forma de passa-baixas. Dessa
forma, quanto mais préximo o pardmetro da familia estiver
de um, mais estreita é a banda do sinal resultante e, quanto
mais proximo de a; = %, mais uniforme € a distribuicao
espectral da poténcia. Para esse valor de o as trés inclinag¢des
possuem mesmo coeficiente angular. Observa-se na Figura 10
a equivaléncia entre os resultados analiticos e os numéricos.

Na Figura 12 é mostrada a banda essencial em funcdo de
aq mno intervalo (0,1). Nota-se que com a; = % a poténcia
estd com maxima distribuicdo espectral na banda B. J4 para
a1 ~ 1, as Orbitas sdo fungdes amostras de um processo de
banda estreita.



XXXII SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES - SBrT2015, 1-4 DE SETEMBRO DE 2015, JUIZ DE FORA, MG

P(w)

Fig. 10. DEP para sinais do mapa fp,(-) para alguns valores de ;. Em
linha tracejada estdo as curvas analiticas e em linha cheia as curvas obtidas
via simula¢do numérica.

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

Fig. 11. Comportamento geral da DEP normalizada para os valores
admissiveis de o .

0 i i i i i i i i i |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

1

Fig. 12. Banda essencial em funcao de «.

VI. CONCLUSOES

Para aplicacdes praticas na drea de Telecomunicagdes ¢
fundamental conhecer e controlar as caracteristicas espectrais
dos sinais envolvidos. Neste artigo, deduzem-se a SAC, a DEP
e a banda essencial para as 6rbitas do mapa de Bernoulli
com r inclinagdes. Em particular, foram analisados, tedrica
e numericamente, os casos com 7 = 2 e r = 3 inclinagdes.
Esses resultados podem ser uteis no projeto e implementacio
de sistemas de comunicagdo baseados em caos que venham a
utilizar esses mapas. No momento, os autores estdo trabalhan-
do nesse aspecto.
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