
ANÁLISE ESPECTRAL DE ÓRBITAS DO MAPA DE MANNEVILLE

Daniela Mitie Kato1 e Marcio Eisencraft2

1Escola de Engenharia da Universidade Presbiteriana Mackenzie, São Paulo, Brasil, danikato@yahoo.com
2Escola de Engenharia da Universidade Presbiteriana Mackenzie e Escola Politécnica da Universidade de São Paulo, São Paulo, Brasil,

marcioft@mackenzie.br

Resumo: Neste trabalho investiga-se características da Den-
sidade Espectral de Potência (DEP) de sinais caóticos inter-
mitentes gerados pelo mapa de Manneville. A análise é real-
izada por meio de simulações computacionais, interpretando-
se os sinais gerados como funções-amostras de um processo
estocástico. Relaciona-se a banda essencial ao expoente de
Lyapunov e ao parâmetro do mapa e relaciona-se também
este parâmetro ao tempo de retorno das intermitências.

Palavras-chave: caos, spectral analysis, intermitência
Abstract: In this work, we investigate characteristics of the
Power Spectral Density (PSD) of chaotic signals generated
by the Manneville map.The analysis is performed via com-
putational simulations, interpreting the signals as sample-
functions of a stochastic process. We relate the essential
bandwidth to the Lyapunov exponent and to the map’s pa-
rameter. We also relate this parameter to the return time of
the intermittencies.
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1. INTRODUÇÃO

Sinais caóticos são sinais aperiódicos e que possuem De-
pendência Sensível às Condições Iniciais (DSCI) [1]. A
DSCI significa que as trajetórias dos sinais com condições
iniciais muito próximas divergem ao longo das iterações.

A escolha da família de mapas de Manneville deu-se pelo
fato que ela gera sinais caóticos com intermitências. Estes
tipos de sinais são utilizados para modelar fenômenos nas
mais diversas áreas, como por exemplo no estudo da epilep-
sia [3], de circuitos eletrônicos [4], da física de plamas [5]
e em lasers [6, 7]. Busca-se relacionar as características es-
pectrais destes sinais com as intermitências a fim de melhor
modelar estes fenômenos.

Este trabalho está organizado da seguinte forma: na Seção
2 são definidas a família de mapas de Manneville e suas
principais caracvterísticas. Na Seção 3 são analisadas, nu-
mericamente, as características da Seqüência de Autocorre-
lação (SAC) e da DEP dos sinais gerados, relacionando a
banda essencial com o intervalo entre as intermitências e o
parâmetro da fanília. Por fim, as conclusões deste trabalho
são expostas na Seção 4.

Estudos semelhantes a este foram realizados para a
família tenda inclinada, cujos resultados apresentados são
relevantes, gerando três artigos [8–10].

2. O MAPA DE MANNEVILLE

O mapa de Manneville é definido por [11]

s(n + 1) = fM (s(n)), (1)

em que

fM (s(n)) = ((1 + ε)s(n) + (1− ε)s2(n)) (mod 1), (2)

sendo 0 ≤ ε ≤ 1 um parâmetro fixo, s0 definido no domínio
U = [0, 1) e a operação c (mod 1) representa a parte fra-
cionária de c.

O parâmetro ε determina o tempo médio de ocorrência de
rajadas caóticas no sinal. Quanto mais próximo de 0 for o
valor do ε, maior é o intervalo médio de retorno das inter-
mitências. Para valores de ε próximos da unidade, o tempo
médio entre as rajadas tende a zero, obtendo-se um sinal
caótico sem intermitências. Para ε = 1, tem-se o mapa dente
de serra, conhecido como mapa de Bernoulli [12, 13].

Na Figura 1 são mostrados gráficos de fM (s) para difer-
entes valores de ε e trechos de suas respectivas órbitas.
Observa-se que o intervalo entre as rajadas diminui com o
aumento de ε.

Nas simulações computacionais, para ε = 1, devido a
precisão finita do meio digital, as órbitas que seriam caóticas
convergem para o ponto fixo p = 0. Neste caso, para gerar
órbitas do mapa fM (·) utiliza-se a técnica descrita em [13].

Como dito anteriormente, sinais caóticos são sinais aper-
iódicos e que possuem DSCI [1].A DSCI é geralmente ver-
ificada por meio do expoente de Lyapunov. Este expoente
mede a taxa de divergência exponencial média entre duas ór-
bitas muito próximas. Se o valor do expoente é maior que
zero, então um sinal aperiódico é caótico [1].

O expoente de Lyapunov h de uma órbita s(n, s0) é cal-
culado por meio de [1]

h = lim
N→∞

1
N

(
N−1∑
n=0

ln |f ′ (s (n))|
)

, (3)



0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

s

f M
(s

),
 ε

 =
 0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

s

f M
(s

),
 ε

 =
 0

.0
01

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

s

f M
(s

),
 ε

 =
 0

.0
1

0 200 400 600
0

0.5

1

n

s(
n)

0 200 400 600
0

0.5

1

n

s(
n)

0 200 400 600
0

0.5

1

n

s(
n)

(a)

(b)

(c)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

s

f M
(s

),
 ε

 =
 0

.1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

s

f M
(s

),
 ε

 =
 0

.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

s

f M
(s

),
 ε

 =
 1

0 200 400 600
0

0.5

1

n

s(
n)

0 200 400 600
0

0.5

1

n

s(
n)

0 200 400 600
0

0.5

1

n

s(
n)

(d)

(e)

(f)

Figura 1 – Mapa e trecho de órbita do mapa de Manneville para
(a) ε = 0, (b) ε = 0.001, (c) ε = 0.01, (d) ε = 0.1, (e) ε = 0.5 e
(f) ε = 1.
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Figura 2 – Expoente de Lyapunov para a família de mapas de
Manneville.

em que f ′(s) é a derivada de f(s).
Na Figura 2 é mostrada uma curva do expoente de Lya-

punov hM , calculada numericamente utilizando a Eq. (3 com
N = 10000, em função de ε para esta família de mapas.
Observa-se que o expoente de Lyapunov é positivo para to-
dos os valores de ε admissíveis, mostrando que família de
mapas de Manneville gera sinais caóticos.

Nota-se que para ε = 1, que equivale ao mapa de
Bernoulli, o valor do expoente é máximo e igual a ln 2. Este
valor é justificado pelo fato de que o mapa de Bernoulli é
composto de dois segmentos de reta de inclinação igual a 2.

2.1. Densidade invariante

Outro atributo que pode ser utilizado para caracterizar
sinais caóticos é a densidade invariante. Pelo fato dos
sinais caóticos apresentarem a DSCI, não se conhecendo a
condição inicial exata não é possível prever o sinal após um
curto intervalo de tempo [14]. Deste modo, em sistemas
práticos, é interessante estudar estes sinais como um pro-
cesso estocástico, por meio de médias, variâncias e corre-
lações entre os sinais [15, 16]. Para isto, tem grande valor
saber a probabilidade de ocorrência de cada ponto, ou seja,
saber a densidade invariante do sinal no domínio U .

Na Figura 3(a) são ilustrados gráficos da evolução da dis-
tribuição da densidade para o mapa de Manneville para ε =
0. Na Figura 3(b) são apresentados gráficos para ε = 0.001
e na Figura 3(c), para ε = 0.01. Da mesma forma, na Figura
3(d) é mostrada a evolução da distribuição para ε = 0.1 e
na Figura 3(e), para ε = 0.5. Por fim, na Figura 3(f) são
ilustrados os gráficos para ε = 1.

Nestas simulações, para cada valor de ε foram tomadas
5000 condições iniciais, uniformemente distribuídas no
domínio U = [0, 1) e aplicou-se o mapa sucessivas vezes
sobre este conjunto de pontos, até que sua distribuição se
mantivesse após as demais iterações, ou seja, até que sua
densidade fosse invariante.

Observa-se que para ε ≈ 0, a distribuição se concentra
em valores próximos de 0. Esta relação está de acordo com
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Figura 3 – Evolução da distribuição da densidade para o mapa
de Manneville para (a) ε = 0, (b) ε = 0.001, (c) ε = 0.01, (d)
ε = 0.1, (f) ε = 0.5 e (d) ε = 1.

os gráficos das órbitas mostrados na Figura 1. Para ε ≈ 0, o
intervalo entre as intermitências no sinal é maior e assim, a
distribuição dos pontos da trajetória concentra-se próximo de
0. Conforme aumenta-se ε, o intervalo entre as intermitên-
cias diminui e a distribuição se espalha no domínio U , até
que para ε = 1, tem-se um sinal caótico sem intermitências.
Neste caso, sua densidade invariante é uniforme.

3. SEQUÊNCIA DE AUTOCORRELAÇÃO E DENSI-
DADE ESPECTRAL DE POTÊNCIA

Nesta seção são apresentados resultados numéricos, obti-
dos por meio de simulações computacionais, das característi-
cas espectrais de sinais caóticos gerados pela família de ma-
pas de Manneville. Relaciona-se o parâmetro da família com
o intervalo entre as intermitências e com a banda essencial
do sinal.

O estudo numérico destes sinais foi realizado assumindo-
os como funções-amostras de um processo estocástico, em
que a SAC, a DEP e a banda essencial do sistema são anal-
isadas. Na Seção 3.2 é estudada a relação entre o parâmetro
da família, o intervalo entre as intermitências e a banda
essencial.

3.1. Estudo dos sinais gerados como funções-amostras
de um processo estocástico

Na Seção 2 foi visto que a família de mapas de Manneville
é definida no domínio U = [0, 1) e dada por

fM (s(n)) = ((1 + ε)s(n) + (1− ε)s2(n)) (mod 1), (4)

em que ε ∈ [0, 1].
Escolhido um ε, dada uma condição inicial s0 ∈ U

e fazendo as iterações do mapa, define-se uma órbita.
Tratando-se este sistema como um processo estocástico
ergódico, esta órbita gerada representa uma função-amostra
do sistema.

Sendo o domínio U = [0, 1) para esta família e obser-
vando as Figuras 1 e 3, nota-se que o sinal gerado por uma
mapa desta família possui um valor médio s, ou nível DC,
que aumenta com ε, como ilustrado na Figura 4.

Sabendo-se que a diferença entre a potência do sinal re-
sultante Ps e o seu valor médio ao quadrado s2 resulta
na variância σ2 do sinal [16], realizando-se algumas simu-
lações computacionais, notou-se que para todo ε admissível,
essa variância é praticamente constante, assumindo valores
ligeiramente inferiores para ε ≈ 0, como é mostrado na
Figura 5.

Na área de Telecomunicações é comum que se empregue
sinais com média nula em seus sistemas. Neste trabalho,
considera-se os sinais gerados pela família de Manneville de-
scontado de seu valor médio, sendo eles, a partir deste mo-
mento, representados apenas por s(n).

A SAC deste processo RP (k) é calculada por meio da Eq.
(??)

RP (k) = E [R(k)] = E

[
lim

N→∞
1
N

N−1∑
n=0

s(n)s∗(n− k)

]
,

(5)
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Figura 4 – Valor médio dos sinais gerados pela família de Man-
neville.
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pela família de Manneville.
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Figura 6 – SACs para sinais do mapa de Manneville para alguns
valores de ε.

Figura 7 – SACs para sinais do mapa de Manneville para val-
ores de ε no intervalo [0, 1].

em que a esperança é tomada sobre todas as condições inici-
ais que geram órbitas caóticas.

Na Figura 6 são mostrados gráficos de RP (k) para al-
guns valores de ε. As SACs foram estimadas utilizando a Eq.
(5), tomando-se uma média de 5000 funções-amostras, cu-
jas condições iniciais foram uniformemente distribuídas no
domínio U e cada uma com N = 1000 iterações do mapa.
Na Figura 7 são mostradas as SACs para todos os valores
admissíveis de ε.

Observa-se que para ε ≈ 0 a SAC decai de forma lenta
e os sinais gerados possuem potência mais baixa. Com o
aumento de ε, o decaimento da SAC passa a ser mais abrupto
e os sinais resultantes possuem potência maior.

A DEP do processo PP (ω) é obtida conforme a Eq. (??)

PP (ω) =
∞∑

k=−∞
RP (k)e−jωk = lim

N→∞
1
N

E
[|Str(ω)|2] .

(6)
Na Figura 8 são ilustradas estimativas da DEP para difer-
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Figura 9 – DEPs normalizadas para sinais do mapa de Man-
neville para valores de ε no intervalo [0, 1].

entes valores de ε, utilizando 5000 funções-amostras com
condições iniciais s0 uniformemente distribuídas no domínio
U , cada uma com N = 10000. Em outras palavras, para cada
condição inicial foram calculadas 10000 iterações do mapa,
definindo-se as trajetórias. Para cada uma dessas trajetórias
foi aplicada a Eq. (??), dada na página ??, calculando a DEP
de cada uma delas. Por fim, tirou-se a média entre as 5000
DEPs obtidas, resultando na DEP do processo.

Na Figura 9 é ilustrado o comportamento geral da DEP
do processo, de forma normalizada, para todos os valores
admissíveis de ε.

Pode-se inferir que os sinais resultantes constituem um
processo com a maior parte de suas potências concentradas
nas baixas freqüências. Quanto mais próximo de zero for o
parâmetro da família, mais estreita é a banda do sinal resul-
tante e ela se alarga com o aumento de ε.

Para quantificar essa distribuição de potência na freqüên-
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Figura 10 – Banda essencial em função (a) de ε e (b) do expoente
de Lyapunov hM .

cia por meio da banda essencial, na Figura 10 são apresenta-
dos gráficos da banda essencial B em função do parâmetro ε
e em função do expoente de Lyapunov hM .

Observa-se na Figura 10(a), que a banda essencial do sinal
resultante é mais estreita para ε ≈ 0 e aumenta conforme ε
se aproxima de 1, porém, diferentemente da família tenda
inclinada, não se chega a uma DEP plana para sinais gerados
pelos mapas de Manneville.

Pelo fato das intermitências serem uma das principais car-
acterísticas dos sinais gerados pela família de mapas de Man-
neville, é relevante relacionar o intervalo entre as ocorrências
das intermitências com o parâmetro da família e com a banda
essencial, o que é discutido a seguir.

3.2. Relação entre banda essencial, intervalo entre in-
termitências e parâmetro da família

Foi visto na Seção 2 que a família de mapas de Manneville
gera sinais com intermitências e que o intervalo entre as ocor-
rências das mesmas varia com o parâmetro da família.

Nesta seção busca-se relacionar este intervalo com o
parâmetro ε e com a banda essencial. Para isso, por meio
de simulações computacionais, calculou-se o número médio
de amostras entre as ocorrências de intermitências, τ , para
cada valor de ε.

Toma-se uma trajetória longa gerada por um mapa da
família determinado por ε. Sendo U = [0, 1), em toda a tra-
jetória conta-se o número de amostras subseqüentes em que
se obtém uma transição entre s(n) < 0.5 e s(n + 1) > 0.5,
em que 0.5 é o valor médio do domínio do mapa. Toma-se
uma média entre esses números de amostras, obtendo-se τ .

Repetindo-se este processo para cada ε admissível,
obtém-se a relação mostrada na Figura 11.

De acordo com o que foi mostrado na Figura 1, observa-se
aqui também que, quanto menor o ε, maior o intervalo entre
as intermitências e quando ε se aproxima de 1, este intervalo
diminui até que o sinal se torna caótico sem intermitências.

Na seção anterior, relacionou-se a banda essencial dos
sinais resultantes com o parâmetro da família e com o ex-
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Figura 12 – Número médio de amostras entre as intermitências
em função (a) da banda essencial e (b) do expoente de Lyapunov
hM .

poente de Lyapunov hM . Assim, é possível relacionar o in-
tervalo entre as intermitências com a banda essencial e com
o expoente, apresentados na Figura 12.

Verifica-se que quando ε ≈ 0, maior é o intervalo entre
as intermitências e menor é a banda essencial dos sinais re-
sultantes, ou seja, são sinais banda estreita e, no caso desta
família, com a maior parte de sua potência concentrada nas
baixas freqüências. Além disso, o expoente de Lyapunov tem
valores mais baixos, porém positivos, indicando que os sinais
aperiódicos são caóticos.

Já para ε ≈ 1, em que o intervalo entre as intermitên-
cias é mínimo, a banda essencial é maior, mas ainda assim
com a potência dos sinais resultantes concentrada nas baixas
freqüências e o expoente de Lyapunov é maior, o que im-
plica que os sinais gerados com condições iniciais diferentes
distanciam-se rapidamente.

Com o estudo desta família, observa-se mais uma vez que
caos não implica em banda larga e SAC impulsiva, como
costuma-se encontrar na literatura.

4. CONCLUSÕES

Pôde-se verificar que os sinais caóticos gerados pela
família de mapa de Manneville podem apresentar diversas
larguras de banda, porém de forma esquematizada e definida.
De maneira muito simples é possível escolher uma banda
essencial e encontrar um mapa que gere sinais que ocupem
essa largura de banda desejada ou um mapa que gere sinais
com intermitências com intervalo entre as ocorrências con-
hecido.

Além disso, em sistemas práticos, existe maior facilidade
em estimar a banda de um sinal em vez de estimar o intervalo
entre as intermitências. Deste modo, relacionando-se estes

parâmetros, é possível identificar ou modelar um sinal por
meio de sua banda essencial.

Espera-se que os resultados iniciais apresentados aqui
possam contribuir em trabalhos futuros e em aplicações práti-
cas que contenham sinais intermitentes, como na física de
plasmas e lasers [5, 6].
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