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Caracterizacao espectral de sinais caoticos:
resultados analiticos

Daniela Mitie Kato e Marcio Eisencraft

Resumo—Nas iltimas duas décadas, possibilidades de
aplicacdes praticas de sinais caodticos em telecomunicagdes tém
sido consideradas. Para tanto, é relevante conhecer e contro-
lar as caracteristicas de correlacio e espectro destes sinais.
Neste trabalho, faz-se um estudo analitico da seqiiéncia de
autocorrelacdo e da densidade espectral de poténcia de sinais
caoticos de tempo discreto gerados por mapas da familia tenda
inclinada. Ele complementa artigos recentes dos autores em que
estas caracteristicas foram estudadas apenas de forma numérica.
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Abstract— On the last two decades, possibilities of practical
application of chaotic signals in telecommunication have been
considered. Bearing this in mind, it is relevant to know and
to control the correlation and spectral characteristics of these
signals. In this paper we analytically analyse the autocorrelation
sequence and the power spectral density of discrete time chaotic
signals generated by skew tent maps. It is a complement of
our recent works where these characteristics were numerically
studied.

Keywords— chaos generators, chaotic communication, spectral
analysis, essential bandwidth.

I. INTRODUCAO

Um sinal cadtico € aperiddico, deterministico e apresenta
Dependéncia Sensivel as Condi¢Ges Iniciais (DSCI). Esta
ultima condi¢cdo significa que, tomando-se duas condigdes
iniciais muito préximas, ao longo das iteragdes do mapa, os
sinais resultantes vdo se separando e o médulo da diferenca
entre eles apds poucas iteracdes € da ordem de grandeza do
proprio sinal. Uma definicdo mais precisa pode ser encontrada,
por exemplo, em [1].

Atualmente, existe um grande nimero de pesquisas envol-
vendo aplicagdes de sinais cadticos nas mais diversas areas
[2]. Na Engenharia de Telecomunicagdes, essas pesquisas
intensificaram-se a partir do trabalho [3]. Veja, por exem-
plo, [4]-[6] e suas referéncias. Um exemplo interessante e
préximo de uma aplicagao pratica € no espalhamento espectral
por seqiiéncia direta, em que os sinais cadticos podem ser
aplicados como seqiiéncias espalhadoras, podendo superar os
sistemas convencionais em algumas situagdes [7].

Devido as propriedades que os definem, costuma-se afirmar,
e.g. [4], [5], que os sinais cadticos ocupam uma larga faixa
de freqiiéncias, possuem Seqiiéncia de Autocorrelagdo (SAC)
impulsiva e que as seqiiéncias de correlacdo cruzada entre
sinais com diferentes condicdes iniciais apresentam valores
baixos.
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Apesar da grande quantidade de trabalhos publicados so-
bre aplicacdo de caos em comunicagdo, poucos abordam
mais profundamente as caracteristicas espectrais dos sinais
cadticos. Alguns trabalhos, como [8]-[11], mostram gréficos
da Densidade Espectral de Poténcia (DEP) de sinais cadticos
gerados por sistemas particulares. O artigo [12] faz um estudo
analitico da SAC de sinais gerados pela familia de mapas tenda
inclinada, mas ndo apresenta resultado algum referente a DEP
destes sinais.

Os sinais gerados pela familia de mapas estudada aqui,
a familia tenda inclinada, apresentam comportamento rico e
variado, mas ainda assim de facil esquematizagdo. Pelo fato
destes mapas serem lineares por partes e suas Orbitas apre-
sentarem densidade invariante uniforme, tornam-se mais faceis
os cdlculos tedricos e problemas envolvendo estimagdes [13].
Além disso, nesta familia estd incluso o mapa tenda, cujos
sinais gerados possuem caracteristicas espectrais conhecidas
[13].

Recentemente, os autores apresentaram resultados
numéricos referentes a SAC e a DEP de sinais cadticos
gerados por esta familia [14], [15]. O objetivo do presente
artigo € apresentar estes resultados de forma analitica,
validando, assim, os resultados obtidos anteriormente.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: na Sec¢do II
¢é apresentada a familia de mapas tenda inclinada e resumidas
suas principais caracteristicas. Na Secdo III sdo deduzidas
a SAC e a DEP das orbitas desta familia. Na Secio IV
¢ analisada a relag@o entre banda essencial e expoente de
Lyapunov. Por fim, na Secdo V, sdo expostas as conclusdes
do trabalho.

II. A FAMILIA DE MAPAS TENDA INCLINADA

Um sistema dindmico unidimensional em tempo discreto é
definido pela equacdo de diferengas

s(n+1) = f(s(n)), (1)

sendo f: U - U, U CR,ne€ Ne s(0) € U. Para cada
condi¢do inicial s(0) = sg, uma drbita ou sinal s(n,sg) =
f™(s0) é definido, em que f"(so) é a n-ésima iteragdo do
mapa f(-) sobre sp. Quando a condigdo inicial sq estiver
subentendida ou néo for relevante, s(n,sg) é representado
simplesmente por s(n).

Neste trabalho, foca-se na familia de mapas tenda inclinada,
uma modificacdo do mapa proposto em [12]. Um mapa desta
familia é definido por

s(n+1) = fi(s(n)) 2)
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Fig. 1. (a) Mapa tenda inclinada e (b) trechos de orbitas do mapa tenda
inclinada com sg = 0.7 € so = 0.700000001.

em que
Ls_i_l_ia —1<8<Oé
a+1 a+1?
fr(s) = , ) 3)
at
a1 e ass<l

e {a,s(0)} C U = (—1,1). O pardmetro « é a abscissa em
que se localiza o dpice da tenda. Para o = 0 obtém-se o mapa
tenda, que gera Orbitas cadticas apenas para condi¢des iniciais
irracionais [1].

Na Figura 1(a) é mostrado um exemplo de mapa tenda
inclinada para o = 0.6 e na Figura 1(b), dois trechos de sinal
deste mapa com condi¢des iniciais muito proximas, so = 0.7
e so = 0.700000001. Observa-se que o sinal é aperiddico e
apresenta DSCI, caracteristicas dos sinais cadticos.

A DSCI € geralmente quantificada por meio do expoente
de Lyapunov. Este expoente mede a taxa de divergéncia
exponencial média entre duas Orbitas muito préximas. Se o
valor do expoente € maior que zero, entdo um sinal aperiédico
é cadtico [1].

O expoente de Lyapunov h de uma 6rbita s(n, sg) € calcu-
lado por meio de

N—1
N 1 /
h= lim Zolnlf (s (n.50))] | 4)
em que f'(s) é a derivada de f(s) [1].
Pode-se mostrar [16] que, para as Orbitas da familia de
mapas tenda inclinada, o expoente de Lyapunov h; depende
apenas do parametro «, sendo dado por

a+1 2 l1—« 2
hy = 1n<a+1>—|— 5 ln(l—a)' (®)]

2

2

Na Figura 2 é mostrado um grifico de h;y em fungdo
de a. Nota-se que, para todos os valores de o admissiveis,
hr > 0, ou seja, os sinais aperiddicos gerados por esta familia
de mapas sdo cadticos. O maximo valor de h; é In2 para
a=0.

Em [17] mostra-se que as amostras de quase todos os
sinais gerados por estes mapas para qualquer o distribuem-
se uniformemente no intervalo [—1, 1]. Assim, sua densidade
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Fig. 2.
(-1,1).

Expoente de Lyapunov hy de 6rbitas de fr(-) para o no intervalo

invariante é

p(s):i, —-1<s<1. (6)

Desta forma, eles possuem média nula e poténcia média

1
Pmed = § (7)

para qualquer valor de « [17].

ITI. SEQUENCIA DE AUTOCORRELACAO E DENSIDADE
ESPECTRAL DE POTENCIA

Os sinais cadticos gerados por um mapa podem ser ana-
lisados como fungdes-amostras de um processo estocdstico
ergodico [18]. Como descrito em [14], [15], um sinal cadtico
gerado por fr(-) possui as mesmas caracteristicas das demais
orbitas cadticas geradas por este mesmo mapa. Assim, a cada
condicdo inicial sy que gere uma 6rbita cadtica, associa-se uma
fung¢do-amostra do processo ergddico definido pelo mapa.

A seguir faz-se o estudo analitico da SAC e da DEP destes
sinais.

A. Segqiiéncia de Autocorrelagdo

O desenvolvimento a seguir é inspirado no artigo [12].
A SAC R(k) das orbitas de um mapa f(-) da Eq. (1) é
definida por
R(k) = E[s(n)s(n+ k)], (8)

sendo £ um ndmero inteiro que representa o passo da
correlagio e m qualquer. A esperanca matemdtica F [] é
tomada sobre todas as condigdes iniciais que geram sinais
cadticos. Neste célculo, considera-se que s(n) = 0 paran < 0.

Para facilitar a notacdo define-se
s(n)=z e s(n+k)=fF(z)=y. )
Assim, a densidade conjunta p(z,y) é dada por

p(z,y) = p(x)s(y — f7(z)), (10)
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Fig. 3. (a) Mapa tenda inclinada, mapa tenda inclinada apds (b) uma iteragao,
(c) duas iteragdes e (d) um trecho do mapa tenda inclinada apés k iteracdes.

em que p(-) é a densidade invariante do mapa f;(-) e §(-)
representa a funcdo delta de Dirac. Desta forma, como U =
[—1,1], usando a Eq. (6), tem-se para os mapas fr(-)

w0 =El= [ [ et vyieay

1 1 1 1
- / / ryp(e)5(y — FF () drdy = / rfk ()d.
—1J-1 —1 an

O mapa f;(-) é constituido de dois segmentos de reta de
inclinagdes de sinais opostos. A imagem de cada um desses
segmentos ¢ igual ao dominio U do mapa. Conseqiientemente,
o grifico fF(-) consiste de 2* segmentos. Na Figura 3(a)
¢ ilustrado o mapa fr(z) para @ = 0.1 e na Figura 3(b),
0 mesmo mapa apés uma iteragdo, f7(x). Na Figura 3(c) é
apresentado o gréfico de f3(x) e na Figura 3(d) é mostrado um
trecho do gréfico de fF(z) para um k genérico. Representa-se
a m-ésima solucdo da equagdo fF(-) = 1 por ax(m), em que
1 <m < 2F"1 e a m-ésima solugdo da equagio fr(-) = —1
por by(m), em que 0 < m < 2F~1,

As equagdes dos segmentos que constituem o mapa flk (z)

o Segmento que passa por (bp(m —1),—1) e (ap(m),1):

2
v= ar(m) — br(m —1) (@ =be(m —1)) —1
_ 2x — agp(m) — br(m — 1) (12)

ar(m) — bg(m —1)
o Segmento que passa por (ar(m),1) e (bi(m),—1):
_ -2
* 7 be(m) — ay(m)
_ 2z —ag(m) — br(m)
—ap(m) = br(m)

(x —ag(m)) +1

(13)

Substituindo-se as Eqs. (12) e (13) na Eq. (11), tem-se

1 2kt ax(m) 2z — ar(m) — br(m — 1)
R(k) = 3 Z [/bk(m_l)x ( arp(m) — bp(m — 1) ) dx

m=1
N /b’“(m) . (21: —ag(m) — bk(m)) gl
ar(m) ak (m) — by, (m)
Calculando-se as integrais da Eq. (14) separadamente,
obtém-se

[ (e )

(14)

k(m—1)
_ (ak(m) — b6k<m — 1) (15)
€
be(m) /942 — (ay(m) + b (m))z
/ak,(m) ( ax(m) — b(m) > "
:_mmm;mmw_ (16)
Assim,
R(k)
- % 1 [(ax(m) — bp(m — 1)) = (ax(m) — br(m))?] .

a7

Visando obter uma férmula mais simples para R(k), busca-
se uma forma recursiva para R(k + 1) em funcéo de R(k).

Ao iterar uma vez o mapa, passa-se de f§(z) para fF+!(z),
cuja generalizacdo pode ser feita a partir das Figuras 4(a) e
4(b), em que w e z sdo raizes da equagio fr(z) = a.

Para obter w e z, substitui-se y por o nas Egs. (12) e (13)
respectivamente e isola-se x. Desta forma, obtém-se

a+1

w = (aem) = bem — 1)) + bi(m — 1)

(18)

2= L aelm) — bu(m) + bi(m)

19)
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(a) Trecho do mapa genérico f}“() e (b) trecho deste mapa apds

Relacionando-se os graficos da Figura 4, observa-se que

bk+1(2m — 2) = bk(m — 1)
ag+1(2m—1)=w
bit1(2m — 1) = ax(m)

(20)
2y
(22)
(23)
(24)

Calculando-se R(k + 1) a partir da Eq. (17), obtem-se

2k
1
R(k+1) = - mZ: [(ax-+1(m) = b1 (m — 1))
—(akt1(m) — b1 (m))?] . (25)
Separando-se as parcelas de indices pares e impares,
R(k+1)
1 27971
=12 Y [(ars1(2m) = bepa(2m — 1)) = (ars1(2m)
m=1
b1 (2m)) + (@rr (2m — 1) — by (2m — 2))?
—(ar41(2m — 1) — bey1(2m — 1))?] . (26)

Em seguida, substituindo-se as Eqs. (18-24) e realizando-se
algumas manipulacdes, chega-se a

R(k+1)

:112m_ [a;%ak(m)—bk<m>>+bk<m>—ak<m>r
- [ awtm) - bk<m>>]2

+ :a =L 0k (m) — by(m — 1))} 2

_[a ; L (a(m) = b(m — 1)) + b(m — 1) — ak(m)] 2

27)

Expandindo-se os termos quadriticos do somatdrio da Eq.
(27) e agrupando-se termos comuns, finalmente obtém-se

R(k+1)
2k71
o

12

m=1

[(ar(m) — bi(m — 1))* — (ar(m) — b(m))?] .
(28)
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Fig. 5. SAC para sinais do mapa tenda inclinada para alguns valores de c.
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Fig. 6. SAC para sinais do mapa tenda inclinada para valores de o no

intervalo (—1,1).

Comparando as Egs. (17) e (28), observa-se que

R(k+1) = aR(k) (29)
e usando-se a Eq. (6)
1
R(0)=E [2°] = / x2p(x)dx
-1
1t 1 23"

Desta forma, resolvendo-se a equacdo de diferencas dada na
Eq. (29) com a condicdo inicial da Eq. (30), resulta

€1y

Na Figura 5 sdo ilustrados grificos da SAC para alguns
valores de a.. Na Figura 6 ¢ ilustrado o comportamento geral
da SAC para os valores admissiveis de a. Vale ressaltar que
k € Z e as curvas sdo tracadas em linhas continuas apenas
para facilitar a visualizagdo.
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Observa-se que para « > 0, R(k) decai monotonicamente
com |k| e que para o < 0, R(k) oscila, indicando que, neste
caso, para quase quaisquer m e Sp, as amostras s(n,sp) €
s(n+1,sp) tém sinais diferentes. Nota-se que, se a3 = —aa,

Ra, (k) = (—1)*Rq, (k), (32)

em que R,, (k) é a SAC das 6rbitas geradas quando a = a;
e R,,(k) é a SAC das érbitas geradas quando o = .

Estes resultados mostram que sinais cadticos nem sempre
possuem SAC na forma impulsiva. Neste caso, obtém-se esta
forma apenas para a = 0, coincidindo com o resultado obtido
em [13] para 3 = 2.

B. Andlise da Densidade Espectral de Poténcia

A DEP S(w) é obtida calculando-se a Transformada de
Fourier de Tempo Discreto (TFTD) de R(k), considerando-
se k a variavel temporal [20].

Neste caso,

1 1
R(k) = §a|k| =3 [oFu(k) +aFu(-(k+1))], 33)
em que u(k) representa a fungéo degrau, ou seja,
1, >0
u(k) = (34)
0, k<0
A TFTD de R(k) é dada por
o'} -1
_ 1 k _—jwk k _—jwk
S(w)—SlZaeJ +Za e’
k=0 k=—o0
(1 L
3\l —ae v 1 — el
1— 2
- @ . (35)

3(1+ a? — 2acos(w))

Na Figura 7 sao mostrados graficos da DEP para alguns va-
lores de «v e na Figura 8 é apresentado, de forma normalizada,
0 comportamento geral para todos os valores de .. Nota-se que
sdao mostrados graficos apenas para freqiiéncias positivas pelo
fato das DEPs, neste caso, serem funcdes pares.

Pela Eq. (35) e pelos graficos apresentados, observa-se que
o parametro da familia controla a forma como a poténcia estd
distribuida na freqiiéncia. Quanto maior o médulo de «, menor
a faixa de freqii€ncias em que estd concentrada a poténcia do
sinal resultante. Além disso, o sinal de « define se a poténcia
estd concentrada nas altas ou baixas freqiiéncias.

Pode-se observar na Figura 7 que as DEPs de sinais gerados
por mapas com valores de o opostos apresentam simetria em
relagdo a w = /2, ou seja, se a1 = —awo,

Sey (W) = Say (w—m), (36)

em que S,, (w) é a DEP das orbitas geradas quando o = a3
e Sa,(w) é a DEP das 6rbitas geradas quando o = «s.

Este deslocamento é esperado devido a relagcao dada na Eq.
(32). Quando um sinal s(n) é multiplicado por um e/“°¥, sua
TFTD é S(w +wp) [20]. Como (—1)* = (e=9™)¥, levando-se
em consideracdo a Eq. (32), conclui-se que a DEP para valores
opostos de « estardo deslocados de .

Estes resultados podem ser melhor quantificados utilizando-
se o conceito de banda essencial.

10
1
10°
3
7]
107
10’2 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
w/m
Fig. 7. DEP para sinais do mapa tenda inclinada para alguns valores de c.

Fig. 8. Comportamento geral da DEP normalizada para os valores admissiveis
de a.

IV. BANDA ESSENCIAL

A banda essencial B € definida como o comprimento do
intervalo de freqiiéncia em que uma porcentagem p da poténcia
do sinal estd concentrada. Aqui, utiliza-se p = 95% como é
usual na literatura de telecomunicacdes [18].

Para calcular B de um sinal cuja poténcia estd concentrada
nas baixas freqiiéncias, integra-se a DEP do sinal no trecho
em que uma fracdo p do sinal esteja concentrada, ou seja,

/ ¥ S(w)dw = p / " S(w)d.

Pode-se observar que para valores de « opostos, devido as
simetrias ilustradas na Figura 7 e justificadas na secdo anterior,
a banda essencial dos sinais gerados sdo iguais. Assim, no de-
senvolvimento seguinte, considera-se apenas valores positivos
de a.

(37)
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Fig. 9. Banda essencial em fungéo (a) de |a| e (b) do expoente de Lyapunov.

Utilizando-se o teorema de Parseval [20] e a Eq. (7), tem-se

1 [ 1
= | SW)dw = Preq = -, 38
- /0 (w)dw 4= 3 (38)
ou .

™
/ S(w)dw = T (39)

0 3

Utilizando-se a Eq. (35), obtém-se
B

/0 S(w)dw = %arctan [ Zti‘ tan (g)} . (40)

Substituindo-se as Egs. (39) e (40) na Eq. (37) e isolando-se
B, obtém-se
a—1
a+1|]"

(41)

tan (%)

B = 2arctan
a+1
a—1 ‘

= 2arctan {tan (%)

A Figura 9 mostra graficos de B em funcdo do médulo de
« e em funcdo do expoente de Lyapunov h; da Eq. (5). Como
B = pm para a = 0 e levando-se em consideragdo a Eq. (6),
obtém-se, neste caso, um processo ruido branco uniforme. Ja
para a = 1, as 6rbitas sdo fungdes-amostras de um processo de
banda extremamente estreita. E importante ressaltar que, em
todos os casos, o expoente de Lyapunov € positivo e assim,
as funcgdes-amostras aperiddicas destes processos sao sempre
sinais cadticos para todos os valores de a.

Deste modo, escolhendo-se um « adequado, pode-se obter
um sinal cadético banda larga ou estreita, com sua poténcia
concentrada nas freqiiéncias altas ou baixas e com a banda
essencial bem definida.

Estes resultados comprovam os resultados numéricos apre-
sentados em [14], [15], ou seja, sinais cadticos ndo implicam
banda larga e SAC impulsiva. Por isso é importante estudar
mais profundamente o espectro desses sinais pensando em
aplica-los em Telecomunicagoes.

V. CONCLUSOES

Com a realizagdo deste trabalho, confirmou-se analitica-
mente a possibilidade de se gerar sinais cadticos com banda

essencial bem definida, como descrito nos artigos [14], [15],
em que estes resultados foram obtidos por meio de simulag¢des
computacionais.

Comprovou-se também que o pardmetro « e o expoente de
Lyapunov estdo fortemente relacionados com a banda essencial
B. Tendo-se uma banda essencial desejada, por meio da Eq.
(41) pode-se obter « e, conseqiientemente, um mapa linear
por partes associado que gere esta Orbita.

Com estes resultados aumenta-se a possibilidade de
aplicacdes de sinais cadticos em sistemas de comunicagdo,
por exemplo em modulagdo e multiplexagdo, como citado
em [14], [15]. Em Telecomunicagdes é fundamental conhecer
a banda essencial dos sinais utilizados e por este motivo é
relevante expandir estes estudos para sinais cadticos gerados
por diversos outros mapas, incluindo-se os multidimensionais.
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