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Resumo. Nas últimas décadas, diversas aplicações práticas de sinais caóticos em comu-
nicação têm sido consideradas. Para tanto, é de fundamental importância conhecer e con-
trolar as caracteŕısticas temporais e espectrais desses sinais. No presente texto, faz-se um
estudo anaĺıtico da sequência de autocorrelação e da densidade espectral de potência de
sinais caóticos em tempo discreto gerados pelo mapa de Bernoulli com r segmentos.
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1 Introdução

Um sinal caótico é limitado em amplitude, aperiódico, determińıstico e apresenta de-
pendência senśıvel às condições iniciais [1]. Esta última caracteŕıstica implica que duas
condições iniciais próximas geram sinais que se tornam distintos depois de algumas itera-
ções [1]. Atualmente existe um grande número de áreas desenvolvendo pesquisas envol-
vendo sinais caóticos. Em particular, na Engenharia de Telecomunicações vêm surgindo
numerosas possibilidades de aplicações em modulações analógica e digital, codificação e
criptografia, entre outras áreas [2, 4, 10].

No projeto de sistemas de comunicação é fundamental conhecer a Sequência de Auto-
correlação (SAC), a Densidade Espectral de Potência (DEP) e a banda essencial dos sinais
envolvidos. Nos últimos anos houve algum progresso na determinação da DEP de sinais
caóticos gerados por algumas famı́lias de mapas [3, 5, 6], porém, resultados mais gerais
ainda precisam ser encontrados.

Portanto, neste contexto, o objetivo deste artigo é generalizar resultados obtidos previ-
amente, determinando-se fórmulas fechadas para a DEP de mapas unidimensionais lineares
por partes com r inclinações distintas e analisar o caso em que as inclinações são iguais.

O artigo é estruturado da seguinte forma: na Seção 2 define-se o mapa estudado e na
Seção 3 deduzem-se a SAC, a DEP e a banda essencial. Na Seção 4, particularizam-se os
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resultados para o caso em que as inclinações são iguais. Para esse caso em particular, são
mostradas simulações que validam os resultados teóricos. Por fim, na Seção 5 tecem-se
conclusões.

2 O Mapa de Bernoulli com r segmentos

O mapa de Bernoulli com r ≥ 2 segmentos fB(·), é composto por r trechos lineares,
com inclinações positivas [1]. As abscissas dos pontos de descontinuidade α1, α2, · · · , αr−1
são os parâmetros que definem o mapa na famı́lia.

O mapa fB(·), definido no intervalo U = [−1, 1] é dado por

s(n+ 1) = fB(s(n)), (1)

em que

fB(s) =
2s− (αj + αj−1)

αj − αj−1
, αj−1 ≤ s < αj , (2)

sendo α0 = −1, αr = 1 e αj ∈ (−1, 1), j = 1, . . . , r.
Na Figura 1(a) é mostrado um exemplo de fB(·) com r = 7 e α1 = −0.5, α2 = −0.3,

α3 = −0.1, α4 = 0.2, α5 = 0.7 e α6 = 0.8. Na Figura 1(b) dois trechos de sinal desse mapa
com condições iniciais muito próximas, s(0) = 0.3 e s(0) = 0.300000001 são mostrados.
Observa-se que o sinal é aperiódico e apresenta Dependência Senśıvel às Condições Iniciais
(DSCI).
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Figura 1: (a) Exemplo de fB(·) com r = 7 (b) trecho de órbitas desse mapa com s(0) = 0.3
(linha cont́ınua) e s(0) = 0.300000001 (linha tracejada).

A densidade invariante das órbitas de fB(·) pode ser obtida pela iteração do operador
de Frobenius-Perron P(·) [7] aplicado a uma densidade inicial qualquer p(s). Sendo s1,
s2, . . ., sr as contra-imagens de um ponto s, como mostrado na Figura 2,

P(p(s)) =
d

ds

∫
f−1([−1,s])

p(u)du =
1

2
[(α1 + 1) p(s1) + (α2 − α1) p(s2) + . . .+ (1− αr−1) p(sr)] .

(3)

Note que para p(s) = 1
2 , P(p(s)) = 1

2

[
(α1 + 1)12 + · · ·+ (1− αr−1)12

]
= 1

2 . Assim, a
densidade invariante para o mapa fB(·) é uniforme e dada por

p∗(s) =
1

2
, para− 1 ≤ s ≤ 1. (4)



3

−1

1

 s

 f B
(s

)

α
0
= −1 s

1
α

1
s

2
α

r−2 s
r−1

s
r

α
r
=1α

r−1

s

...

Figura 2: A contra-imagem do intervalo [−1, s] da famı́lia de mapas de Bernoulli com r
inclinações é dada por [−1, s1] ∪ [α1, s2] ∪ · · · ∪ [αr−2, sr−1] ∪ [αr−1, sr].

.

O fato da densidade invariante ser uniforme facilita os cálculos da SAC e da DEP,
como é discutido nas seções subsequentes.

A potência média das orbitas geradas por fB(·) é

Pm = E
[
s2
]

=

∫ 1

−1
s2p∗(s)ds =

1

2

∫ 1

−1
s2ds =

1

3
. (5)

3 Sequência de Autocorrelação e Densidade Espectral de
Potência

Sinais caóticos gerados por mapas podem ser tratados como funções amostras de um
processo estocástico ergódico [7]. Para um conjunto fixo de parâmetros, o sinal caótico
gerado pelo mapa a partir de uma condição inicial s(0) pode ser interpretado como uma
função amostra de um processo estocástico definido por fB(·). Utilizando-se essa inter-
pretação, deduz-se a seguir a SAC utilizando-se uma técnica similar à empregada em [11].

A SAC R(k) do sinal s(n) para um atraso k é definida por

R(k) = E[s(n)s(n+ k)]. (6)

A esperança matemática E[·] é tomada sobre todas as condições iniciais que geram sinais
caóticos. Para facilitar a notação define-se x = s(n) e y = s(n+ k) = fkB(x).

Assim, a densidade conjunta p(x, y) é dada por p(x, y) = p∗(x)δ
(
y − fkB(x)

)
, em que

p∗(·) é dada por (4) e δ(·) representa a função delta de Dirac. Desta forma, como U =
[−1, 1], usando (6) e (4), tem-se para os mapas fB(·)

R(k) = E[s(n)s(n+ k)] = E[xy] =

∫ 1

−1

∫ 1

−1
xyp∗(x)δ

(
y − fkB(x)

)
dxdy =

1

2

∫ 1

−1
xfkB(x)dx. (7)

A imagem de cada um dos r segmentos que formam o mapa fB(·) é igual ao domı́nio
U do mapa. Assim, o gráfico fkB(·) consiste de rk segmentos. Na Figura 3(a), tem-se o
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mapa fB(x). Na Figura 3(b) é apresentado o gráfico de f2B(x) e na Figura 3(c) é mostrado
um trecho do gráfico de fkB(x) para um k genérico. Representa-se a m-ésima solução da
equação fkB(x) = 1 por ak(m), em que 1 ≤ m ≤ rk−1.

−1

0

1

 f B k
(x

)

x

−1

0

1

 f B 2
(x

)

−1

1
 f B 

(x
)

 α
1

...

a
k
(0) a

k
(m−2) a

k
(m−1) a

k
(m) a

k
(m+1) a

k
(m+2) a

k
(r k−1)

α
r−1

(a)

(b)

(c)

a
1
(0) a

1
(1) a

1
(r−1) a

1
(r)

a
2
(r)a

2
(r−1)a

2
(1)a

2
(0) a

2
(r2)a

2
(r2−1)a

2
(r2−r+2)a

2
(r2−r+1)

... ...

...

... ...

Figura 3: (a) fB(x) (b) f2B(x) e (c) fkB(x).

O segmento que passa por (ak(m− 1),−1) e (ak(m), 1) pode ser equacionado como

y =
2x− (ak(m) + ak(m− 1))

ak(m)− ak(m− 1)
. (8)

Substituindo-se (8) em (7) obtém-se

R(k) =
1

2

rk−1∑
m=1

[∫ ak(m)

ak(m−1)

(
2x2 − (ak(m) + ak(m− 1))x

(ak(m)− ak(m− 1))

)
dx

]
. (9)

Resolvendo-se a integral tem-se

R(k) =
1

12

rk−1∑
m=1

[
(ak(m)− ak(m− 1))2

]
. (10)

Calculando-se R(k + 1) a partir de (10), obtém-se

R(k + 1) =
1

12

rk∑
m=1

[
(ak+1(m)− ak+1(m− 1))2

]
. (11)

Ao iterar uma vez o mapa, passa-se de fkB(x) para fk+1
B (x), cuja a generalização pode

ser feita a partir das Figuras 4(a) e 4(b), em que wm,1, wm,2, . . . e wm,r−1 são as ráızes
das equações fkB(x) = α1, f

k
B(x) = α2, . . . e fkB(x) = αr−1 no intervalo [ak(m− 1), ak(m)],

respectivamente.
Para determinar wm,1, wm,2,. . . e wm,r−1 substitui-se y por α1, α2,. . . e αr−1 e x por

wm,1, wm,2,. . . e wm,r−1 em (8). Desta forma, tem-se

wm,j =
(ak(m)− ak(m− 1))αj + (ak(m) + ak(m− 1))

2
. (12)
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Figura 4: (a) Trecho do mapa genérico fkB(x) e (b) trecho desse mapa após uma iteração
fk+1
B (x) .

Relacionando-se os gráficos da Figura 4, observa-se que ak+1(rm − r) = ak(m −
1), ak+1(rm− r + 1) = wm,1, . . . = . . . , ak+1(rm) = ak(m).

Pelas relações inferidas da Figura 4 e pela expressão (12) obtêm-se

R(k + 1) =
ψ

12

rk−1∑
m=1

[
(ak(m)− ak(m− 1))

2
]
, (13)

em que ψ = 1
2

∑r−1
j=0

(
α2
j − αjαj+1

)
.

Comparando (10) e (13), observa-se que R(k+1) = ψR(k). Resolvendo-se esta equação
diferenças com a condição inicial dada em (5), obtém-se

R(k) =
1

3
ψ|k|. (14)

A DEP P (ω) é obtida calculando-se a Transformada de Fourier de Tempo Discreto
(TFTD) de R(k), considerando-se k a variável temporal [9]. Assim, a DEP de fB(·), é
dada por

P (ω) =
1− ψ2

3(1 + ψ2 − 2ψ cos(ω))
. (15)

A banda essencial B é definida como o comprimento do intervalo de frequência em que
q = 95% da potência do sinal está concentrada [8]. Calculando-se a banda essencial B
utilizando-se o mesmo procedimento utilizado em [5] obtém-se

B = 2 arctan

[
tan

(qπ
2

) ∣∣∣∣ψ − 1

ψ + 1

∣∣∣∣] . (16)

Na seção seguinte exemplificam-se esses resultados para o caso r inclinações iguais.

4 Caso r inclinações iguais

Nesse caso, os segmentos que separam os parâmetros no domı́nio U possuem mesmo
comprimento. Dessa forma, αk = −1 + 2

rk, em que k = 0, 1, ...r. Nesse caso, ψ = 1
r .



6

Assim, a SAC é R(k) = 1
3

(
1
r

)|k|
, a DEP P (ω) = r2−1

3(1+r2−2r cos(ω)) e a banda essencial

B = 2 arctan
[
tan

( qπ
2

) ∣∣∣1−r1+r

∣∣∣].
Na Figura 5(a) é ilustrada a SAC para fB(·) para alguns valores de r. Observa-se

que para r ≥ 2, R(k) decai monotonicamente com |k|. Conforme aumenta-se o valor r, a
SAC aproxima-se da forma impulsiva. Para cada curva teórica, é mostrado em tracejado o
resultado obtido numericamente utilizando-se 500 funções-amostras com condições iniciais
s(0) uniformemente distribúıdas no domı́nio U , cada uma com N = 1000 pontos. Clara-
mente, os resultados numéricos validam os resultados teóricos obtidos. Na Figura 5(b)
são ilustradas as curvas anaĺıticas da DEP e estimativas da DEP obtida numericamente.
Nota-se que com r suficientemente grande a DEP resultante aproxima-se de um espectro
plano. Na Figura 6(a) é mostrado o gráfico de B em função de r e na Figura 6(b) em
função do expoente de Lyapunov hB = ln(r). Na simulação, utiliza-se r = 2 até r = 50
com r ∈ N. Observa-se que conforme aumenta-se r aumenta-se também a distribuição
espectral da potência.
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Figura 5: SAC e DEP para sinais do mapa fB(·) para alguns valores de r. Curvas anaĺıticas
(linha tracejada) e curvas numérica (linha continua).
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5 Conclusões

Para aplicações práticas na área de Telecomunicações é fundamental conhecer e con-
trolar as caracteŕısticas espectrais dos sinais envolvidos. Nesse artigo, deduziram-se a
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SAC, a DEP e a banda essencial para as órbitas do mapa de Bernoulli com r inclinações.
Analisou-se o caso r inclinações iguais anaĺıtica e numericamente. Esses resultados podem
ser úteis no projeto e implementação de sistemas de comunicação baseados em caos que
venham a utilizar esses mapas. No momento, os autores estão trabalhando nesse aspecto.
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