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Resumo. Recentemente, teorias referentes ao estudo de redes complexas estao sendo uti-
lizadas em uma aplicagdo até entdao inédita: a andlise da dindmica de séries temporais.
Diversos autores propuseram procedimentos distintos para converter uma série temporal
em uma rede complexa. Nesse trabalho mapeiam-se séries temporais de mercado financeiro
em redes complexas por meio de quantis. Algumas propriedades das redes resultantes sao
analisadas, inferindo-se informacoes a respeito do comportamento das séries.
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1 Introducao

Redes sao representacoes das relagoes existentes entre pares de elementos de um con-
junto. Nesse contexto, tais elementos sao chamados de vértices e as relagoes entre eles,
arestas ou ligagoes [1]. Redes mapeiam diversas situagoes reais. Um exemplo consiste
nas comunidades virtuais como Facebook, Twitter e Instagram [1]. Nelas, os usuérios,
representados pelos vértices, estabelecem relagoes entre si, representadas pelas arestas.

Tem-se utilizado a teoria de redes complexas na andlise de séries temporais. Essas redes
podem ser construidas a partir de séries temporais por meio de diversas técnicas [2-6].
Em [2] definem-se ciclos no sinal e faz-se a anélise da correlacao entre eles. Tal modelagem
é aplicavel a séries cujos ciclos sao bem definidos. Em [3] gera-se uma rede digitalizando
uma série em certo nimero de niveis ou quantis e construindo a matriz de pesos que
representa o numero de vezes que dois quantis adjacentes sao encontrados. Em [4] a
matriz de recorréncia obtida da série é utilizada como matriz de adjacéncias da rede.
Em [5] é proposto um modelo em que o espago de fase do sinal é reconstruido e cada um
de seus pontos representa um vértice na rede resultante. A modelagem proposta por [6]
utiliza o Visibility Algorithm. Nele, os valores da série sdo dispostos em um gréfico de
barras. Cada barra associa-se a um vértice e as arestas estabelecem-se de forma que cada
barra é conectada a todas as outras que podem ser vistas do topo da primeira.
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O objetivo do presente artigo é utilizar o algoritmo de mapeamento proposto em [3]
para converter duas séries temporais provindas do mercado financeiro em redes complexas.
A partir das redes infere-se propriedades das séries originais. A primeira série consiste
no valor das cotacoes didrias de fechamento da acado preferencial da empresa Petrobras,
PETR4. A outra série consiste nos valores de retorno diario da mesma acado, que mostra
a variagao do seu prego em relagdo ao preco no dia anterior.

Esse artigo estd estruturado da seguinte forma: na Secao 2 sao conceituadas proprieda-
des tuteis a caracterizacao de redes complexas, além de revistos alguns modelos presentes
na literatura. Na Se¢ao 3 o mapeamento de uma série em uma rede por meio de quantis
é explicado detalhadamente. Na Secao 4 aplica-se esse mapeamento as séries financeiras.
Na Secao 5 tracam-se as conclusoes e trabalhos futuros.

2 Redes Complexas e Métricas

Uma rede com N vértices é representada matematicamente por um grafo GG, com-
posto por um conjunto de M arestas F(G) e relagdes que associam a cada uma delas
dois vértices [7]. Vértices e arestas sdo denotados respectivamente por: {i,j,k,...,n} e
{lij, ljky - - - s lmn }. Dois vértices i e j sao vizinhos se a aresta [;; € E [1]. Uma rede também
¢ representada por uma matriz de adjacéncias N x N, A, com elementos a;;. Nela, se dois
vértices i e j estiverem conectados, a;; = 1. Caso contrario a;; = 0.

Um caminho L;; entre dois vértices i e j é uma sequencia de arestas que se inicia em
e termina em j. Entre os possiveis caminhos, aqueles que apresentam o menor nimero de
arestas sao chamados de menores caminhos [1]. Caso nao exista caminho entre os vértices
iej, Lijj = oo [1]. Nesse caso, um desses vértices estd desconectado da rede. O menor
caminho médio (L) para uma rede direcionada é definido como

1 N N
(L) = mZZLU (1)

i=1 j=1

O grau de conectividade K; de um vértice ¢ é dado pelo numero de arestas que partem ou
terminam nele [1]. O grau de conectividade médio (K') para uma rede direcionada é

1 N
(K) =+ K. )
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A distribuicao de graus de conectividade P(K) indica a fracado de vértices com grau K
existente na rede.

O coeficiente de agrupamento C; do vértice ¢ pertencente a uma rede direcionada é
definido como a razao entre o numero de arestas F; existentes entre os vizinhos desse
vértice e o nimero méaximo de arestas possiveis entre eles, dado por

E;

3)

em que V; representa o nimero de vizinhos de i [1]. O coeficiente de agrupamento médio
(C) de uma rede desse tipo é dado por
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A modularidade M mede a possibilidade de dividir uma rede em subredes ou mdédulos.
O conjunto de mddulos em que uma rede é dividida denomina-se particao. Em geral,
procuram-se particoes em que vértices de um mesmo médulo tenham muitas conexoes e
vértices de mdédulos diferentes tenham poucas conexoes entre si. Para uma particao, a
modularidade M p é dada por

Mpzij%(ﬁ»j, )

s=1

sendo r o nimero de médulos da particao, M o total de arestas na rede, My o nimero
de arestas entre os vértices do s-ésimo maddulo e ds a soma dos graus de conectividade
dos vértices do s-ésimo médulo [3,8]. A modularidade da rede é o maximo valor de Mp
dentre todas as possiveis partigoes [8].

A seguir revisitam-se os principais modelos de redes complexas presentes na literatura:
aleatdrias, small world e livres de escala.

Numa rede aleatéria de N vértices, a probabilidade de dois vértices quaisquer i e j
estarem conectados é fixa e igual a p. Essas redes possuem (L) pequeno em relacdo a N
e P(K) binomial com (K) sendo a moda da distribuicao [1,3]. Quando N — co e p — 0,
essa distribuigao binomial pode ser aproximada por uma distribuicao do tipo Poisson [1].

Denomina-se rede regular a rede de forma circular cujas arestas estabelecem-se ape-
nas entre os n vizinhos mais préximos de seus vértices. A partir delas pode-se gerar
as redes small world [9]. Para tal, realocam-se algumas arestas da rede regular conec-
tando vértices distantes. Assim, as redes small world incorporam caracteristicas de re-
des regulares e aleatérias [9]. Tem-se (L)gicatsria < (L)smatiwortd < {(L)regular; €m que
<L>smallworld = <L>aleato’ria < N, ou seja, <L>smallworld aproxima-se mais de <L>aleatéria do
que de (L)regular- Assim sendo, nessas redes a distancia média entre os vértices é pequena,
em comparagao ao seu nimero de vértices, caracterizando o fenémeno mundo pequeno [1].
Em relacao ao (C') de uma rede small world, espera-se que (C)gicatéria < (C)smailworld €
que P(K) seja do tipo Poisson [1].

O modelo livre de escala foi proposto por [10]. Para construir uma rede desse tipo,
inicia-se com um pequeno ntumero de vértices de mesmo grau de conectividade. Posteri-
ormente, adicionam-se novos vértices conectando-os com maior probabilidade aos vértices
de maior grau de conectividade. Como os vértices mais conectados tendem a receber mais
arestas, essas redes apresentam hubs, que sao vértices altamente conectados que ocorrem
em menor numero [3]. Nessas redes, P(K) tém a forma de uma lei de poténcia [1].

3 Mapeamento de Séries Temporais em Redes Complexas

No mapeamento proposto por [3], uma rede complexa com pesos e arestas direcionadas
é obtida a partir de uma série temporal qualquer. Define-se quantil de ordem m de uma
série temporal, indicado por g(m), em que 0 < m < 1, & amplitude da amostra tal que
100m% das amostras da série sejam menores do que g(m) [3].



A obtencao de uma rede por meio desse mapeamento é descrita a seguir: i. dada uma
série temporal 2(n) com N, amostras, obtém-se seu histograma,; ii. a partir do histograma,
divide-se z(n) em Q quantis {q1,q2,...,qq} tais que ¢; = ¢(i/Q). O ntmero de amostras
cujos valores estao entre g; e g;+1 é dado por N,/Q); iii. cria-se uma rede com @ vértices
{v1,v2,...,vQ} que representam esses quantis; iv. os vértices da rede sao conectados dois
a dois por meio de arestas l;;, cujos pesos sao determinados pelo nimero de vezes que uma
amostra z, pertencente a um quantil g; é seguida por outra amostra x,1, pertencente ao
quantil g;.

Uma vez que as redes geradas sao direcionadas e com peso, deve ser utilizado um
limiar de forma a definir se dois vértices estao ou nao conectados, possibilitando o célculo
das propriedades da Secao 2. Na aplicacao do limiar, retiram-se as arestas cujo peso é
menor que o valor pré-definido e associam-se pesos unitérios as arestas remanescentes [3].
A escolha do limiar é feita de forma a excluir excegoes do mapeamento. Esse valor deve
ser calibrado de acordo com a série em andlise. Um limiar excessivamente elevado causa
a perda de informacoes relevantes enquanto um limiar muito baixo considera as excecoes.

4 Aplicagao a Séries de Mercado Financeiro

Nessa secao aplica-se o mapeamento discutido a duas séries financeiras.

A primeira, z(n), consiste no valor em reais das cotagoes didrias de fechamento da
agao preferencial da Petrobrds, PET R4 [12]. Essa acgao faz parte do indice Bovespa, que
mede o desempenho dos ativos de maior representatividade do mercado brasileiro [13].
Tomou-se o intervalo entre o dia 26 de outubro de 2010 e o dia 09 de abril de 2015 [12],
considerando-se assim, 1000 amostras. Na Figura la, mostra-se a evolucao temporal de
xz(n). Nota-se que entre 2010 e 2011, o prego da agao oscila entre 23 e 27 reais. Do final
de 2011 até a metade de 2014 ele sofre queda, oscilando entre 12 e 23 reais. Apds alta no
final de 2014, observa-se uma queda acentuada, verificada até abril de 2015.

A segunda série, 7(n), compreende os valores porcentuais dos retornos didrios da mesma
acao, calculados durante o mesmo periodo. O retorno didrio mostra a variacdo no prego
da agao em relagdo ao prego no dia anterior. Obtém-se os valores dos retornos por r(n) =

Série de Precos Série de Retornos
30 T T 0.15 T -
0.1p
0.05F | ‘“ u\!iﬂuu
0
=
= _oo0sf L =
-0.1
-0.15
5L i i i . _o.oLu i i i i
2011 2012 2013 2014 2015 2011 2012 2013 2014 2015
n n
(a) (b)

Figura 1: (a) Série de pregos e (b) retornos didrios da agdo PET R4 de 26/10/2010 a 09/04/2015.



Figura 2: Redes resultantes do mapeamento das séries (a) z(n) e (b) r(n)

xz(n)/xz(n — 1) — 1 [14]. Essa série também possui 1000 amostras, sendo visualizada na
Figura 1b. Seu comportamento reflete o de z(n), visto que no periodo em que ela sofre
queda, os retornos sao em sua maior parte negativos e nos momentos de alta nos pregos,
os retornos sao em sua maioria positivos. Nas Figuras la e 1b também sdo mostrados os
limites entre os quantis empregados.

Ambas as séries foram divididas em 30 quantis e convertidas em redes com 30 vértices.
Nelas, cada vértice associa-se a um quantil sendo que o primeiro quantil corresponde ao
Vértice 01 e assim por diante. Aplicou-se para ambos os casos um limiar igual a 3 de forma
que nao houvesse vértices desconexos. A rede resultante para xz(n) é mostrada na Figura 2a
e a rede resultante para r(n), na Figura 2b. Ambas as redes também foram particionadas
utilizando-se o algoritmo Spectral Partitioning [15]. Para essas redes, a particdo que
maximiza a modularidade é composta por dois médulos. Nelas, os vértices de cor azul
pertencem ao Mddulo 01 e os vértices de cor rosa, ao Mddulo 02. As métricas (L), (K),
(C) e M foram calculadas conforme definigdes da Segdo 2 para ambas as redes. Esses
resultados sdo visualizados na Tabela 1. Adicionalmente, obtiveram-se os histogramas
representativos da P(K) dessas redes, visualizados nas Figuras 3a para x(n) e 3b para
r(n).

Para z(n), a rede obtida dessa série apresentou (L) elevado em relagdo a N. O (K) da
mesma rede nao aproxima-se da moda da sua P(K), conforme observa-se na Figura 3a.
O (C) obtido para ela nao é elevado, porém nao aproxima-se de zero. Essa rede possui
M negativa, indicando que quando ela é dividida, ndo apresenta particoes de modulari-
dade elevada. Nela, observa-se um elevado niimero de conexoes entre vértices proximos.
Tal comportamento indica a existéncia de um grande nimero de amostras consecutivas
na série que encontram-se no mesmo quantil ou em quantis adjacentes. Por esse motivo,
concluiu-se que x(n) varia lentamente ao longo do tempo. Tendéncias de alta e baixa em
x(n) sdo estimadas pela diregao das arestas da rede resultante. Conexdes que partem de
determinado vértice e chegam a outro vértice de ordem superior representam um compor-
tamento crescente na série (aumento do prego). Por outro lado, arestas que partem de um
vértice qualquer e chegam a outro de ordem inferior indicam comportamento decrescente
na série, sugerindo a diminui¢do do prego. Assim, é possivel afirmar que essa rede exibe
caracteristicas préprias, possuindo algumas propriedades de redes regulares, como o tipo

Tabela 1: Métricas e desvios padrdo obtidos para as redes resultantes das séries x(n) e r(n).

Série | N <L> < K > <C > M
z(n) | 30 | (6.71 +4.44) | (5.66 £1.98) | (0.32 +0.25) | -0.09
r(n) | 30 | (2.95 £1.09) | (5.73 +£1.77) | (0.10 £0.06) | 0.02
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Figura 3: Histogramas representativos da P(K) das redes obtidas das séries (a) z(n) e (b) r(n).

de conexoes estabelecidas e o valor de (C).

Por outro lado, a rede resultante do mapeamento de 7(n) possui (L) baixo em relagao
a N. Essa tendéncia é observada em redes small world e aleatérias [3,9]. O (K) = 5.73
obtido aproxima-se de K = 5 e K = 6 que sao dois dos valores que mais ocorrem na
sua P(K), conforme visualizado na Figura 3b. O (C) da mesma rede nao ¢ elevado,
caracterizando conexoes que nao se estabelecem necessariamente entre vértices adjacentes.
A M dessa rede é positiva, porém nao é préxima de um, inferindo-se que quando ela
¢é dividida, as particoes resultantes nao apresentam modularidade elevada. Nessa rede,
as conexoes distribuem-se entre vértices correspondentes a quantis nao necessariamente
adjacentes. Assim, concluiu-se que r(n) varia de forma semelhante a uma série de ruido.
Tendéncias de alta e baixa em r(n) também podem ser detectadas pela direcao das arestas
da rede associada a essa série. Dessa forma, a rede obtida de r(n) pode ser classificada
como aleatéria devido aos valores de (L) e (K) e ao tipo de conexoes estabelecidas entre
seus vértices. De forma geral, concluiu-se que x(n) varia mais lentamente em relagao a
r(n). Os pesos das arestas também sao representativos do comportamento dessas séries.
Eles associam-se as chances dos pregos e retornos realizarem as transicoes indicadas pela
direcao das arestas. Pretende-se apresentar em um trabalho futuro essa analise, que pode
ser utilizada para a deteccao de padroes no comportamento dessas séries .

5 Conclusoes

Nesse artigo, mostrou-se a aplicacdo do mapeamento por meio de quantis a séries
financeiras. Foi possivel detectar tendéncias no seu comportamento e classificar as redes
associadas a elas por meio de suas propriedades.

Tratando-se de trabalhos futuros, pretende-se aplicar o mesmo modelo a outras séries
financeiras, estudar as caracteristicas das redes associadas, além de comparar os resultados
obtidos aos ja observados. Pretende-se também analisar a influéncia da métrica M na
distincao dessas séries.
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