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RESUMO

Neste trabalho são investigados problemas de aloação de espetro e potên-

ia em redes sem �o de múltiplo aesso e propostas sete soluções distintas para

diferentes enários e topologias que serão enumeradas a seguir. Primeiramente o

problema de maximização da e�iênia energétia em redes ooperativas do tipo

multiportadora om múltiplo aesso por divisão de ódigo de sequênia direta

é abordado e as seguintes soluções são apresentadas: duas abordagens na pers-

petiva de teoria de jogos, uma utilizando algoritmo de water-�lling (1) e outra

utilizando o algoritmo distribuído de ontrole de potênia baseado no equilíbrio de

Verhulst (2), uma tereira solução também inspirado no último algoritmo itado

e na média dos oe�ientes de anal das subportadoras do sistema (3); uma abor-

dagem heurístia utilizando o algoritmo dos vaga-lumes (4) e outra utilizando a

otimização por enxame de partíulas (5). Em segundo lugar, foram investigados

problemas de otimização em sistemas de múltiplo aesso por divisão ortogonal

de frequênia om provisão de qualidade de serviço estatístia. Nesta segunda

topologia dois problemas distintos foram analisados: o primeiro problema de ma-

ximização da apaidade efetiva do sistema foi soluionado utilizando o método

de deomposição dual de Lagrange (6), o segundo problema ujo objetivo é a

maximização da e�iênia energétia efetiva foi investigado e um solução baseada

na ombinação do método de Dinkelbah e da deomposição dual de Lagrange foi

proposta (7). Simulações omputaionais foram onduzidas tendo em vista averi-

guar o desempenho das abordagens propostas e, quando possível, tais resultados

numérios foram omparados àqueles obtidos a partir de algoritmos alternativos

existentes na literatura.

Palavras-have: Sistemas de Comuniação de Múltiplo Aesso; Aloação de

Reursos; Otimização; E�iênia Energétia; Capaidade.



ABSTRACT

This work investigates the spetrum and power alloation problems in wire-

less multiple aess networks and seven di�erent solutions to di�erent senarios

and topologies, whih are enumerated as follows. Three distint solutions are

presented to the energy e�ieny maximization problem in multiarrier diret

sequene ode division multiple aess ooperative: two game theoreti appro-

ahes, one using the iterative water-�lling algorithm (1) and another one using

the distributed power ontrol algorithm based on Verhulst equilibrium onept

(2), and a third solution also based on the last algorithm but onsidering the

average hannel power gain (3); an heuristi approah using the �re�y algorithm

(4) and the partile swarm optimization algorithm (5). In orthogonal frequeny

division multiple aess networks, optimization problems onsidering a statistial

quality of servie metri were analyzed: the �rst one is the e�etive apaity ma-

ximization whih was solved through Lagrange dual deomposition method (6).

The seond one, in whih the objetive is to maximize the e�etive energy e�-

ieny was addressed and solution based on the Dinkelbah method and further

appliation of Lagrange dual deomposition was developed (7). Simulations were

onduted to verify the proposed approahes performane and, whenever possi-

ble, the numerial results were ompared to previous solution proposed in the

literature.

Keywords: Multiple Aess Communiation Systems; Resoure Alloation;

Optimization; Energy E�ieny; Capaity.
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NOTAÇÕES

a, α, A Letra em itálio representa um esalar

a Letra minúsula em negrito representa um vetor

A Letra maiúsula em negrito representa uma matriz

{·}T Operador matriz transposta

{·}H Operador hermitiano transposto

{·}−1
Operador matriz inversa

tr(·) Operador traço da matriz

| · | Operador valor absoluto (módulo)

|| · || Operador norma Eulidiana

|| · ||p Operador norma p

E(·) Operador esperança estatístia

Pr(·) Operador probabilidade

∗ Operador de onvolução

v ≥ 0 India que todos os elementos do vetor v são não negativos

v ≤ 0 India que todos os elementos do vetor v são não positivos

A � 0 India que a matriz A é semide�nida negativa

A � 0 India que a matriz A é semide�nida positiva

C1 ⊂ C2 India que C1 é um subonjunto de C2

C1 ⊆ C2 India que C1 é um subonjunto de C2 ou o próprio C2



max[·] Valor máximo assumido pelo argumento

min[·] Valor mínimo assumido pelo argumento

U(x, y) Proesso aleatório de distribuição uniforme entre as variáveis x e y

log Quando a base for omitida log = ln

inf {·} Ín�mo do argumento

sup {·} Supremo do argumento

∀ Qualquer que seja

∈ Pertene

△
= Por de�nição
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subportadora após o proesso de deteção

δMCC
i,k Relação sinal-interferênia mais ruído do i-ésimo usuário na k-ésima
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n Vetor de ruído normalizado

N Número de subportadoras

Ni Número de portadoras aloadas para o usuário i em um sistema
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Ñ Número de subportadoras ligadas no algoritmo iterativo de water-

�lling



N0 Densidade espetral de potênia do ruído em [Watts/Hertz℄
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p
r

Potênia onsumida disponível no retransmissor

P (·) Função perspetiva

PN Potênia média do sinal reebido no retransmissor de um sistema

MC-DS/CDMA ooperativo

P
SYN

Potênia onsumida pelo sintetizador

P
MIX

Potênia onsumida pelo mixer

P
ABR

Potênia onsumida pelo ampli�ador de baixo ruído

P
FiT

Potênia onsumida pelo �ltro de transmissão

P
FiR

Potênia onsumida pelo �ltro de reepção

P
AFI

Potênia onsumida pelo ampli�ador de frequênias intermediárias

P
CAD

Potênia onsumida pelo onversor analógio-digital

P
CDA

Potênia onsumida pelo onversor digital-analógio

P


Potênia onstante onsumida pelos iruitos

P


r

Potênia onstante onsumida pelos iruitos do retransmissor em

sistemas ooperativos



PDS


Potênia onsumida pelos iruitos de transmissão e reepção de um

sistema DS/CDMA

P
t

(·) Energia total onsumida no intervalo T pelo sistema OFDMA em

função das matrizes de aloação de subportadora, potênia e taxa de

transmissão

P i
t

(·) Energia total onsumida no intervalo T pelo i-ésimo usuário do sis-

tema OFDMA em função dos vetores de aloação de subportadora,

potênia e taxa de transmissão

PDS
t

Potênia total onsumida pelo sistema DS/CDMA

PMC
t

Potênia total onsumida pelo sistema MC-DS/CDMA

PMCC
t

Potênia total onsumida pelo sistema MC-DS/CDMA ooperativo

POFDMA
t

Potênia total onsumida pelo sistema OFDMA

PDS
tr

(·) Potênia onsumida na transmissão da informação em sistemas

DS/CDMA

p Vetor de potênias de transmissão

p−i Vetor de potênias de transmissão de todos os usuários om exeção

do usuário i

p−i,k Vetor de potênias de transmissão de todos os usuários na subpor-

tadora k om exeção do usuário i

P Matriz de potênias de transmissão

q Cap. 2 - Tamanho da �la do ontrolador de enlae

Cap. 3 - Parâmetro do método de Dinkelbah

qt Parâmetro do método de Dinkelbah na iteração t



q∗ Parâmetro ótimo do método de Dinkelbah (Valor máximo da função

do problema original)

qmax Tamanho máximo da �la do ontrolador de enlae

q Vetor arbitrário

Q Tamanho instantâneo da �la do ontrolador de enlae

Q Matriz diagonal om os ganhos de amplitude introduzidos pelos a-

nais dos usuários

ξDS
E�iênia energétia do sistema DS/CDMA

ξMC
E�iênia energétia do sistema MC-DS/CDMA

ξMCC
E�iênia energétia do sistema MC-DS/CDMA ooperativo

ξe,RFC E�iênia energétia efetiva de um sistema OFDMA om anais uja

amplitude do desvaneimento assume distribuição estatístia de Ray-

leigh

ξie,RFC E�iênia energétia efetiva do i-ésimo usuário de um sistema

OFDMA om anais uja amplitude do desvaneimento assume dis-

tribuição estatístia de Rayleigh

ξDS
i E�iênia energétia do i-ésimo usuário de um sistema DS/CDMA

ξMC
i E�iênia energétia do i-ésimo usuário de um sistema MC-

DS/CDMA

ξe E�iênia energétia efetiva em sistemas OFDMA

ξe Versão relaxada da e�iênia energétia efetiva em sistemas OFDMA

r̃ Taxa de entrega de informação da fonte de tráfego no ontrolador de

enlae



r Taxa de transmissão do anal on-o�

ri Taxa de transmissão de informação do i-ésimo usuário

r∗i Taxa de transmissão de informação mínima para o usuário i

ri,k Taxa de transmissão de informação do i-ésimo usuário no subanal

k

r Vetor de taxas de transmissão da informação

R Taxa de transmissão de informação total do sistema

Ri Taxa de transmissão de informação total do usuário i

Re Taxa de informação efetivamente transmitida

R[j] j-ésimo elemento da sequênia {R[j], j = 1, 2, . . .} que denota um

serviço de transmissão

R(t) Soma parial dos t primeiros elementos da sequênia {R[j], j =

1, 2, . . .}

Ri Taxa de transmissão de informação em bits por quadro para o i-ésimo

usuário de um sistema OFDMA

R Matriz de orrelação ruzada das sequênias de espalhamento

R
t

Matriz de taxas de transmissão de ada usuário em ada subporta-

dora

R Estimativa da taxa de transmissão de informação efetiva do sistema

R(δi,k) Estimativa da taxa de transmissão de informação efetiva do sistema

em função da relação sinal-interferênia mais ruído

ρi,j Correlação ruzada das sequênias de espalhamento dos usuários i e

j om atrasos τi e τj , respetivamente



ρ(X) Raio espetral da matriz X

̺ Ine�iênia do ampli�ador de potênia da estação rádio-base

̺i Ine�iênia do ampli�ador de potênia do i-ésimo usuário

̺
r

Ine�iênia do ampli�ador de potênia do retransmissor em siste-

mas ooperativos

s Sequênia de espalhamento

si Sequênia de espalhamento do usuário i

s(t) Sequênia de espalhamento no tempo ontínuo

si(t) Sequênia de espalhamento do usuário i no tempo ontínuo

s(t− τ) Sequênia de espalhamento no tempo ontínuo om atraso τ

si(t− τi) Sequênia de espalhamento do i-ésimo usuário no tempo ontínuo

om atraso τi

SDS
E�iênia espetral do sistema DS/CDMA

SMC
E�iênia espetral do sistema MC-DS/CDMA

SMCC
E�iênia espetral do sistema MC-DS/CDMA ooperativo

SDS
i E�iênia espetral do i-ésimo usuário de um sistema DS/CDMA

SMC
i E�iênia espetral do i-ésimo usuário de um sistema MC-

DS/CDMA

S Matriz de sequênias de espalhamento

σ2
Potênia do ruído térmio

σ2
k Potênia do ruído térmio na subportadora k



σ2
1,k Potênia do ruído térmio na subportadora k no primeiro salto

(fonte-retransmissor)

σ2
2,k Potênia do ruído térmio na subportadora k no segundo salto

(retransmissor-destino)

σdB
β Desvio padrão do sombreamento em dB

σς Desvio padrão do desvaneimento

ς Valor da atenuação em amplitude do desvaneimento

t Cap. 2 - Relativo ao tempo

T Período de transmissão

Ts Período de símbolo

Tc Período de hip

TN Período de símbolo OFDM

τ Cap. 2 - Atraso relativo

τi Atraso relativo ao sinal do usuário i

τl Atraso relativo ao l-ésimo perurso

ui Função utilidade relaionada ao jogador i

uki Função utilidade relaionada ao usuário i na k-ésima subportadora

U Número de usuários no sistema

Ui,1[t] Matriz diagonal ujos elementos são variáveis aleatórias uniforme-

mente distribuídas no intervalo [0, 1]



Ui,2[t] Matriz diagonal ujos elementos são variáveis aleatórias uniforme-

mente distribuídas no intervalo [0, 1]

υ Taxa de resimento linear da potênia extra dos iruitos de aordo

om o aumento da taxa de transmissão de informação da estação

rádio-base

υi Taxa de resimento linear da potênia extra dos iruitos de aordo

om o aumento da taxa de transmissão de informação do i-ésimo

usuário

vi[t] Veloidade da partíula i na iteração t

vk Vetor ujos elementos estão relaionados a ada um dos usuários

da subportadora k, e são equivalentes ao produto da potênia de

transmissão pelo símbolo e pela atenuação de anal de ada usuário

V Número de bits enviados no paote

Vmax Veloidade máxima das partíulas

ψ(·) Função de pulso modulador

ψ∗(−t) Função do demodulador do sinal

WF (·) Operador de water-�lling

w Vetor arbitrário

W Filtro linear MMSE

ω Inéria da veloidade no método de otimização por enxame de par-

tíulas



Ω Conjunto de matrizes de aloação de subportadora fatíveis

x1 Probabilidade de um anal on-o� estar desligado

x2 Probabilidade de um anal on-o� estar ligado

xk Amostra temporal do sinal OFDM relaionada à k-ésima subporta-

dora

xi,k Símbolo enviado pelo i-ésimo usuário na subportadora k

x(t) Sinal modulado em banda base no tempo ontínuo

xi(t) Sinal modulado do i-ésimo usuário no tempo ontínuo

Xk Amostra no domínio da frequênia do sinal OFDM relaionada à

k-ésima subportadora

x Variável de deisão no Rn

x∗
Solução do problema de otimização

xbest
i [t] Melhor posição assumida pela partíula i até a iteração t

xbest
g [t] Melhor posição assumida pelo enxame até a iteração t

xi[t] Posição do vaga-lume/partíula i na iteração t

x̃(t) Sinal reebido e onentrado

x̃MF Sinal reebido e onentrado em um bando de �ltros asados

X Variável aleatória de distribuição Gaussiana de média zero e variân-

ia unitária

y(t) Cap 2. - Sinal modulado e espalhado em banda passante no tempo

ontínuo



yi(t) Sinal modulado e espalhado do usuário i em banda passante no

tempo ontínuo

ỹ(t) Sinal reebido na entrada do reeptor em tempo ontínuo

ỹi(t) Sinal reebido na entrada do reeptor (enlae de subida)

ỹk Sinal reebido no retransmissor de um rede ooperativa MC-

DS/CDMA na k-ésima subportadora

ǫ Cap. 2 - Probabilidade de violação do atraso máximo tolerável no

ontrolador de enlae

Cap. 4 - Preisão ou margem de erro tolerada

ǫD Preisão do método de Dinkelbah

z Cap. 2 - Sinal em banda base na entrada da estação rádio-base de

um sistema MC-DS/CDMA ooperativo

Cap. 3 - Vetor arbitrário

Z Matriz de interferênia normalizada
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1 INTRODUÇ�O

Este apítulo introdutório tem por objetivo apresentar o esopo deste traba-

lho de doutorado e sua motivação na seção 1.1. Os oneitos básios e modelos

de sistemas são introduzidos na seção 1.2 e disutidos om maior profundidade

posteriormente. A seção 1.3 apresenta a justi�ativa da pesquisa e sistemas onsi-

derados no trabalho de doutorado. Uma revisão bibliográ�a é ofereida na seção

1.4 enquanto a seção 1.5 apresenta a proposta de pesquisa, seguida da indenti�-

ação das prinipais ontribuições e produção ientí�a assoiada. Finalmente, a

organização deste texto é desrita na seção 1.6.

1.1 Esopo e Motivação

O advento dos sistemas de teleomuniações de quarta geração é aompa-

nhado de um resimento vertiginoso no merado de serviços de omuniação

multimídia: em 2013, o número de dispositivos móveis

1

onetados hegou a 7

bilhões de unidades, dos quais 1 bilhão e 750 milhões são smartphones e 4 bilhões

e meio são dispositivos móveis onvenionais

2

. Ainda que em menor número,

os smartphones foram responsáveis por 88% do tráfego de informações nas redes

sem �o, dos quais 30% foram gerados por dispositivos de quarta geração (CISCO,

2014).

As perspetivas de resimento para as teleomuniações são, ao mesmo

1

Celulares onvenionais, smartphones, tablets, omputadores portáteis e handhelds

2

Celulares onvenionais são aparelhos que não suportam a utilização de serviços multimídia.
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tempo, alarmantes e animadoras. Animadoras pois impliam no resimento

do merado e a neessidade de desenvolvimento de novas tenologias apazes de

atender a demanda de forma e�iente, garantindo a satisfação dos onsumidores e

os objetivos �naneiros das ompanhias. Por exemplo, de aordo om o relatório

ténio da (CISCO, 2014), o número de dispositivos móveis onetados atingirá

valores próximos a 10 bilhões de unidades em 2018, ujo tráfego mensal será da

ordem de 16 hexabytes

3

.

Por outro lado, estas perspetivas são alarmantes se onsiderarmos o desen-

volvimento de tenologias sem responsabilidade ambiental: segundo o relatório

anual de 2013 do Centro para Teleomuniações Energetiamente E�ientes (do

inglês, Centre for Energy-E�ient Teleommuniations, CEET), a previsão de

onsumo anual de energia de toda a infra estrutura das teleomuniações do

globo para 2015 é de aproximadamente 32, 4 terawatts hora

4

o que representa

um resimento de 350% em relação ao onsumo do ano de 2012, 9, 2 terawatts

hora. Para entender o impato desta previsão basta veri�ar que o onsumo do

ano de 2012 é equivalente ao forneimento anual de energia para 800 milhões de

domiílios do porte de uma residênia norte-ameriana média (CEET, 2013; EIA,

2015).

De forma mais espeí�a, o relatório ténio da (ELTEK, 2012) a�rma que a

empresa de teleomuniações Verizon apresentou gastos anuais de energia equi-

valentes a 8, 9 bilhões de quilowatts hora responsáveis pela emissão de aproxima-

damente 7, 1 milhões de toneladas de gás arb�nio na atmosfera.

Diante deste enário, o projeto de redes sem �o, onvenionalmente foado

no aumento da vazão

5

ou da e�iênia espetral

6

, passa a dar atenção ao oneito

3

Equivalente a 16× 260 bytes ou aproximadamente 16× 1018 bytes

4

Um terawatt hora é equivalente a 1012 quilowatts hora

5

Neste texto vazão do sistema é a soma das taxas de transmissão de todos os usuários

6

A e�iênia espetral é a taxa de informação digital transmitida por unidade de espetro

oupado.
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de e�iênia energétia (EE). De forma geral, o projeto foado na maximização

da e�iênia energétia é de�nido omo o uso da menor quantidade possível de

energia para prover o mesmo serviço, ou ainda, prover a maior quantidade possível

de serviços om a mesma quantidade de energia (IEA, 2015).

Em teleomuniações, a e�iênia energétia é, portanto, de�nida omo a

quantidade de informação efetivamente transmitida por unidade de energia utili-

zada no proesso de omuniação: uma vez que o primeiro é mensurado em bits e

o segundo em Joules, a e�iênia energétia é uma medida de dimensão bits por

Joule, ou ainda, em bits por Watts por unidade de tempo.

Um exemplo prátio do impato de projetos de omuniação sem-�o e�i-

entes do ponto de vista energétio pode ser onebido em relação à empresa de

teleomuniações Verizon. Se a mesma fosse apaz de melhorar sua e�iênia

energétia na prestação dos serviços de tal sorte a reduzir em 6% seu onsumo

anual de energia, a eonomia orresponderia a 534 milhões de quilowatts hora,

além de uma redução no impato ambiental

7

por não emitir 426 mil toneladas de

gás arb�nio na atmosfera.

Uma sub-área das teleomuniações, importante para o projeto de sistemas

e�ientes do ponto de vista energétio, trata do gereniamento de reursos omo

energia e espetro. O primeiro é de fundamental importânia e está diretamente

relaionado ao oneito de e�iênia energétia. O segundo, está indiretamente

relaionado e é fundamental para explorar a diversidade em frequênia dos sis-

temas. Gereniá-los de forma ótima é um desa�o em redes de múltiplo aesso e

objeto de estudo deste texto.

7

A matriz de energia mundial tem 67% de sua produção baseada em termelétrias, portanto

uma redução no onsumo de energia tem, neessariamente, uma redução nas emissões de gás

arb�nio na atmosfera (TSP, 2015).
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1.2 Coneitos Básios e Sistemas

Existem basiamente ino formas não-híbridas distintas que permitem o

aesso de múltiplos transmissores e reeptores a um anal omum em sitemas de

omuniação sem �o, denominadas ténias de múltiplo aesso. A primeira é atra-

vés da divisão temporal onheida omo múltiplo aesso por divisão de tempo (do

inglês, time division multiple aess, TDMA). Neste tipo de sistema um intervalo

de tempo é reservado para que ada transmissor utilize o anal de omuniação

sem �o a �m de transmitir informações a um reeptor. De forma equivalente,

quando a divisão oorre em frequênia, i.e. diferentes faixas de frequênia são

reservadas para que diferentes ativos de rede utilizem o anal, o sistema é deno-

minado múltiplo aesso por divisão de frequênia (do inglês, frequeny division

multiple aess, FDMA). Este esquema de múltiplo aesso é realizado através

de frequênias portadoras distintas que podem ser ortogonais, permitindo uma

sobreposição entre as mesmas de tal forma a obter uma maior e�iênia espetral.

O tereiro tipo de múltiplo aesso oorre através da ténia de espalhamento

espetral: nestes sistemas o sinal original é ombinado a um outro sinal de largura

de banda maior, denominado sequênia de espalhamento. Esta ombinação pode

ser feita de três formas distintas: por sequênia direta, onheido omo múltiplo

aesso por divisão em ódigo por sequênia direta (do inglês, diret sequene ode

division multiple aess, DS/CDMA), por saltos em frequênia, denominado múl-

tiplo aesso por divisão de ódigo om saltos em frequênia (do inglês, frequeny

hopping ode division multiple aess, FH/CDMA) ou por saltos no tempo, de-

nominado múltiplo aesso por divisão de ódigo om saltos no tempo (do inglês,

time hopping ode division multiple aess, TH/CDMA).

A quarta forma de múltiplo aesso é onheida omo múltiplo aesso por

divisão espaial: neste aso um onjunto de antenas é utilizado para riar o sinal
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destinado a um reeptor uja loalização geográ�a é onheida de tal forma que

o sinal ao invés de omnidireional é, na realidade, um feixe. Desta forma, a

diferença na loalização geográ�a é responsável por permitir o múltiplo aesso

a um anal de omuniação omum. Finalmente, o múltiplo aesso por divisão

de polarização é a quinta ténia de múltiplo aesso apresentada. Nesta ténia

o múltiplo aesso oorre através da transmissão por antenas om polarizações

diferentes. Os reeptores, por sua vez, possuem antenas om a mesma polarização

das antenas transmissoras.

Note que os ino sistemas de múltiplo aesso referem-se a ino dimensões

distintas: tempo, frequênia, ódigo, espaço e polarização. Uma vez que é in-

viável a representação em ino dimensões dos sistemas de múltiplo aesso para

ilustrar suas diferenças, apresenta-se a �gura 1 om os três prinipais sistemas

de múltiplo aesso: TDMA, FDMA e DS/CDMA. Considerando as dimensões

tempo, frequênia e potênia de transmissão do sinal, é possivel observar que

no sistema de múltiplo aesso por divisão em ódigo de sequênia direta todos

os transmissores enviam a informação na mesma faixa de frequênia e de forma

simultânea ausando o que é onheido omo interferênia de múltiplo aesso.

Figura 1: Disposição dos diversos usuário da rede em sistemas om múltiplo

aesso por divisão por tempo, frequênia e ódigo em sequênia direta.

Neste trabalho, dois sistemas de múltiplo aesso serão onsiderados: o sis-

tema de múltiplo aesso por divisão ortogonal de frequênia (do inglês, ortho-
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gonal frequeny division multiple aess, OFDMA) e o sistema híbrido resultado

da ombinação de sistemas de múltiplo aesso por divisão em ódigo de sequên-

ia direta e sistemas de multiplexação por divisão ortogonal de frequênia, o-

nheido omo DS/CDMA multiportadora (do inglês, multiarrier DS/CDMA,

MC-DS/CDMA).

Independente da forma omo o múltiplo aesso é feito, em sistemas de omu-

niação sem �o, o anal de omuniação é responsável por introduzir efeitos que

degradam o sinal e, muitas vezes, impedem a orreta reuperação da informação

no reeptor. Na subseção a seguir serão apresentados as prinipais araterístias

dos anais sem �o, os prinipais efeitos noivos que estes introduzem e omo são

modelados matematiamente.

1.2.1 Modelos de Canal

Em sistemas de omuniação sem �o a propagação das ondas de rádio, geral-

mente, não oorre em enários om linha de visada e/ou ambientes buólios onde

existem pouos ou nenhum objeto no ambiente que seja apaz de obstruir om-

pletamente o sinal que perorre a linha de visada, ou ontribuir para a geração de

múltiplas re�exões do sinal até o reeptor. De maneira geral, os anais de omu-

niações sem �o são onsiderados meios inóspitos quando omparados a anais

de omuniação guiados, tais omo abeados ou �bra óptia, tornando a omu-

niação om altas taxas de transmissão neste meio um desa�o (GOLDSMITH,

2005).

O anal de omuniação sem �o introduz atenuações no sinal ujas araterís-

tias são geralmente determinadas pela frequênia da portadora, superfíies que

absorvem parte da energia do sinal, superfíies que re�etem ou difratam o sinal,

obstáulos e pela distânia entre transmissor e reeptor. É omum distinguir três

efeitos distintos, em termos de esala espaial, que ompõe a atenuação do anal:
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o primeiro é o efeito de larga esala denominado perda de perurso; o segundo,

o efeito de média esala denominado sombreamento

8

; e o tereiro efeito deno-

minado desvaneimento

9

ou termo de pequena esala, podendo ser lassi�ado

omo desvaneimento rápido ou lento (dependendo da relação entre o período de

deisão no reeptor e o tempo de oerênia do anal)

As variações na perda de perurso oorrem ao longo de grande distânias,

enquanto as variações do efeito de sombreamento oorrem em distânias propor-

ionais ao tamanho do objeto obstrutor do sinal e, �nalmente, as variações de

pequena esala aonteem em distânias muito urtas, da ordem do omprimento

de onda do sinal. Para ilustrar estas diferenças entre os três efeitos de propa-

gação do anal, a �gura 2 apresenta os ganhos do anal

10

relativo a ada efeito

(ou ombinação de efeitos) de aordo om a distânia d perorrida pelo sinal

(GOLDSMITH, 2005).

A perda de perurso está diretamente assoiada efeitos de re�exão, difração

e a atenuaçao da amplitude do sinal om a distânia perorrida pelo mesmo,

portanto, alterações signi�ativas na perda de perurso oorrem quando se per-

orre entenas de metros. A frequênia da portadora, o ganho das antenas de

transmissão e reepção, e a distânia entre transmissor e reeptor, in�uêniam

diretamente nas araterístias da perda de perurso, de tal forma que esta é di-

retamente proporional ao ganho das antenas e ao omprimento de onda do sinal

e inversamente proporional à distânia. De aordo om (GOLDSMITH, 2005) a

perda de perurso é dada por,

αL =
Ag λ

2

(4π)2 d2
(1.1)

8

Do inglês, shadowing.

9

Do inglês, fading.

10

O oneito de ganho de anal é o inverso da atenuação, i.e. a atenuação elevada india um

efeito mais noivo sobre o sinal ao perorrer o anal enquanto o ganho maior india um efeito

menos noivo sobre o sinal ao perorrer o anal.
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Figura 2: Ilustração da variação do ganho de anal em função da distânia onsi-

derando os efeitos de perda de perurso, sombreamento e desvaneimento. Fonte:

adaptado de (GOLDSMITH, 2005)

onde αL é a perda de perurso, Ag é o ganho ombinado das antenas de transmis-

são e reepção onsiderando o perurso om linha de visada, λ é o omprimento de

onda e d a distânia entre transmissor e reeptor. Este modelo, todavia, requer o

onheimento do tipo de antenas utilizado bem omo seus padrões de radiação. É

onveniente utilizar modelos mais simples que podem ser adaptados a diferentes

enários. Um modelo simples e amplamente utilizado na literatura para modelar

a perda de perurso é (HATA, 1980),

αs = K

[
d0
d

]γp

(1.2)

sendo K uma onstante adimensional, d0 é uma distânia de referênia

11

, d é a

distânia entre transmissor - reeptor, e γp é o expoente de perda de perurso

relaionado ao ambiente de propagação, ujos valores estão usualmente no inter-

valo [1, 6; 6, 5] tal que valores maiores são usados de aordo om a densidade de

onstruções e objetos no ambiente. Desta forma, K é usualmente determinado

11

Uma distânia para a qual, normalmente, já se onhee a perda de perurso
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por medidas da perda de perurso em d0 (ERCEG et al., 1999; GOLDSMITH,

2005).

O efeito de sombreamento por sua vez é inerente à presença de objetos entre

transmissor e reeptor omo árvores, prédios e folhagens. Mudanças no sombre-

amento podem ser notadas quando se perorre dezenas de metros, o que justi�a

o termo efeito de média esala. A maneira mais omum de modelar o sombrea-

mento β é através de uma variável aleatória log-normal uja função densidade de

probabilidade é (GOLDSMITH, 2005):

f(β) =
10√

2πσdB
β β

exp

[

−
(
10 log10(β) − µdB

β

)2

2
(
σdB
β

)2

]

, β > 0 (1.3)

onde σdB
β e µdB

β são o desvio padrão e a média da variável βdB = 10 log10(β). A

média µβ (a atenuação linear média) é dada por (GOLDSMITH, 2005),

E [β] = exp




log(10)µdB

β

10
+

1

2

(

log(10)σdB
β

10

)2



(1.4)

onde E[·] é o operador de esperança matemátia. Desta forma, o valor da atenu-

ação ausada pelo sombreamento pode ser estabeleido por,

β = 10







σdB
β

10
X







(1.5)

onde X é uma variável aleatória de distribuição de probabilidade normal om

média zero e variânia unitária.

O último efeito assoiado ao anal sem �o, o desvaneimento, é responsá-

vel por alterar a amplitude do sinal através de �utuações rápidas e de grande

magnitude na atenuação introduzida ao anal. O efeito de pequena esala oorre

uma vez que objetos que espalham o sinal e re�exões geram ópias do sinal om
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atrasos observados de forma distinta no reeptor, fen�meno este onheido omo

desvaneimento multi-perurso.

O desvaneimento ou termo de pequena esala apresenta uma sub-

lassi�ação no domínio do tempo e da frequênia:

• Tempo

� Desvaneimento Rápido: um anal é lassi�ado omo rápido no

tempo quando a resposta impulsiva do anal muda a uma taxa maior

que a taxa de símbolo, ou ainda, quando o tempo de oerênia do anal

((∆t)c) é maior que o período de símbolo (Ts). O tempo de oerênia

do anal está diretamente ligado ao desvio Doppler (ou efeito Doppler),

i.e. ao desvio de frequênia quando transmissor e/ou reeptor estão em

movimento. Ou seja, em anais om desvaneimento rápido (∆t)c <

Ts.

� Desvaneimento Lento: um anal é lassi�ado omo lento no

tempo quando sua resposta impulsiva muda a uma taxa mais lenta

que a taxa de símbolo, ou ainda, quando o tempo de oerênia do

anal é maior que o período de símbolo, i.e. (∆t)c > Ts.

• Frequênia

� Desvaneimento Seletivo em Frequênia: um anal é lassi�ado

omo seletivo em frequênia quando a largura de banda do sistema

de omuniação (B) for muito maior que a banda de oerênia do

anal ((∆B)c). De forma equivalente, o anal é seletivo em frequênia

quando o período de símbolo é muito menor que o espalhamento de

atraso. Este último está relaionado ao atraso dos múltiplos perursos

perorridos pelo sinal. Ou seja, em anais om desvaneimento seletivo

em frequênia (∆B)c << B.
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� Desvaneimento Plano: um anal é plano se o período de símbolo

for muito maior que o espalhamento de atraso do anal. De forma

análoga, um anal é lassi�ado omo plano quando a largura de banda

do sistema é muito menor que a banda de oerênia do anal, i.e.

(∆B)c >> B.

Em enários sem linha de visada, omuns nos grandes entros urbanos, é o-

mum admitir que os ganhos de amplitude do anal assumem uma distribuição

de Rayleigh (SIMON; ALOUINI, 2000). Desta forma, a amplitude do desvane-

imento de pequena esala ς é distribuída de aordo om a função densidade de

probabilidade,

f(ς) =
2ς

σ2
ς

exp

[

− ς
2

σ2
ς

]

(1.6)

onde σ2
ς é o segundo momento estatístio de ς. Do ponto de vista operaional,

os ganhos de amplitude do desvaneimento de pequena esala om distribuição

estatístia de Rayleigh podem ser obtidos a partir do módulo da soma omplexa de

duas variáveis aleatórias Gaussianas independentes e identiamente distribuídas

(i.i.d.) om médias zero.

1.3 Justi�ativa

Neste trabalho são onsiderados dois sistemas de omuniação de múltiplo

aesso: os sistemas de múltiplo aesso por divisão de frequênias ortogonais,

OFDMA, e os sistemas om múltiplas portadoras e múltiplo aesso por divisão

em ódigo de sequênia direta, MC-DS/CDMA. O primeiro é o sistema de trans-

missão do elo de desida

12

dos prinipais sistemas de omuniação de quarta

12

O elo de desida é o enlae onde a informação é transmitida de um únio transmissor para

múltiplos reeptores. Já o elo de subida é araterizado pela transmissão a partir de vários

ativos de rede distintos para um reeptor omum.
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geração: o Long Term Evolution (LTE), o LTE-Advaned, ambos propostos pelo

Third Generation Partnership Projet (3GPP); e o sistema Worldwide Interope-

rability for Mirowave Aess (WiMAX) de�nidos pelo Institute of Eletrial and

Eletroni Engineers (IEEE) na família de padrões IEEE 802.16.

O uso resente das redes de quarta geração tornam importante a otimização

do ponto de operação de transmissores e reeptores para garantir a satisfação

dos usuários da rede e torná-la mais e�iente do ponto de vista energétio. No

trabalho de (HUANG et al., 2012) uma análise do onsumo de energia de redes

LTE revelou que estas são muito menos e�ientes, energetiamente, do que redes

também baseadas no múltiplo aesso por divisão ortogonal de frequênia omo

as redes Wi-Fi desritas no padrão IEEE 802.11. Fia evidente, desta forma,

a importânia de propor sistemas de gereniamento de reursos que melhorem

de forma signi�ativa a e�iênia energétia do sistema de omuniação sem �o

assoiado a estes padrões.

O outro sistema abordado neste trabalho é baseado em tenologias de espa-

lhamento espetral. Atualmente, estas são utilizadas em sistemas de omuniação

de tereira geração omo o padrão WCDMA

13

e o padrão CDMA2000. O primeiro

foi desenvolvido pelo 3GPP e faz parte do Universal Mobile Teleommuniations

Systems (UMTS) enquanto o segundo foi desenvolvido pelo 3GPP2 omo uma

evolução do padrão dmaOne.

Um dos grandes desa�os dos padrões de quarta geração está na funionalidade

básia dos terminais móveis: a ligação telef�nia. Sistemas omo o LTE eWiMAX

não prevêem a omuniação através da omutação de iruitos omo as redes

Global System for Mobile Communiations (GSM). Desta forma, para utilizar

um smartphone que possua um transeptor LTE, por exemplo, é neessário que

o aparelho também possua um transeptor GSM para que ligações telef�nias,

13

CDMA de banda larga
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atualmente, sejam possíveis.

14

Desta forma, estabeleer um padrão únio apaz de atingir altas taxas de

dados e, simultaneamente, atender a neessidade de ligações telef�nias requer

uma elevada granularidade. Esta granularidade pode, de fato, ser atingida atra-

vés da ombinação dos sistemas DS/CDMA de tereira geração aos sistemas de

multiplexação por divisão ortogonal de frequênia nos quais os sistemas de quarta

geração são inspirados. Neste sentido, os sistemas MC-DS/CDMA apresentam-se

omo uma alternativa para futuros padrões de telefonia que pretendam uni�ar

os diferentes serviços disponíveis em teleomuniações em uma rede e/ou padrão

de omuniação únio.

1.4 Revisão Bibliográ�a

O primeiro trabalho relaionado a aloação de reursos em redes sem �o de

múltiplo aesso foi publiado em (BOCK; EBSTEIN, 1964), onde o ontrole de

potênia de transmissão para ombater a interferênia o-anal foi modelado omo

um problema de programação linear. O ontrole de potênia em um enário onde

o anal introduz ruído e existe interferênia de múltiplo aesso tem por objetivo

garantir que uma determinada relação entre a potênia do sinal transmitido e

a potênia dos sinais interferentes mais a potênia do ruído tenham valores de

interesse no reeptor, i.e. o ontrole de potênia visa balanear essa relação de

tal forma que no reeptor todos os enlaes tenham a mesma qualidade (GOLDS-

MITH, 2005).

Mais tarde, no trabalho de (AEIN, 1973), om objetivo semelhante, disutiu-

se o ontrole de potênia em sistemas de satélite onsiderando tanto anais que

14

Em seu disurso no PIRMC 2013, Stephen Pusey, então Chief Tehnology O�er (CTO)

da ompanhia de teleomuniações Vodafone a�rmou que ao desenvolver os padrões de quarta

geração os engenheiros esqueeram-se do prinipal motivo pelo qual os indivíduos possuem, em

primeiro lugar, um elular: para realizar ligações telef�nias (serviço de voz).
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introduzem ruído omo os livre de ruído. A existênia e uniidade de uma solução

fatível para estes problemas de ontrole de potênia está assoiado à matriz de

ganho de enlae e é onsequênia do teorema de Perron-Frobenius.

A primeira adaptação do oneito de ontrole de potênia para sistemas om

espalhamento espetral foi publiada no trabalho de (NETTLETON, 1980 apud

NETTLETON; ALAVI, 1983). Nestes trabalhos, bem omo em (NETTLETON;

ALAVI, 1982), o objetivo prinipal do ontrole de potênia, prinipalmente no

elo de subida, era a mitigação do efeito perto-longe. A idéia do efeito perto-longe

remete, de forma oposta, ao objetivo de ontrole de potênia: os sinais, oriundos

de diferentes posições geográ�as, são atenuados em proporções diferentes o que

india que na reepção estes sinais possuem diferentes amplitudes. Uma vez que

em sistemas de espalhamento espetral os usuários transmitem na mesma faixa

de frequênias e ao mesmo tempo, os sinais menos atenuados dos transmissores

que estão próximos do reeptor ausam um nível de interferênia elevado no sinal

dos transmissores mais distantes, os quais proporionam amplitudes menores no

reeptor.

O ontrole de potênia pode ser dividido em duas lasses diferentes: on-

trole distribuído e ontrole entralizado. O trabalho de (NETTLETON; ALAVI,

1983) é um exemplo de sistema de ontrole de potênia entralizado, embora o

termo tenha sido empregado de fato no trabalho de (GRANDHI et al., 1993).

Em 1993, Foshini e Miljani propuseram um algoritmo de ontrole de potên-

ia distribuído que tornou-se lássio na literatura pela simpliidade e e�iênia

(FOSCHINI; MILJANIC, 1993). Trabalhos posteriores analisaram a estabilidade

do algoritmo em diferentes enários onsiderando atrasos temporais (CHARA-

LAMBOUS; LESTAS; VINNICOMBE, 2008) e (CAMPOS-DELGADO; LUNA-

-RIVERA, 2011).

No ontrole de potênia distribuído do elo reverso a gestão de reursos é re-
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alizada de forma individual pelos terminais móveis (TM), portanto, não há a

neessidade de transmissão de informação de ontrole de potênia de transmissão

da estação rádio-base (ERB) para os usuários do sistema. Esta araterístia im-

plia em uma redução da sobrearga de informação que trafega na rede em anais

de serviço. Adiionalmente, quando o ontrole distribuído é feito de forma e�i-

ente e om baixa omplexidade omputaional, pode-se aumentar a longevidade

das baterias dos terminais móveis.

A neessidade de algoritmos de baixa omplexidade levou à riação de algo-

ritmos subótimos e, posteriormente, ao uso de algoritmos heurístios, desta forma

vários algoritmos heurístios bem estabeleidos na literatura têm sido utilizados

para realizar o ontrole de potênia em redes do tipo DS/CDMA, partiular-

mente, destaam-se três: no trabalho de (MOUSTAFA; NAGHSHINEH, 2000) o

tradiional algoritmo genétio baseado nos oneitos de evolução das espéies de

Charles Darwin foi empregado. O trabalho de (ELKAMCHOUCHI; ELRAGAL;

MAKAR, 2007), por sua vez, apresenta a otimização por enxame de partíulas

(do inglês, partile swarm optimization, PSO) omo alternativa para o ontrole de

potênia em redes de múltiplo aesso por espalhamento espetral. Finalmente, o

algoritmo de de otimização por ol�nia de formigas (do inglês, ant olony optimi-

zation, ACO) foi utilizado em (SAMPAIO et al., 2013a) também para o ontrole

de potênia em redes DS/CDMA.

Embora muitas vezes apresentem omplexidade omputaional menor que

outros métodos numérios, as heurístias são métodos não determinístios e, por-

tanto, não há garantia de onvergênia explíita para a solução ótima em um

determinado problema de otimização. Sendo assim, pesquisadores busaram al-

goritmos determinístios de baixa omplexidade que soluionassem o problema

do ontrole de potênia em redes sem �o de múltiplo aesso. Muitas soluções fo-

ram propostas om base na teoria de jogos desenvolvida por (VON NEUMANN;
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MORGENSTERN, 1944) e posteriores ontribuições de (NASH, 1950b).

A apliação destes oneitos em redes sem �o de múltiplo aesso iniiou-se na

déada de 90 om o trabalho de (SHAH; MANDAYAM; GOODMAN, 1998) onde

uma estrutura para o ontrole de potênia para o serviço de transferênia de dados

em redes �o é apresentada. O uso de teoria de jogos para soluionar problemas

de otimização em redes sem �o apenas aumentou na déada seguinte e inúmeros

trabalhos nos mais diversos enários foram publiados. Algumas referênias a

respeito do uso de teoria de jogos no ontrole de potênia podem ser itados:

(MACKENZIE; WICKER, 2001), (SARAYDAR; MANDAYAM; GOODMAN,

2002), (AKKARAJITSAKUL et al., 2011) e (SCUTARI et al., 2010).

Com o resimento vertiginoso das teleomuniações na última déada e da

quantidade de informação que trafega nas redes ao redor do globo, o onsumo

de energia também aumentou drastiamente. Este aumento é aompanhado por

um impato ambiental devido às emissões de arbono, e também de um impato

�naneiro dado os ustos da energia onsumida. Isto levou a uma mudança na

visão de omo é feita a aloação de reursos em redes de teleomuniações: o

objetivo que antes estava relaionado ao ontrole de potênia lássio passou a

ser a melhoria da e�iênia energétia global do sistema de omuniação.

Em abril do ano 2000, Goodman e Mandayam publiaram um artigo intitu-

lado �Power ontrol for wireless data� onde de�niam a e�iênia energétia de um

sistema de omuniação omo a quantidade de informação efetivamente trans-

mistida por unidade de energia

15

. Tem-se formado onsenso a adoção de bits por

Joule para unidade de e�iênia energétia; alternativamente, alguns autores ado-

tam a unidade Joule por bit, ou ainda, watts por bit por Hertz para quanti�ar

o mesmo oneito (GOODMAN; MANDAYAM, 2000).

Para os sistemas de múltiplo aesso por espalhamento espetral, algoritmos

15

A de�nição está na equação (2) em (GOODMAN; MANDAYAM, 2000).
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determinístios e heurístios foram desenvolvidos nos últimos quinze anos bus-

ando enontrar soluções de ompromisso que aumentassem a e�iênia energé-

tia dos sistemas e, simultaneamente, apresentassem baixa omplexidade om-

putaional. Entre os trabalhos desenvolvidos, alguns mereem destaque: o tra-

balho iniial de (GOODMAN; MANDAYAM, 2000) apresentou o oneito de

e�iênia energétia e prop�s uma solução baseada em teoria de jogos. No tra-

balho de (MESHKATI; POOR; SCHWARTZ, 2007), a e�iênia energétia em

redes DS/CDMA om múltiplas antenas de reepção é analisada sob a pers-

petiva de teoria de jogos; uma solução baseada em teoria de jogos para siste-

mas DS/CDMA ooperativos é apresentado em (ZAPPONE; BUZZI; JORSWI-

ECK, 2011), estendendo-se ao enário DS/CDMA ommúltiplas portadoras, MC-

DS/CDMA; um esquema de ontrole de potênia baseado em teoria de jogos é

apresentado em (FANG; FIGUEIREDO, 2007).

Uma busa reente na base de dados do IEEE assoiada om a aloação de

reursos em sistemas DS/CDMA e/ou MC-DS/CDMA relaionou 31 artigos. Ne-

nhum destes artigos onsidera um enário ooperativo em redes MC-DS/CDMA

foado no projeto do reeptor linear e ontrole de potênia busando maior e�i-

ênia energétia.

Os sistemas om múltiplo aesso por divisão ortogonal de frequênia por sua

vez são omumente utilizados para atingir altas taxas de informação. Sendo

assim, um dos problemas mais onheidos em sistemas OFDMA é a maximização

da vazão dos sistemas no enlae direto (JANG; LEE, 2003). O problema onsiste

basiamente em aloar diferentes níveis de potênia de transmissão para ada

usuário de tal forma a maximizar a soma das taxas de todos os usuários do

sistema. Note que nesta abordagem toda a potênia de transmissão disponível é

normalmente aloada.

Do ponto de vista do múltiplo aesso, a solução ótima para o problema de
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maximização é obtida quando o transmissor em ada subportadora é assoiado

ao usuário om o melhor anal naquela subportadora. Do ponto de vista da

potênia, a solução ótima é obtida através de uma solução do tipo water-�lling

uma vez que as subportadoras foram devidamente aloadas (GALLAGER, 1968).

Desta forma, pode-se inferir que nas últimas déadas, o problema de maxi-

mização da vazão do sistema nos mais diversos enários de redes OFDMA foi

exaustivamente investigado, dado a enorme quantidade de trabalhos disponíveis,

entre os quais podem ser itados: em (WONG et al., 1999) um método para

aloação de potênia, subportadora e bit adaptativo é proposto em sistemas onde

se tem onheimento das ondições de anal de ada usuário; por outro lado, em

(BOHGE et al., 2007) uma análise relaionada à otimização entre amadas

16

para

sistemas OFDMA é apresentada. O modelo matemátio para otimização entre

amadas é desrito e métodos heurístios são ofereidos para realizar a aloa-

ção dinâmia de reursos; em (WONG; EVANS, 2009) um método para aloação

ótima de potênia e espetro no enlae de subida de sistemas OFDMA sujeitos a

erros/imperfeições na informação da ondição do anal foi investigado.

Em termos de otimização entre amadas, no trabalho de (WU; NEGI, 2003)

foi proposto um modelo matemátio para sistemas sem �o om medidas de qua-

lidade de serviço (do inglês, quality of servie, QoS). Os autores denominaram a

medida de desempenho apaidade efetiva, araterizada omo a taxa de infor-

mação que pode ser transmitida dado um atraso máximo tolerável e uma proba-

bilidade de violação deste atraso. O modelo onsidera, ainda, �las de tamanho

grande que funionam omo bu�ers, i.e. quando a taxa de transmissão em um

quadro é inferior a quantidade de informação a ser transmitida no mesmo, a parte

da informação que não é transmitida é oloada na �la para que possa ser enviada

16

Otimização entre amadas de forma geral leva em onsideração o projeto de �las de arma-

zenamento de paotes, aloação de subportadoras, sistemas tolerantes ou não ao atraso, além

do ontrole de potênia de transmissão.
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no quadro seguinte e nuna oorre a ondição em que a �la está vazia.

Na busa de redes energetiamente e�ientes, o oneito de apaidade efe-

tiva foi utilizado em alguns trabalhos para propor esquemas de aloação de re-

ursos que maximizam a hamada e�iênia energétia efetiva

17

. O trabalho de

(XIONG et al., 2013) apresenta um limite para a e�iênia energétia onside-

rando uma qualidade de serviço estatístia dada por um expoente e um algoritmo

para a aloação de subportadoras e potênia visando a maximização da e�iên-

ia energétia. De forma similar, o trabalho de (LOODARICHEH; MALLICK;

BHARGAVA, 2014) apresenta uma ténia de maximização da e�iênia ener-

gétia onsiderando o limite de taxa de transmissão de Shannon e qualidade de

serviço na forma de taxa mínima. Os autores propõe a utilização do método de

Dinkelbah (DINKELBACH, 1967) assoiado ao método de deomposição dual

de Lagrange para atingir a e�iênia energétia máxima.

1.5 Contribuições e Produção Cientí�a

Esta seção apresenta as prinipais ontribuições desta Tese de doutorado e

a produção ientí�a deorente do trabalho de investigação: artigos publiados

em periódios e anais de ongresso, e apítulos de livros.

1.5.1 Contribuições

As ontribuições desta Tese de doutorado são:

1. Proposta de algoritmo distribuído para maximização da e�iênia energé-

tia no enlane reverso de sistemas ooperativos MC-DS/CDMA utilizando

teoria de jogos e o algoritmo iterativo de water-�lling;

17

A e�iênia energétia efetiva é o oneito de e�iênia energétia obtido a partir da apa-

idade efetiva, i.e. e�iênia energétia efetiva é a razão da apaidade efetiva do sistema pela

potênia total onsumida. A apaidade efetiva, por sua vez, é a taxa de informação que pode

ser transmitida dado um atraso máximo tolerável e uma probabilidade de violação deste atraso.
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2. Proposta de algoritmo distribuído para maximização da e�iênia energé-

tia no enlane reverso de sistemas ooperativos MC-DS/CDMA utilizando

teoria de jogos e o algoritmo distribuído de ontrole de potênia baseado

no equilíbrio de Verhulst;

3. Proposta de algoritmo distribuído para maximização da e�iênia energé-

tia no enlane reverso de sistemas ooperativos MC-DS/CDMA onside-

rando o sistema omo um DS/CDMA onvenional e realizando aloação

de potênia uniforme em todas as subportadoras;

4. Proposta de algoritmo entralizado para maximização da e�iênia energé-

tia no enlane reverso de sistemas ooperativos MC-DS/CDMA utilizando

o algoritmo dos vaga-lumes;

5. Proposta de algoritmo entralizado para maximização da e�iênia energé-

tia no enlane reverso de sistemas ooperativos MC-DS/CDMA utilizando

a otimização por enxame de partíulas;

6. Proposta de algoritmo entralizado para a maximização da apaidade efe-

tiva do enlae direto de sistemas OFDMA sem a neessidade de onhei-

mento da ondição instantânea do anal;

7. Proposta de algoritmo entralizado para a maximização da e�iênia ener-

gétia efetiva do enlae direto de sistemas OFDMA sem a neessidade de

onheimento da ondição instantânea do anal;

1.5.2 Produção Cientí�a

O onteúdo e ontribuições dos apítulos 4 e 5 foram publiados e/ou sub-

metidos na forma de artigos ientí�os em periódios, onferênias e apítulo de

livros:
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1 Sampaio, L. D. H.; Souza, A. R. C.; Abrão, T.; Jeszensky, P. J. E.; Game

Theoreti Energy E�ieny Design in MC-CDMA Cooperative Networks,

IEEE Sensors Journal, vol.14, no.9, pp.3065,3075, Set. 2014.

2 Sampaio, L. D. H.; Souza, A. R. C.; Abrão, T.; Jeszensky, P. J. E.;

Energy E�ieny Design in MC-CDMA Cooperative Networks. In: IEEE

International Symposium on Personal, Indoor and Mobile Radio Communi-

ations, 2013, Londres. 24th IEEE International Symposium on Personal,

Indoor and Mobile Radio Communiations - PIMRC'13, 2013. v. 1. p. 1-6.

3 Adanyia, M. H.; Carvalho, L. F.; Zarpelão, B. B.; Sampaio, L. D. H.;

Abrão, T.; Jeszensky, P. J. E.; Proença Jr, M. L.; Fire�y Algorithm in

Teleommuniations. Capítulo de livro em: Xin-She Yang; Su Fong Chien;

Tiew on Ting. (Org.). Bio-Inspired Computation in Teleommuniations.

1

a

ed. Whaltam: Elsevier, 2015, p. 44-70.

4 Abrão, T; Sampaio, L. D. H.; Cheung, K; Shaoshi, Y; Jeszensky, P. J. E;

Hanzo, L. �Spetral E�ieny and E�etive Capaity in OFDMA Networks

Under Statistial QoS Provisioning�. p. 1-16. (Em proesso de submissão)

5 Abrão, T; Sampaio, L. D. H.; Cheung, K; Shaoshi, Y; Jeszensky, P. J. E;

Hanzo, L. �Energy E�ieny in OFDMA Networks Under Statistial QoS

Provisioning�. p. 1-17. (Em proesso de submissão)

Outro trabalhos foram objetos de estudo durante o urso de doutorado e,

embora não sejam projetos apresentados neste trabalho, foram desenvolvidos no

ontexto de aloação de reursos em redes sem �o de múltiplo aesso:

6 Souza, A. R.C.; Abrão, T.; Sampaio, L. D. H.; Jeszensky, P. J. E.; Pérez-

Romero, J.; Casadevall, F.; Energy and spetral e�ienies trade-o� with
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�lter optimization in multiple aess interferene-aware networks. Transa-

tions on Emerging Teleommuniations Tehnologies (Online), 2013.

7 Sampaio, L. D. H.; Marques, M. P.; Adanyia, M. H.; Abrão, T.; Jes-

zensky, P. J. E.; Ant Colony Optimization for Resoure Alloation and

Anomaly Detetion in Communiation Networks. In: Tau�k Abrão. (Org.).

Searh Algorithms for Engeneering Optmization. 1 ed. Rijeka: InTeh,

2013, v. 1, p. 1-34.

8 Souza, A. R. C.; Abrão, T.; Sampaio, L. D. H.; Jeszensky, P. J. E.;

Durand, F. R.; Energy and Spetral E�ienies Trade-o� in Multiple Aess

Interferene-Aware Networks. In: Simpósio Brasileiro de Teleomuniações,

2012, Brasilia. XXX Simpósio Brasileiro de Teleomuniações (SBrT'12),

2012. v. 1. p. 1-5.

9 Souza, A. R. C.; Sampaio, L. D. H.; Abrão, T.; Jeszensky, P. J. E.; Energy

and Spetral E�ienies Trade-o� with Filter Optimization in Multiple

Aess Interferene-Aware Networks. In: Simpósio Brasileiro de Redes de

Computadores e Sistemas Distribuídos (SBRC), 2012, Ouro Preto. SBRC

2012 - XXX Simpósio Brasileiro de Redes de Computadores e Sistemas

Distribuídos, 2012. v. 1. p. 1-14.

1.6 Desrição do Conteúdo

Esta Tese de doutorado ontém, além do apítulo introdutório, ino apítulos

ujo onteúdo é sintetizado nos itens a seguir:

• Capítulo 2 - Neste apítulo são desritos os modelos matemátios para

transmissão e reepção dos sistemas MC-DS/CDMA e OFDMA. Para os

sistemas MC-DS/CDMA, o modelo matemátio de redes ooperativas tam-

bém é apresentado. Finalmente, o modelo de anal sem linha de visada
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adotado, bem omo o modelo de ontrole de potênia e aloação de subpor-

tadoras são desritos.

• Capítulo 3 - Neste apítulo são apresentados os métodos determinístios e

heurístios utilizados na solução de problemas de otimização em sistemas de

teleomuniações abordados neste trabalho. A primeira seção trata da oti-

mização onvexa e apresenta o método da deomposição dual de Lagrange,

bem omo os oneitos neessários à sua ompreensão. Na segunda seção

são expostos oneitos sobre programação fraional não linear e, de forma

mais espeí�a, o método de Dinkelbah. Na tereira seção são apresentados

os oneitos de teoria de jogos e a de�nição de equilíbrio de Nash. Final-

mente, na última seção são apresentados os métodos heurístios utilizados:

o algoritmo dos vaga-lumes e a otimização por enxame de partíulas.

• Capítulo 4 - Neste apítulo são apresentados os problemas de aloação

de reursos organizados de aordo om o sistema de teleomuniações, i.e.

redes ooperativas MC-DS/CDMA e redes OFDMA. Os métodos apresen-

tados no apítulo 3 são empregados de forma espeí�a aos problemas de

otimização desritos. Os algoritmos propostos são apresentados e omenta-

dos.

• Capítulo 5 - Neste apítulo são apresentados os enários e parâmetros de

simulação onsiderados, bem omo os resultados numérios e uma análise

sistemátia onsiderando o ompromisso desempenho × omplexidade dos

algoritmos propostos.

• Capítulo 6 - Por �m, neste apítulo são apresentadas as prinipais on-

lusões e hipóteses de trabalho para a ontinuidade dos estudos.
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2 MODELOS DO SISTEMA

Este apítulo enontra-se dividido em duas seções nas quais serão arateri-

zados os sistemas de omuniação sem �o abordados neste trabalho: na primeira

seção serão apresentados os sistemas de múltiplo aesso om espalhamento espe-

tral. Já na segunda seção, o sistema de múltiplo aesso por divisão ortogonal em

frequênia, OFDMA, será desrito.

2.1 Sistemas de Múltiplo Aesso om Espalha-

mento Espetral

Sistemas de omuniação que utilizam múltiplo aesso por espalhamento es-

petral existem há mais de 70 anos em apliações militares por duas razões prin-

ipais: por serem apazes de superar situações de alta interferênia intenional,

onheido omo jamming, e por onseguirem manter erto sigilo de mensagens

de eventuais tentativas de intereptação e quebra da on�denialidade, onheido

omo eavesdropping. Estes objetivos são assegurados através do espalhamento do

sinal de tal forma a torná-lo indistinguível do ruído de fundo (VITERBI, 1995).

Redes de omuniação omeriais que utilizam a ténia de múltiplo aesso

por espalhamento espetral são onheidas omo múltiplo aesso por divisão de

ódigo (do inglês, ode division multiple aess, CDMA). A primeira publiação

relaionada à tenologia CDMA data de 1935, um artigo publiado pelo Pro-

fessor Dmitriy V. Ageev (AGEEV, 1935 apud ALI, 2014), no qual foi demons-
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trado através de métodos lineares a existênia de três tipos de separação do sinal:

frequênia, tempo e através de um sinal ompensatório (assinatura).

Em 1957 o engenheiro e militar da então União das Repúblias Soialistas So-

viétias (URSS), Leonid Kupriyanovih, riou o primeiro telefone móvel om te-

nologia CDMA o qual denominou LK-1. Kupriyanovih foi apaz de omuniar-se

om uma estação rádio-base utilizando o LK-1 que tinha massa equivalente a 3

quilogramas, entre 20 e 30 horas de autonomia de bateria e alane de 20 a 30

quilometros (KUPRIYANOVICH, 1957).

Quase trinta anos após os primeiros experimentos de Kupriyanovih, em 7 de

novembro de 1989, a primeira demonstração omerial de um sistema de omu-

niação utilizando tenologia de espalhamento espetral foi realizada nas depen-

dênias da Qualomm (QUALCOMM, 2015).

Nos sistemas de teleomuniações modernos, o espalhamento espetral pode

ser feito de quatro formas distintas

1

: por salto de frequênia (frequeny hop-

ping CDMA, FH/CDMA) (ZENNECK, 1908), por salto em tempo (time hopping

CDMA, TH/CDMA) (MOLISCH; ZHANG; MIYAKE, 2003), por hirps (hirp

spread spetrum, CSS) (IEEE COMPUTER SOCIETY, 2007) e por sequênia

direta (diret sequene CDMA, DS/CDMA) (VITERBI, 1995).

No primeiro aso, espalhamento por salto em frequênia, o sinal é transmitidos

om rápidas troas de anal (sub-anal ou bandas espetrais) de transmissão. No

segundo aso, os saltos no tempo indiam que o sinal é transmitido em intervalos

de tempo distintos. Em ambos os asos, uma sequênia pseudoaleatória onheida

pelo transmissor e o reeptor é responsável por determinar quais saltos serão feitos

ou quais intervalos de tempo devem ser oupados pelo dono da sequênia. No

espalhamento espetral por hirps, tereiro aso, um onda senoidal uja frequênia

varia no tempo é utilizada para espalhar o sinal.

1

Exetuando-se possíveis ombinações
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Uma vez que o foo deste trabalho são redes om espalhamento espetral por

sequênia direta, esta ténia será apresentada om maior profundidade. Sendo

assim, sistemas de omuniação que utilizam a ténia DS/CDMA não busam

aloar frequênias diferentes ou intervalos no tempo distintos para ada usuário

do sistema; pelo ontrário, esta abordagem aloa todos os reursos de frequênia

para todos os usuários, simultaneamente, ao passo que ontrola a potênia de

transmissão para que um nível mínimo de desempenho seja garantido (VITERBI,

1995).

Para tornar este feito possível ada terminal móvel emprega um sinal pseudo-

aleatório de banda maior que o sinal original a ser transmitido, espalhando o sinal

original de tal forma que o sinal resultante seja semelhante a um ruído brano de

fundo. Uma interpretação em termos de densidade espetral de potênia para o

proesso de espalhamento espetral é apresetando na �gura 3.

Densidade Espectral de Potência do sinal DS/CDMA Original e Espalhado

Frequência

P
ot

ên
ci

a

 

 
Sinal Original
Sinal Espalhado

Nível de Ruído Branco de Fundo

Figura 3: Ilustração em termos de densidade espetral de potênia de um sinal

do tipo DS/CDMA antes e após o espalhamento espetral.

O sinal pseudoaleatório utilizado para espalhar o sinal original na �gura 3 é

denominado sequênia de espalhamento; trata-se de um vetor de valores pseudo-
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aleatórios 1 e −1 denominados hips. A sequênia de espalhamento é matemati-

amante de�nida omo (VITERBI, 1995):

si
△
=

1√
Fi

[ci(1), ci(2), . . . , ci(Fi)]
T , ci(j) ∈ {±1}, j = 1, . . . , Fi (2.1)

onde si é a sequênia de espalhamento do usuário i, ci(j) são os hips da sequênia

do i-ésimo usuário e Fi é o tamanho da sequênia para o usuário i.

Para failitar a análise e apresentação dos modelos matemátios as três sub-

seções a seguir apresentam os modelo de sistema de redes DS/CDMA, MC-

DS/CDMA e MC-DS/CDMA ooperativo.

2.1.1 Sistemas DS/CDMA

Em sistemas DS/CDMA, uma araterístia importante do sistema é o ganho

de proessamento: uma vez que nestes sistemas um sinal de banda estreita é

espalhado espetralmente em um sinal de banda maior, o ganho de proessamento

pode ser determinado pela razão entre estas diferentes bandas. Formalmente, o

ganho de proessamento é a razão entre a taxa de hip do sistema e a taxa

de símbolo. A primeira é o número de hips (de�nidos a seguir) por segundo

que são utilizados para espalhar o sinal original. A segunda taxa é o número

de símbolos de informação por segundo que são transmitidos. Neste trabalho,

por simpliidade, onsiderar-se-á que o ganho de proessamento é o tamanho

da sequênia de espalhamento do sinal, i.e. a razão do período de símbolo pelo

período de hip é o tamanho da sequênia de espalhamento.

Antes de apresentar os sistemas de múltiplo aesso por divisão de ódigo

por sequênia direta, apresentar-se-á o sistema de espalhamento espetral por

sequênia direta para o aso uni-usuário. Neste sistema mais simples, a sequênia
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de espalhamento de tamanho F é de�nida omo s(t) = [c1(t), . . . , cF (t)]
T
.

Os símbolos dj a serem transmitidos, j = 1, . . . ,K são iniialmente modulados

de tal forma que o seguinte sinal em banda base é gerado:

x(t) =
K∑

j=1

bj ψ(t− j Ts) (2.2)

onde ψ(·) é a formatação de pulso do modulador, Ts é o período de símbolo e bj é

o símbolo modulado transmitido no j-ésimo período de símbolo. Em seguida, este

sinal é ampli�ado e posteriormente multipliado pela sequênia de espalhamento

s(t) om período de hip Tc. Finalmente, o sinal é onvertido para banda passante

através da portadora fc. Logo, na saída do transmissor o sinal em banda passante

é equivalente a:

y(t) =
√

2p x(t) s(t) cos(2πfct) (2.3)

onde p = A2/2, p é a potênia de transmissão normalizada e A é a amplitude do

sinal na saída do ampli�ador de rádio-frequênia.

O sinal ampli�ado e espalhado passa por um anal uja resposta impul-

siva é h(t) o qual também introduz ruído brano Gaussiano de fundo η(t) =

[η1(t), η2(t), . . . , ηF ]
T
. Desta forma o sinal reebido no reeptor é equivalente a:

ỹ(t) =
√

2p x(t) s(t) cos(2πfct) ∗ h(t) + η(t) (2.4)

onde ∗ é o operador de onvolução, i.e.

x(t) s(t) cos(2πfct) ∗ h(t) =
∞∫

−∞

x(t) s(t) cos(2πfct) h(t− τ) dτ (2.5)
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Supondo que o anal h introduz omponentes multi-perurso, i.e. h(t) =

∑

l αl δ(t−τl), onde δ é a função Delta de Dira, αl é a omponente de amplitude

do l-ésimo perurso e τl o seu atraso. O sinronizador utiliza o sinal reebido

em banda base para alinhar o atraso das sequênias de espalhamento do reeptor

om os atrasos dos múltiplos perursos. Em um enário ideal o sinronizador

utilizaria o perurso uja omponente tem a maior amplitude αl, todavia, omo

isto envolve um proedimento de busa omplexo, o sinronizador usualmente

utiliza a primeira omponente enontrada que satisfaz uma amplitude mínima

(GOLDSMITH, 2005).

No passo seguinte, om o atraso τ já estabeleido pelo sinronizador, o sinal

em banda base é onentrado multipliando-o pelo Hermitiano

2

da sequênia de

espalhamento om atraso τ denominada s(t − τ)H . Logo o sinal onentrado é

dado por:

x̃(t) = s(t−τ)H cos(2πfct)
[√

2p x(t) s(t) cos(2πfct) ∗ h(t)
]

+ s(t−τ)H η(t) cos(2πfct)

(2.6)

Esse sinal passa então por um demodulador ψ∗(−t) e posteriormente por

um deisor para detetar qual o símbolo enviado. O sistema de transmissão e

reepção do espalhamento espetral por sequênia direta é ilustrado na �gura 4.

Para ilustrar o funionamento de um reeptor para sistemas om espalha-

mento espetral por sequênia direta apresenta-se o exemplo abaixo (GOLDS-

MITH, 2005).

Exemplo 1 (Reepção por Filtros Casados). Por simpliidade, assuma que pul-

sos retangulares são utilizados na modulação, i.e. ψ(t) =
√

2/Ts, 0 ≤ t ≤ Ts. O

�ltro asado ψ∗(−t) simplesmente multiplia o sinal reebido e onentrado em

2

Transposto onjugado
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Figura 4: Desenho esquemátio do espalhamento espetral por sequênia direta.

Fonte: adaptado de (GOLDSMITH, 2005)
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banda base x̃(t) por

√

2/Ts e integra de 0 a Ts para obter o símbolo estimado.

Se um sistema sem múltiplos perursos for onsiderado então h(t) = δ(t), e o

reeptor irá sinronizar em τ = 0. Portanto o espalhamento/desespalhamento

não tem impato no sinal em banda base x̃ uma vez que s(t)Hs(t) = 1, ∀t. Com

essas araterístias x̃ pode ser simpli�ado de aordo om:

x̃MF = x(t) cos2(2πfct) + s(t)H η(t) cos(2πfct) (2.7)

Desta forma, assumindo que s(t) é uma sequênia su�ientemente grande então

s(t)Hη(t) tem as mesmas propriedades estatístias que η(t), ou seja, é um pro-

esso aleatório Gaussiano de média zero e densidade espetral de potênia N0/2.

Logo, a saída do �ltro asado resulta no seguinte símbolo estimado, assumindo

fc >> 1/Ts:

r̃i =

Ts∫

0

x̃MF ∗ ψ∗(−t) dt

=
2

Ts

Ts∫

0

x(t) cos2(2πfct) dt+

√
2

Ts
s(t)H η(t) cos(2πfct)

=
2

Ts

Ts∫

0

x(t) cos2(2πfct) dt+

√
2

Ts

Ts∫

0

s(t)H η(t) cos(2πfct)

≈ dj + ηj (2.8)

onde dj e ηj orrespondem aos bits e ao ruído da saída de um demodulador on-

venional sem espalhamento espetral no j-ésimo período de símbolo.

Para o aso multiusuário, é importante difereniar o elo de desida (direto)

e o elo de subida (reverso). No primeiro, a omuniação é feita de tal forma que

há um transmissor e vários reeptores. No segundo aontee o oposto, a omuni-

ação é feita a partir de vários transmissores para um reeptor omum. Existem

diferenças substaniais entre as duas situações: por exemplo, no elo de desida

a transmissão tem maior sinronismo uma vez que todos os sinais partem de um
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transmissor omum. Por outro lado, tanto o sinal de interesse quanto a interferên-

ia de múltiplo aesso perorrem o mesmo perurso até atingir o terminal móvel

de interesse. Já no elo reverso, os usuários transmitem de forma tipiamente as-

sínrona para um reeptor omum, a estação rádio base. Adionalmente, o sinal

de interesse perorre um perurso distinto dos sinais interferentes. A �gura 5

ilustra o funionamento dos elos direto e reverso.

Figura 5: Elo de subida e elo de desida em sistemas de omuniação sem �o.

O foo deste trabalho está no elo de subida de redes sem �o, portanto apenas

este enário será abordado para o aso multiusuário.

Considere um sistema DS/CDMA om U usuários, uja sequênia de espalha-

mento do i-ésimo usuário é si(t) = [ci(1), ci(2), . . . , ci(Fi)]. O sinal modulado em

banda base xi(t) (assumindo pulsos retangulares) é ampli�ado pela potênia de

transmissão

√
2 pi, multipliado pelo ódigo de espalhamento si(t) e onvertido

para banda passante na portadora fc. O sinal na saída do i-ésimo transmissor,

yi(t) é dado por:

yi(t) =
√

2 pi xi(t) si(t) cos(2πfct + ϕi) (2.9)

Note que o sinal da portadora para ada usuário tem fases diferentes ϕi. Este
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sinal então é enviado através do anal do i-ésimo usuário para a estação reeptora

que tem resposta impulsiva hi(t). Uma vez que os U usuários transmitem na

mesma portadora fc os sinais são somados e in�ueniados pelo ruído Gaussiano

brano de fundo η(t). Portanto, o sinal reebido na estação rádio-base é desrito

omo:

ỹ(t) =

[
U∑

i=1

(√

2 pi xi(t) si(t) cos(2πfct + ϕi)
)

∗ hi(t)
]

+ η(t) (2.10)

O sinal ỹ(t) na entrada do reeptor é direionado paralelamente para U bloos

de reepção orrespondente aos U usuários do sistema. Assume-se que o anal

hi(t) introduz um atraso τi e que este atraso ausa uma mudança de fase na

portadora ϕ′
i. Quando o usuário está sinronizado têm-se que τi = 0.

Sendo assim, ada bloo de reepção retorna o sinal para banda base levando

em onta o desloamento de fase ϕ′
i, em seguida, desespalha o sinal utilizando a

sequênia de espalhamento sinronizada om o atraso τi do usuário. Finalmente o

sinal passa por um �ltro asado e é amostrado de tal forma a obter uma estimativa

do símbolo transmitido. A �gura 6 apresenta o diagrama de funionamento de

um sistema DS/CDMA multiusuário.

Note na �gura 6 que a informação de ada transmissor passa por U anais

distintos o que ontribui para a oorrênia do efeito perto-longe (do inglês, near-

far). Para simpli�ar a análise, onsidere que todos os usuários transmitam om

potênia equivalente. Neste aso, os usuários mais próximos do reeptor do elo

de subida podem ausar altos níveis de interferênia no sinal dos usuários que se

enontram distantes. Adiionalmente, é possível assoiar ada bloo no reeptor

ao método de reepção do sistema uni-usuário. Desta forma, a reepção pode ser

feita através de um bano de �ltros asados. A saída do demodulador ψ∗
i (−t) para

o i-ésimo bloo e l-ésimo período de símbolo, onsiderando pulsos retângulares



78

Figura 6: Desenho esquemátio para o sistema de múltiplo aesso por divisão em

ódigo de sequênia direta.

no modulador ψ(t), é dada por:

r̃i =

√
2

Ts

Ts∫

0

si(t− τi)H
[

U∑

j=1

√
2pjxj(t)sj(t) ∗ hLPj (t)

]

cos(2πfct + ϕ′
i) cos(2πfct + ϕ′

j)dt+ ηi

=
2

Ts

Ts∫

0

si(t− τi)H
[√

2 pibi,i,l si(t) ∗ hLPi (t)
]

cos2(2πfct + ϕ′
i) dt +

2

Ts

Ts∫

0







U∑

j=1
j 6=i

√
2 pjbi,j,l sj(t) ∗ hLPj (t)







si(t− τi)H

cos(2πfct+ ϕ′
i) cos(2πfct + ϕ′

j) dt +

si(t− τi)Hη cos(2πfct + ϕ′
i) (2.11)

onde h

LP
i (t) é o equivalente em banda base do �ltro passa-baixa para hi(t) e bi,j,l é

o símbolo do j-ésimo usuário transmitido no j-ésimo anal no intervalo de tempo

[l Ts − τj + τi, (l + 1) Ts − τj + τi]. Assume-se que o símbolo é onstante no

intervalo menionado e, portanto, não há interferênia intersimbólia.

Note que em (2.11) o símbolo estimado é resultado da soma de três expres-
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sões: a primeira é o símbolo de interesse, a segunda é a interferênia de múltiplo

aesso, �nalmente, a última, é o ruído Gaussiano brano de fundo. Sendo as-

sim, assumindo que o anal introduz um ganho αj e um atraso τj de tal forma

que h

LP
j = αj δ(t − τj). Então a saída do demodulador para o i-ésimo bloo no

reeptor no l-ésimo período de símbolo torna-se:

r̃i = αi bi,l + Ii,l + ηl (2.12)

Sendo a interferênia Ii,l:

Ii,l =
2

Ts

Ts∫

0

si(t− τi)H







U∑

j=1
j 6=i

√

2pjbi,j,lsj(t) ∗ αjδ(t− τj)







cos(2πfct+ ϕ′
i) cos(2πfct+ ϕ′

j)dt

=
2

Ts

Ts∫

0

si(t− τi)H







U∑

j=1
j 6=i

αj

√
2pjbi,j,l sj(t− τj)







[
cos(∆ϕi,j) + cos(4πfct+ ϕ′

i + ϕ′
j)
]

≈
U∑

j=1
j 6=i

αj

√

2pj cos(∆ϕi,j) bi,j,l
1

Ts

Ts∫

0

sj(t− τj)Hsi(t− τi) dt
︸ ︷︷ ︸

ρi,j(τj−τi)

=
U∑

j=1
j 6=i

αj

√
2 pj cos(∆ϕi,j) bi,j,l ρi,j(τj − τi) (2.13)

onde ∆ϕi,j = ϕ′
i − ϕ′

j e ρi,j(τj − τi) é a orrelação ruzada das sequênias de

espalhamento i e j om atrasos τi e τj, respetivamente. A aproximação aima é

baseada no fato da taxa de hip ser muito menor que a frequênia da portadora,

i.e. fc >> 1/Tc (GOLDSMITH, 2005).

O problema do efeito perto-longe, previamente itado, surge das diferenças
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entre os αj . Quando αj >> αi a interferênia no sinal de i ausada pelo usuário

j pode impedir a deteção do símbolo. Desta forma, o ontrole de potênia de

transmissão, i.e. dos valores de pi, é fundamental para o bom funionamento dos

sistemas DS/CDMA (VITERBI, 1995).

É importante salientar que os sinais interferentes não neessariamente devem

ser tratados omo ruído de fundo para possibilitar a deteção. De fato, se as

sequênias de espalhamento forem onheidas por todos os usuários então esta

informação pode ser utilizada para mitigar os efeitos da interferênia de múltiplo

aesso. Um reeptor DS/CDMA om estas araterístias é denominado detetor

multiusuário (GOLDSMITH, 2005)

O oneito de deteção multiusuário foi proposto iniialmente por (VERDú,

1983) no qual o detetor ótimo para o elo reverso de sistemas de espalhamento

espetral assínronos foi apresentado. Em sua proposta Verdú assume um anal

om ruído aditivo Gaussiano de fundo e diferentes ganhos de anal para ada

usuário. Desta forma, o detetor ótimo esolhe os símbolos assoiados aos U

usuários que minimiza o erro quadrátio médio entre o sinal reebido e o sinal

que seria gerado pelos símbolos esolhidos.

Para tornar a análise mais simples onsidere um anal reverso sínrono om

U usuários, ganhos de anal αi, i = 1, . . . , U , sequênias de espalhamento si

de tamanho Fi, e assuma que o sistema é sinronizado. Considerando pulsos

retangulares, o sinal omplexo r̃ reebido pela estação rádio-base em um período

de símbolo em banda base é:

r̃ = η +

U∑

i=1

αi bi si (2.14)

onde bi são os símbolos dos U usuários. A equação aima pode ser esrita na

forma matriial: onsidere a matriz Fi × U de�nida omo (LIU; YIN, 2001):
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C =












α1c1(1) α2c2(1) . . . αUcU(1)

α1c1(2) α2c2(2) . . . αUcU(2)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

α1c1(F1) α2c2(F2) . . . αUcU(FU)












, (2.15)

onde ci(j) é o j-ésimo hip da sequênia de espalhamento do usuário i. Seja

b = [b1, b2, . . . , bU ]
T
, então a equação (2.14) na forma matriial é (LIU; YIN,

2001):

r̃ = Cb+ η (2.16)

É possível, ainda, esrever a equação (2.14) em termos das orrelações ruza-

das das sequênias de espalhamento. Considere sequênias de espalhamento de

tamanho equivalente para todos os usuários, i.e. F1 = F2 = . . . = FU = F . A

matriz de sequênias de espalhamento F × U é de�nida omo:

S =












c1(1) c2(1) . . . cU(1)

c1(2) c2(2) . . . cU(2)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

c1(F ) c2(F ) . . . cU(F )












, (2.17)

e portanto a matriz de orrelação ruzada das sequênias de espalhamento U ×U

é de�nida omo:

R = STS (2.18)

Desta forma o sinal equivalente em banda base após a etapa de desespalha-
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mento espetral pode ser de�nido, também, omo (GOLDSMITH, 2005):

ỹ = RQb+ η (2.19)

onde Q é uma matriz U×U diagonal ujos elementos são os ganhos de amplitude

dos anais αi, i = 1, . . . , U .

O detetor ótimo, denominado detetor de máxima verossimilhança, tem

omo entrada o sinal ỹ e omo saída o vetor de símbolos detetados [b∗1, . . . , b
∗
U ]

de tal forma que o erro quadrátio é minimizado, isto é:

argmin
b

Ts∫

0

(

ỹ(t)−
U∑

i=1

αibisi(t)

)2

dt (2.20)

o que é equivalente, no aso de usuários sínronos, a enontrar o vetor b que

maximiza a função usto (GOLDSMITH, 2005):

JML(b) = 2

Ts∫

0

[
U∑

i=1

αibisi(t)

]

ỹ dt−
Ts∫

0

[
U∑

i=1

αibisi(t)

]2

dt

= 2bTQỹ − bTQRQb (2.21)

O detetor de máxima verossimilhança, embora ótimo, apresenta araterís-

tias que tornam difíil sua implementação em sistemas de omuniação: pri-

meiramente, a sua omplexidade rese exponenialmente de aordo om o nú-

mero de usuários. Uma busa em árvore binária para maximizar a função usto

(2.21), apresenta omplexidade MU
, onde M é a ordem de modulação. Adii-

onalmente, o detetor ótimo requer o onheimento de todas as amplitudes de

anal αi (GOLDSMITH, 2005).

Sabe-se que a omplexidade dos detetores pode ser reduzida às ustas da

perda da otimalidade. Desta forma, muitos detetores multiusuário subótimos

foram desenvolvidos om diferentes níveis de desempenho, omplexidade e de re-
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quisitos quanto a informações do estado do anal. De maneira geral, os detetores

subótimos podem ser divididos em lineares e não lineares.

Os detetores subótimos lineares apliam uma transformação linear à saída do

bano de �ltros asados para reuperar a informação enviada. Os detetores mais

omuns dessa lasse são o detetor desorrelaionador e o detetor por mínimo

erro quadrátio médio (do inglês,minimum mean squared error, MMSE) (LUPAS;

VERDú, 1989).

O desorrelaionador multiplia a matriz inversa das orrelações ruzadas

R−1
pelo sinal reebido em banda base, i.e.

b̂ = R−1ỹ = R−1 [RQb+ η] = Qb+R−1η (2.22)

Na maioria dos asos a matriz R é não singular e, portanto, existe uma in-

versa. Note que, na ausênia de ruído, i.e. η = 0, a saída do desorrelaionador

é a informação enviada pelos usuários ponderada pelos ganhos de anais. Em

outras palavras, neste enário o desorrelaionador remove ompletamente a in-

terferênia de múltiplo aesso além de não requerer o onheimento do estado do

anal. O lado negativo deste detetor está no fato do mesmo ampli�ar o ruído de

fundo uma vez que η é multipliado pela matriz inversa da matriz de orrelações

ruzadas (GOLDSMITH, 2005).

Desta forma, é possivel de�nir o �ltro linear desorrelaionador utilizado para

detetar o sinal de ada usuário i omo (SOUZA et al., 2013):

DDESC = [d1,d2, . . . ,dU ] = S(STS)−1 = SR−1
(2.23)

sendo di um vetor F×1 o �ltro linear utilizado para desespalhar e desorrelaionar

o sinal do i-ésimo usuário de interesse dos demais usuários interferentes.
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Outro �ltro linear de grande importânia na literatura é o detetor de mínimo

erro quadrátio médio. O MMSE aplia uma matriz W tal que a multipliação

da saída do bano de �ltros asados multipliada pela matriz W minimiza o

erro quadrátio médio esperado entre o vetor de informações transmitidas b e a

multipliação da matriz W pelo vetor de informações reebidas, i.e.

argmin
W

E
{
||b−Wsr̃||2

}
(2.24)

sendo r̃ dado por (2.16).

De aordo om o trabalho de (MOSHAVI, 1996), a matriz W que minimiza

o erro quadrátio médio esperado é,

W =
[
R+ σ2Q−2

]−1
(2.25)

sendo σ2
a potênia do ruído térmio introduzido no sinal original e Q a matriz

diagonal dos ganhos de amplitude dos anais. Uma vez que neste trabalho será

abordado apenas o desorrelaionador

3

para uma literatura mais ompleta sobre

deteores subótimos lineares e não lineares reomenda-se a leitura dos trabalhos

de (VERDú, 1983; VERDú, 1995) e (NETO, 2012).

Nas duas seções a seguir serão apresentados o modelo de onsumo de potênia

de um sistema DS/CDMA e os oneitos e de�nições relaionadas ao sistema que

serão utilizados no apítulo 4.

2.1.1.1 Modelo de Consumo de Potênia

O onsumo de potênia de sistemas de omuniação é de fundamental impor-

tânia para o projeto de sistemas energetiamente e�ientes. Desta forma, observe

3

O motivo de onsiderar apenas o desorrelaionador será indiado posteriormente.
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que em sistemas de omuniação sem �o é possível distinguir duas utilizações di-

ferentes de potênia: a primeira é a potênia neessária para a transmissão da

informação e a segunda é a potênia onsumida pelos iruitos responsáveis pela

transmissão e reepção.

A potênia neessária para transmissão da informação no enlae de subida de

redes DS/CDMA é denominada PDS
tr

e é de�nida omo:

PDS
tr

(p, r) =
U∑

i=1

̺i pi +
U∑

i=1

ϑi ri (2.26)

onde o primeiro termo da soma é referente ao ampli�ador de potênia e o segundo

termo é uma dependênia linear da taxa de transmissão do i-ésimo usuário. Sendo

assim, para o usuário i, ̺ é a ine�iênia do ampli�ador de potênia de rádio-

frequênia, r é a taxa de transmissão e ϑ ≥ 0 é um fator linear de ponderação do

inremento de potênia relaionado om o resimento da taxa de transmissão.

Dependendo de seu valor, ϑ representa a potênia de proessamento de sinal �nal

em banda base do transmissor, reeptor ou ambos (NG; LO; SCHOBER, 2012).

A potênia onsumida pelos iruitos, por sua vez, é determinada pelos bloos

ativos tais omo onversor analógio-digital (CAD), onversor digital-analógio

(CDA), sintetizador (SYN), mixer (MIX), ampli�ador de baixo ruído (ABR),

ampli�ador de frequênia intermediária (AFI), �ltro de reepção (FiR) e �l-

tro de transmissão (FiT). Logo, o onsumo de potênia pelos iruitos pode ser

deomposto nos seguintes termos:

PDS


= 2P
SYN

+ P
MIX

+ P
ABR

+ P
FiT

+ P
FiR

+ P
AFI

+ P
CAD

+ P
CDA

(2.27)

Uma vez que na transmissão a potênia onsumida é dominada pelo mixer,

sintetizador, �ltro de reepção e pelo ampli�ador de baixo ruído, seria razoável
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que a potênia onsumida pelos iruitos fosse independente da taxa de trans-

missão. Na reepção o onsumo de potênia é dominado pelo ampli�ador de

frequênias intermediárias. Desta forma, a potênia de iruito pode ser mode-

lada omo dois termos sendo o primeiro uma onstante e o segundo linearmente

dependente da taxa de transmissão (CUI; GOLDSMITH; BAHAI, 2005):

PDS


(r) = P


+
U∑

i=1

υi ri (2.28)

onde r é a taxa do i-ésimo usuário e P


é a potênia, admitida �xa, gasta pelos

iruitos.

Portanto para sistemas DS/CDMA o onsumo total de potênia é:

PDS
t

(p, r) = P


+

U∑

i=1

̺i pi +

U∑

i=1

(ϑi + υi) ri (2.29)

2.1.1.2 De�nições - Sistema DS/CDMA

Nos parágrafos a seguir serão apresentados oneitos relaionados a sistemas

DS/CDMA que serão utilizados posteriormente nos problemas de otimização em

sistemas de omuniação sem �o apresentados no apítulo 4. Estas de�nições

estão assoiadas aos oneitos de relação sinal-interferênia mais ruído pré e pós

deteção

4

; e�iênia energétia; e�iênia espetral e taxa de erro de bit. Para

estas de�nições é onsiderado o enlae reverso de um sistema DS/CDMA om

sinronismo perfeito.

De�nição 1 (Relação Sinal Interferênia Mais Ruído - Pré Deteção). A relação

sinal-interferênia mais ruído (do inglês, Signal to Interferene plus Noise Ratio,

SINR) antes do proesso de deteção é a relação entre a potênia do sinal de

interesse à entrada do reeptor dividida pela potênia da interferênia de múltiplo

4

Para detetores lineares.
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aesso mais o ruído aditivo Gaussiano brano de fundo (do inglês, additive white

Gaussian noise, AWGN). A SINR pré deteção para o i-ésimo usuário DS/CDMA

é de�nida omo (GOLDSMITH, 2005):

δprei =
Fi pi |hi|2

Fi σ2 +
U∑

j=1
j 6=i

pj |hj|2
(2.30)

onde pi e pj são as potênias do i-ésimo e j-ésimo usuário, hi e hj são os ganhos

em amplitude e fase do anal do usuário i e j, respetivamente, e Fi é o ganho

de proessamento

5

do usuário i. Finalmente, σ2
é a potênia do ruído de fundo

AWGN, sendo equivalente a N0B, onde B é a banda do sistema DS/CDMA e N0

a densidade espetral de potênia do ruído.

De�nição 2 (Relação Sinal Interferênia Mais Ruído - Pós Deteção). A relação

sinal-interferênia mais ruído após o proesso de deteção através de detetores

lineares é a relação entre a potênia do sinal de interesse pós-deteção (onsidera o

�ltro de deteção) dividida pela potênia da interferênia de múltiplo aesso mais

o ruído aditivo Gaussiano brano de fundo. Considerando que no reeptor o sinal

reebido é proessado por um �ltro/reeptor linear di e que ada usuário possuí

uma sequênia de espalhamento si de tamanho Fi, a SINR pós deteção para o

i-ésimo usuário é de�nida omo (ZAPPONE; BUZZI; JORSWIECK, 2011):

δposi =
Fi pi |hi|2

∣
∣dH

i si
∣
∣2

Fi σ2 ||di||2 +
U∑

j=1
j 6=i

pj |hj|2 |dH
i sj |

2

(2.31)

onde pi e pj são as potênias do i-ésimo e j-ésimo usuário, hi e hj são os ganhos

em amplitude e fase do anal do usuário i e j, respetivamente, ||di|| é a norma

Eulidiana do �ltro linear do usuário i. Finalmente, σ2
é a potênia do ruído de

fundo AWGN e é equivalente a N0B, onde B é a banda do sistema DS/CDMA e

5

Em sistemas onde o espalhamento é por sequênia direta, o ganho de proessamento é

equivalente ao tamanho da sequênia.
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N0 a densidade espetral de potênia do ruído.

De�nição 3 (Taxa de Transmissão de Informação). Admite-se que a taxa de

transmissão de informação é equivalente à apaidade de anal de (SHANNON,

1948). Assim, para o i-ésimo usuário, a taxa ri é de�nida por (GOLDSMITH,

2005):

ri = B log2 (1 + δi)

[
bits

s

]

(2.32)

onde B é a largura de banda do sistema e δi a relação sinal-interferênia mais

ruído do usuário i. A taxa, portanto, é uma função não linear da SINR e pode

ser utilizada em sua versão pré deteção ou pós deteção. Uma vez que nenhuma

destas é utilizada de forma exlusiva neste texto, quando se �zer uso da de�nição

de SINR indiar-se-á pós ou pré deteção.

De�nição 4 (E�iênia Espetral). A e�iênia espetral é a razão entre taxa de

transmissão de bits por segundo por Hertz de banda do sistema DS/CDMA. Sendo

assim, a e�iênia espetral do sistema DS/CDMA é de�nida omo (GOLDS-

MITH, 2005):

SDS =
R

B
=

1

B

U∑

i=1

B log2 (1 + δi) =
U∑

i=1

log2 (1 + δi)

[
bits

s · Hz

]

(2.33)

onde R =
U∑

i=1

ri é a taxa de transmissão de informação total do sistema

DS/CDMA, B é a largura de banda do sistema, δi é a relação sinal-interferênia

mais ruído do i-ésimo usuário. É possível de�nir ainda a e�iênia espetral do

usuário i omo:

SDS
i =

ri
B

= log2 (1 + δi)

[
bits

s · Hz

]

(2.34)

O último oneito a ser apresentado é o oneito de taxa de erro de bit

(do inglês, bit error rate, BER). Bits errados são bits reebidos através de um

anal de omuniação, os quais foram alterados devido a fatores omo ruído,

interferênia, atenuação do anal, erros de sinronização e desvaneimento multi-
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perurso. A taxa de erro de bit, portanto, é a razão entre a quantidade de bits que

foram alterados durante a omuniação pelo número total de bits transmitidos

no intervalo de tempo no qual oorreu a omuniação.

A taxa de erro de bit é diretamente in�ueniada pela relação sinal-

interferênia mais ruído, pela modulação, pelo esquema de odi�ação utilizado

na transmissão e pela estatístia do anal de transmissão. A BER pode ser om-

putada através de simulações de Monte Carlo ou de forma analítia.

Conforme apresentado e disutido no trabalho de (LU et al., 1999) a taxa de

erro de bit média onsiderando um anal om ruído de fundo do tipo Gaussiano

brano e assumindo modulações M-QAM om onstelações quadradas pode ser

assintotiamente aproximada pela expressão,

BER

AWGN

M-QAM

≃ 4

( √
M − 1√

M log2(M)

) √
M/2
∑

i=1

Q





√

3 δ (2i− 1)2 log2(M)

(M − 1)




(2.35)

onde M é a ordem de modulação QAM, δ é a relação sinal-interferênia mais

ruído e a função Q(x) = Pr(X > x) =
∞∫

x

fX (y)dy sendo fX a função densidade de

probabilidade da variável aleatória Gaussiana X , x = (x0 − µX )/σX , µX a média

do proesso estoástio X e σ o seu desvio padrão.

Desta forma, a função Q(x) pode ser interpretada omo a probabilidade as-

soiada à area da auda (à direita) de uma distribuição estatístia normal, ou

ainda, em outras palavras, a função Q(x) é a probabilidade de uma variável alea-

tória de distribuição Gaussiana atingir um valor maior ou igual ao desvio padrão

multipliado por x distante da média da distribuição. Logo, a função Q é de�nida
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omo

Q(x) =
1√
2π

∞∫

x

e

(

− y2

2

)

dy (2.36)

Considerando o tipo de anal abordado neste trabalho, i.e. anais sem linha

de visada, planos e lentos, e assumindo que os anais introduzem uma variação na

envoltória do sinal representado através de uma variável aleatória om distribuição

estatístia de Rayleigh, é possível estabeleer uma relação entre a SINR média

e a taxa de erro de bit média para diferentes tipos de modulação. Utilizando a

expressão para taxa de erro de bit média em anais AWGN ontido no trabalho

de (LU et al., 1999) é possível estabeleer uma expressão para a BER média em

anais om desvaneimento Rayleigh (SIMON; ALOUINI, 2000, Página 223),

BER

Rayleigh

M-QAM

≃
(

2(
√
M − 1)√

M log2(M)

)√
M/2
∑

i=1

(

1−
√

1, 5(2i− 1)2δ log2(M)

(M − 1) + 1, 5(2i− 1)2δ log2(M)

)

(2.37)

onde M é a ordem de modulaçãoM-QAM e δ é a relação sinal-interferênia mais

ruído média. Note que a expressão em (2.37) apresenta uma erta omplexidade

matemátia e de �mputo, quando M rese, o que poderia omprometer o tra-

tamento matemátio se a mesma fosse apliada a um problema de otimização.

Sendo assim, nas páginas 232 a 234 da obra de (DU; SWAMY, 2010) é apresen-

tada uma análise sobre a probabilidade de erro de bit de modulações M-QAM

em anais om desvaneimento do tipo Rayleigh e os autores ofereem uma boa

aproximação para a expressão em (2.37) em regimes de baixa, média e alta SINR,

resultando em:

BER

Rayleigh

M-QAM

≈ 2(
√
M − 1)√

M log2(M)

(

1−
√

3 δ log2(M)

2(M − 1) + 3 δ log2(M)

)

(2.38)
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Nesta Tese o modelo de taxa de erro de bit média adotado é a expressão

simpli�ada proposta por (DU; SWAMY, 2010) e reproduzida na equação (2.38).

Esta abordagem foi adotada primeiramente pelo modelo de anal esolhido para

o desenvolvimento do trabalho e, em segundo lugar, pela simpliidade

6

e maior

failidade de manipulação matemátia da expressão.

De�nição 5 (E�iênia Energétia do Sistema). A e�iênia energétia do elo

de subida de um sistema DS/CDMA é de�nida omo a razão da quantidade de

bits efetivamente transmitidos por unidade de energia, mensurada em Joules.

Matematiamente, a e�iênia energétia é de�nida omo (GOODMAN; MAN-

DAYAM, 2000):

ξDS =
Re

PDS
t

=

U∑

i=1

ℓiB log2 (1 + δi) f(δi)
V

P


+
U∑

i=1

̺i pi +
U∑

i=1

(ϑi + υi) ri

[
bits

Joule

]

(2.39)

onde B é a banda do sistema DS/CDMA, ℓi é a taxa de odi�ação

7

do usuá-

rio i, δi é a relação sinal-interferênia mais ruído

8

do i-ésimo usuário, f(δi) é

uma função de penalização

9

da taxa de transmissão ujo argumento é a SINR do

usuário i, V é o número de símbolos enviados por paote/quadro; o denominador

da função desreve o onsumo total de potênia de todo o sistema DS/CDMA,

onforme desrito na seção 2.1.1.1.

Observação 1. As equações de apaidade de�nidas ao longo deste trabalho tra-

tam da apaidade instantânea do anal Rayleigh (dentro do intervalo onde o

desvaneimento é estátio) uma vez que a SINR é de�nida utilizando o ganho

de potênia do anal que em anais om desvaneimento Rayleigh assume uma

6

Menor omplexidade da expressão quando omparada a expressões exatas de taxa de erro

de bit médias em anais Rayleigh

7

A razão entre bits de informação transmitidos e número total de bits transmitidos (infor-

mação mais redundânia).

8

Pré ou pós deteção. No Capítulo 4 será disriminado qual a SINR utilizada na equação

onforme a neessidade.

9

É omum assumir que a função de penalidade seja a taxa de aerto de bits. As araterístias

desta função e o seu papel no álulo da e�iênia energétia serão disutidos de forma mais

ompleta no Capítulo 4
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distribuição estatístia exponenial. De fato, a apaidade, onforme de�nida no

texto, não representa a apaidade média para um anal Rayleigh (normalmente

alulada em termos de probabilidade de interrupção do serviço), mas sim a sua

apaidade instantânea. Logo, o modelo desrito é válido uma vez que ambas

apaidade instantânea de anal e taxa de aerto de bit média são de�nidas em

anais ujas atenuações de amplitude assumem uma distribuição estatístia de

Rayleigh.

De�nição 6 (E�iênia Energétia do Usuário i). A e�iênia energétia do

i-ésimo usuário do elo de subida de um sistema DS/CDMA é de�nida omo a

quantidade de bits efetivamente transmitidos pelo usuário por unidade de ener-

gia gasta pelo mesmo. Matematiamente, a e�iênia energétia do usuário i é

imediatamente de�nida a partir de (2.47) (GOODMAN; MANDAYAM, 2000):

ξDS
i =

ℓiB log2 (1 + δi) f(δi)
V

P


+ ̺i pi + ϑi ri

[
bits

Joule

]

(2.40)

onde B é a banda do sistema DS/CDMA, ℓi é a taxa de odi�ação do usuário,

δi é a relação sinal-interferênia mais ruído do i-ésimo usuário, f(δi) é a função

de penalização da taxa de transmissão, V é o número de símbolos enviados no

paote/quadro , ̺i é a ine�iênia do ampli�ador de potênia do i-ésimo usuário

e ϑi é o oe�iente de resimento de onsumo de potênia do usuário i onforme

aumenta sua taxa de transmissão de informação, �nalmente P


é a potênia

onstante gasta pelos iruitos do transmissor.

2.1.2 Sistemas MC-DS/CDMA

O primeiro trabalho ombinando as ténias de multiplexação por múltiplas

portadoras ortogonais e o múltiplo aesso por divisão de ódigo foi publiado em

1993 o qual desrevia a ombinação dessas ténias onsiderando o espalhamento

no domínio da frequênia (YEE; LINNARTZ; FETTWEIS, 1993). Esta ténia
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�ou onheida omo CDMA multiportadora (do inglês, multiarrier CDMA,

MC-CDMA), e difere dos sistemas MC-DS/CDMA pelo domínio no qual o espa-

lhamento espetral é feito.

Em redes om múltiplas portadoras e múltiplo aesso por divisão em ódigo

de sequênia direta o espetro disponível é dividido em subanais/subportadoras

ortogonais nos quais operam transmissores e reeptores DS/CDMA onvenionais

omo os estudados na seção 2.1.1. Desta forma, em um sistema MC-DS/CDMA

omN subportadoras, onsiderando o j-ésimo período de símbolo e admitindo que

ada um dos U usuários do sistema possui uma sequênia de espalhamento únia

para transmitir que o identi�a. O diagrama de bloos de um dos U transmissores

é apresentado na �gura 7.

Figura 7: Diagrama de bloos do transmissor MC-DS/CDMA para o usuário 1.

Note que o espalhamento espetral na �gura 7 é feito no domínio do tempo.

Quando N = 1 obtêm-se o lássio sistema DS/CDMA apresentado anterior-

mente.
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Desta forma, é posssível rede�nir os oneitos de relação sinal-interferênia

mais ruído (pré e pós deteção), e�iênia espetral e e�iênia energétia para

estes sistemas tomando omo base as de�nições para redes DS/CDMA apresen-

tadas na seção 2.1.1.

2.1.2.1 De�nições - Sistema MC-DS/CDMA

Nas de�nições e oneitos apresentados nesta seção é onsiderado um sis-

tema MC-DS/CDMA om N subportadoras om anais desorrelaionados e U

usuários ativos na rede.

De�nição 7 (Relação Sinal Interferênia Mais Ruído - Pré Deteção). A de�-

nição de relação sinal-interferênia mais ruído antes do proesso de deteção é

equivalente à de�nição do sistema DS/CDMA, om a diferença de que em um

sistema om N subportadoras, há a inlusão de um índie que identi�a de qual

subanal refere-se a SINR. Desta forma para o i-ésimo usuário e k-ésima subpor-

tadora, a SINR é de�nida omo (GOLDSMITH, 2005):

δprei,k =
Fi,k pi,k |hi,k|2

Fi,k σ2
k +

U∑

j=1
j 6=i

pj,k |hj,k|2
(2.41)

onde pi,k e pj,k são as potênias de transmissão do usuário i e j, respetivamente,

na k-ésima subportadora; hi,k e hj,k são os ganhos em amplitude e fase do anal

e Fi,k é o ganho de proessamento do usuário i na subportadora k. Finalmente,

σ2
k é a potênia do ruído de fundo AWGN na k-ésima subportadora.

De�nição 8 (Relação Sinal Interferênia Mais Ruído - Pós Deteção). A relação

sinal-interferênia mais ruído após o proesso de deteção para sistemas MC-

DS/CDMA é de�nida omo (ZAPPONE; BUZZI; JORSWIECK, 2011):

δposi,k =
Fi,k pi,k |hi,k|2

∣
∣dH

i si
∣
∣2

Fi,k σ
2
k ||di||2 +

U∑

j=1
j 6=i

pj,k |hj,k|2 |dH
i sj,k|

2

(2.42)
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onde i e k são os indexadores de usuário e subportadora, respetivamente. A

potênia de transmissão é representada por p, F é o ganho de proessamento, d é

o �ltro linear na reepção, s é a sequênia de espalhamento, h é o ganho omplexo

de anal e σ2
a potênia do ruído brano Gaussiano de fundo.

De�nição 9 (Taxa de Transmissão de Informação). A expressão da taxa de

transmissão de informação em redes MC-DS/CDMA é similar à dos sistemas

DS/CDMA. Considera-se a apaidade de anal de Shanon e a difereniação

se dá através do indexador de subanal k presente nos sistemas om múltiplas

portadoras. Desta forma, a taxa de transmissão do i-ésimo usuário na k-ésima

subportadora é:

ri,k = B log2 (1 + δi,k) (2.43)

onde B é a largura de banda da subportadora e δi,k a relação sinal-interferênia

mais ruído do usuário i no subanal k.

De�nição 10 (E�iênia Espetral). A e�iênia espetral de sistemas MC-

DS/CDMA apresenta a mesma de�nição dos sistemas DS/CDMA: é a taxa de

transmissão de bits alançável por segundo por Hertz de banda do sistema MC-

DS/CDMA. Considerando um sistema om N subportadoras ortogonais de banda

B, a e�iênia espetral do sistema é de�nida omo (GOLDSMITH, 2005):

SMC =
R

B
=

1

B

U∑

i=1

N∑

k=1

B log2 (1 + δi,k) =
U∑

i=1

N∑

k=1

log2 (1 + δi,k)

[
bits

s · Hertz

]

(2.44)

onde R =
U∑

i=1

N∑

k=1

ri,k é a vazão do sistema e δi,k é a relação sinal-interferênia

mais ruído do i-ésimo usuário na k-ésima subportadora. É possível de�nir ainda

a e�iênia espetral do usuário i omo:

SMC
i =

Ri

B
=

N∑

k=1

log2 (1 + δi,k)

[
bits

s · Hertz

]

(2.45)

onde Ri =
N∑

k=1

ri,k.
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De�nição 11 (E�iênia Energétia do Sistema). A de�nição teória de e�-

iênia energétia em sistemas MC-DS/CDMA é equivalente à dos sistemas

DS/CDMA, i.e. a quantidade de bits transmitidos efetivamente por unidade de

energia. Matematiamente, a e�iênia energétia é de�nida omo (GOODMAN;

MANDAYAM, 2000):

ξMC =
Re

PMC
t

=

U∑

i=1

N∑

k,1

ℓi,k B log2 (1 + δi,k) f(δi,k)
V

P


+
U∑

i=1

N∑

k=1

̺i pi,k +
U∑

i=1

N∑

k,1

(ϑi + υi) ri,k

[
bits

Joule

]

(2.46)

onde B é a banda da subportadora, δi,k é a relação sinal-interferênia mais ruído

do i-ésimo usuário na k-ésima subportadora, f(δi,k) é uma função de penalização

da taxa de transmissão ujo argumento é a SINR do usuário i no subanal k, V

é o número de símbolos enviados no paote/quadro. O denominador da função

é o onsumo total de potênia do sistema, tal que P


é a potênia onsumida

pelos iruitos de forma onstante, ̺i é a ine�iênia do ampli�ador de potênia

do usuário i e pi,k a sua potênia de transmissão na k-ésima subportadora, ϑi e

υi são os oe�ientes de resimento no onsumo de potênia do transmissor e

reeptor onforme o aumento na taxa de transmissão do usuário.

De�nição 12 (E�iênia Energétia do Usuário). A e�iênia energétia do i-

ésimo usuário do elo de subida de um sistema MC-DS/CDMA é de�nida mate-

matiamente omo:

ξMC
i =

N∑

k,1

ℓi,k B log2 (1 + δi,k) f(δi,k)
V

P


+
N∑

k,1

̺i pi,k +
N∑

k,1

ϑi ri,k

[
bits

Joule

]

(2.47)

onde B é a banda do subanal, ℓi,k a taxa de odi�ação do usuário na subpor-

tadora k, δi,k é a relação sinal-interferênia mais ruído, f(δi,k) é a função de

penalização da taxa de transmissão, V é o número de símbolos enviados no pa-

ote/quadro, ̺i é a ine�iênia do ampli�ador de potênia do i-ésimo usuário e
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ϑi é o oe�iente de resimento de onsumo de potênia do usuário i onforme

aumenta sua taxa de transmissão de informação ri,k. Finalmente, P é a potênia

onstante gasta pelos iruitos do transmissor.

2.1.3 Sistemas MC-DS/CDMA Cooperativos

As três prinipais formas de diversidade em sistemas de teleomuniações

são a diversidade temporal, a diversidade em frequênia e a diversidade espaial

(GOLDSMITH, 2005). Ténias onde o mesmo sinal é transmitido em diferentes

instantes de tempo exploram a diversidade temporal, e.g. ódigos orretores de

erro. No domínio da frequênia, ténias que enviam sinais em diferentes por-

tadoras bem omo sistemas que empregam espalhamento espetral são exemplos

de exploração da diversidade em frequênia. Finalmente, a diversidade espaial

é aquela que se bene�ia das diferentes posições geográ�as entre transmissores

e reeptores de um sistema. Uma ténia amplamente onheida de diversidade

espaial é a utilização de múltiplas antenas para reepção e/ou para transmissão

(TSE; VISWANATH, 2005).

Note que estas ténias podem ser utilizadas para melhorar o desempe-

nho/on�abilidade do sistema em termos de probabilidade erro, bem omo tam-

bém podem ser utilizadas para aumentar a apaidade/vazão da rede sem �o sem,

neessariamente, aumentar a banda de transmissão

10

.

Outra forma de se utilizar a diversidade espaial é através da ooperação entre

os transmissores e reeptores do sistema, o que é onheido omo omuniação

ooperativa. Note que a omuniação ooperativa não é uma ténia que exlui a

possibilidade do emprego de outra ténia que explore diversidade espaial, omo

o uso de múltiplas antenas de transmissão e/ou reepção.

10

A utilização das ténias para estes �ns não é mutuamente exlusiva, i.e. é possivel utilizar

ténias que exploram as diferentes diversidades busando melhorar o desempenho em termos

de probabilidade de erro e, simultaneamente, aumentar a vazão e ou a apaidade do sistema

(TSE; VISWANATH, 2005).
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A proposta de omuniação de forma ooperativa foi apresentada iniialmente

no trabalho de (MEULEN, 1971) onde o seu modelo de transmissão ooperativa

era formado por três ativos da rede: uma fonte, um repetidor e um destinatário.

Neste sistema a fonte produz informações que devem ser enviadas ao destinatário.

O repetidor enontra-se no perurso entre fonte e destinatário e é responsável por

reenaminhar a informação da fonte para o destino. Formam-se assim dois anais

de omuniação distintos: o primeiro é denominado aminho direto entre a fonte

e o destinatário, o segundo é o aminho indireto, sendo formado pelos anais

fonte-repetidor e repetidor-destino. A �gura 8 apresenta uma rede ooperativa

om fonte, repetidor e destino ilustrando em preto o anal direto e em vermelho

o anal indireto.

Figura 8: Ilustração da omuniação entre fonte e destino denominada aminho

direto (em preto) e da omuniação através de um repetidor em sistemas oope-

rativos, denominado aminho indireto (em vermelho).

Em sistemas de omuniação ooperativos os repetidores são usualmente ati-

vos de redes que não possuem informação própria, i.e. são ativos utilizados únia

e exlusivamente para a retransmissão de informações. Um exemplo oposto a

esta topologia são as redes de malha (do inglês, mesh networks), onde todos os

nós da rede atuam omo retransmissores de informação.

A atuação dos repetidores em redes ooperativas pode utilizar diferentes pro-

toolos de retransmissão. De aordo om (LANEMAN; TSE; WORNELL, 2004)

dois protoolos distintos podem ser utilizados nos retransmissores: o ampli�a
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e enaminha (do inglês, amplify and forward, AF), e o protoolo deodi�a e

enaminha (do inglês, deode and forward, DF).

No primeiro, o retransmissor reebe o sinal da fonte, ampli�a om o objetivo

de ompensar a atenuação na amplitude do sinal imposta pelo perurso fonte-

retransmissor, na sequênia o sinal é transmitido para o destino. No protoolo

deodi�a e enaminha, o retransmissor é responsável por reuperar a informação

transmitida pela fonte, i.e. transformar o sinal reebido em bits de informações

que são modulados novamente e enviados ao destino (LANEMAN; TSE; WOR-

NELL, 2004).

Embora a proposta do protoolo ampli�a e enaminha e do protoolo de-

odi�a e enaminha date do trabalho de (MEULEN, 1971) e do trabalho de

(COVER; GAMAL, 1979), possivelmente a primeira aparição destas denomina-

ções na literatura oorreu na Tese de doutorado de (LANEMAN, 2002).

Outro protoolo de retransmissão proposto por (COVER; GAMAL, 1979) é

onheido hoje omo omprime e enhaminha (do inglês, ompress and forward,

CF); neste protoolo o retransmissor é responsável por quantizar e realizar a

ompressão da informação enviada pela fonte e, posteriormente, retransmití-la ao

destino (KRAMER; GASTPAR; GUPTA, 2005).

É evidente que o protoolo ampli�a e enaminha é o mais simples do ponto

de vista de funionamento e de projeto. Sob a perspetiva de onsumo de po-

tênia, por ser o mais simples dos três protoolos é natural que apresente um

onsumo de potênia de seus iruitos inferior àqueles de implementações utili-

zando protoolos DF ou CF. Por outro lado, sua simpliidade implia ganhos de

desempenho inferiores aos demais protoolos, tanto em termos de aumento da

apaidade quanto de redução na taxa de erro de bit (KRAMER; GASTPAR;

GUPTA, 2005; LANEMAN; TSE; WORNELL, 2004).
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Logo, a �m de manter a omplexidade do projeto da rede simples e, simulta-

neamente, explorar os benefíios da diversidade espaial utilizando retransmisso-

res

11

, adotou-se neste trabalho a utilização do protoolo ampli�a e enaminha.

A omuniação fonte-retransmissor e retransmissor-destino pode oorrer de

maneiras diferentes: quando estas duas transmissões oorrem em tempos distintos

temos o que se onhee por duplexação por divisão de tempo. Isto aarreta

na redução da taxa de transmissão da fonte uma vez que esta não transmitirá

de forma onstante mas em intervalos de tempo regulares. Por outro lado, a

omuniação fonte-retransmissor pode oorrer em faixas de frequênia distintas

do segundo salto. Neste aso, uma vez que a mesma informação é transmitida

em duas bandas diferentes a e�iênia espetral é reduzida pela metade. No

trabalho de doutorado assumiu-se uma duplexação por divisão em frequênia

para as transmissões fonte-retransmissor e fonte-destino de tal forma que não há

interferênia entre elas.

Antes de apresentar o modelo matemátio do enlae de subida de um sistema

MC-DS/CDMA ooperativo é importante estabeleer algumas premissas em rela-

ção às araterístias da rede. Sendo assim, sem perda da generalidade, onsidere

o elo reverso de um sistema maro elular om U usuários, N subportadoras, uma

estação retransmissora �xa

12

, e uma estação rádio-base.

Um exemplo de enário om estas araterístias é apresentado na �gura 9.

Os anais em vermelho estão relaionados ao primeiro salto (terminal móvel -

estação retransmissora) e tem oe�ientes de anal omplexos hi,k, onde i é o

indexador de usuário e k o de subanal. O anal em preto é relaionado ao

segundo salto da omuniação (estação retransmissora - estação rádio-base) e, no

exemplo onsiderado, é representado pelo oe�iente de anal omplexo gk onde

11

É omum referir-se à diversidade espaial de retransmissores omo diversidade ooperativa

ou maro-diversidade, reservando o termo diversidade espaial para sistemas om múltiplas

antenas.

12

Cuja posição geográ�a não é alterada ao longo do tempo.
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Figura 9: Exemplo de enlane de subida de um sistema ooperativo om 3 usuários
e múltiplas subportadoras (representadas pelo indexador k).

k é o indexador de subportadora. Note que no primeiro salto existem U × N

anais de omuniação enquanto no segundo existem apenas N .

Note que na análise apresentada aqui e no modelo de sistema adotado o ami-

nho direto entre o terminal móvel e a estação rádio-base é desonsiderado. Esta

premissa é verdadeira em muitos enários prátios de interesse onde os usuários

estão muito distantes da estação rádio-base e faz-se neessário a instalação de

um repetidor. Adiionalmente, a atenuação do anal não é linear em relação à

distânia, omo visto ateriormente; logo, em enários onde a élula tem diâmetro

da ordem de unidades de quil�metros, a atenuação do anal devido à perda de

perurso é grande o su�iente para a deteção do sinal proveniente do terminal

móvel tornar-se impossivel no destino, de tal forma que muitas vezes o mesmo é

tratado omo ruído de fundo.

De aordo om o que foi apresentado na seção 2.1.1 e as omplementações

desenvolvidas na seção 2.1.2, o sinal que hega à estação retransmissora em banda

base na k-ésima subportadora é:

ỹk =

[
U∑

i=1

√

2pi,k xi,ksi hi,k

]

+ ηk (2.48)
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onde i é o indexador de usuário, pi,k é a potênia de transmissão, xi,k é o símbolo

enviado na subportadora k pelo usuário i, si é a sequênia de espalhamento do

i-ésimo usuário13 de omprimento Fi, hi,k é o oe�iente omplexo do anal entre

o i-ésimo usuário e a estação retransmissora no subanal k. Finalmente, η é o

vetor de ruído aditivo Gaussiano brano. Por simpliidade da análise, mas sem

perda da generalidade, onsidere que as sequênias de espalhamento dos usuários

tenham o mesmo omprimento, i.e. F1 = F2 = . . . = F . Os vetores ỹk, si e ηk

são vetores F × 1.

No retransmissor o sinal ỹ é, primeiramente, normalizado pela raíz quadrada

da potênia média do sinal reebido, i.e.

√

E
[
||ỹk||2

]
. Reesrevendo a equação

(2.48) na forma matriial obtêm-se:

ỹk = Svk + ηk (2.49)

onde

S =












c1,1 c1,2 · · · c1,U

c2,1 c2,2 · · · c2,U
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

cF,1 cF,1 · · · cF,U












, e vk =












√
2p1,k x1,k h1,k

√
2p2,k x2,k h2,k

.

.

.

√
2pU,k xU,k hU,k












(2.50)

Considerando que o ruído ηk e os símbolos de informação xi,k sejam desor-

relaionados, temos que:

√

E
[
||ỹ||2

]
=

√

||ỹ||2 =
√

||Svk + ηk||2 (2.51)

13

O transmissor utiliza a mesma sequênia em todos os sub-anais para realizar o espalha-

mento espetral do sinal no domínio do tempo de forma independente em ada subportadora.
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ou ainda, apliando a seguinte de�nição PN = E
[
||ỹ||2

]
, na forma de somatório

PN é de�nido omo:

PN = σ2 +

U∑

i=1

2 pi,k |xi,k|2 |hi,k|2 sHi si (2.52)

Por simpliidade de análise, onsidere que a potênia do símbolo normalizado

é unitária, |xi,k|2 = 1 e a autoorrelação normalizada da sequênia de espalha-

mento também é unitária, sHi si = 1, a expressão aima pode ser simpli�ada:

PN = σ2 +

U∑

i=1

2 pi,k |hi,k|2 (2.53)

Após a normalização do sinal na entrada do retransmissor, ỹ, o mesmo é

ampli�ado pela matriz A de dimensões F × F . A matriz de ampli�ação A é

restrita a potênia disponível P
r

no retransmissor, i.e. tr(AAH) ≤ P
r

, onde tr(·)

é o traço da matriz do argumento (ZAPPONE; BUZZI; JORSWIECK, 2011).

O sinal ampli�ado pela matriz A perorre o anal entre retransmissor e

estação rádio base gk onde k é o indexador de subportadora. Logo, o sinal na

entrada da estação rádio-base z em banda base é:

z =
gk√
PN

(

Aη1,k +

U∑

i=1

√
2pi,k xi,k hi,k Asi

)

+ η2,k (2.54)

onde η1,k e η2,k são os ruídos aditivos branos Gaussianos de fundo introduzi-

dos pelo anal fonte-retransmissor e retransmissor-destino, respetivamente, u-

jas matrizes de ovariânia são σ2
1,kIF e σ2

2,kIF , onde IF é a matriz identidade de

ordem F . O sinal z na estação rádio-base passa por um detetor MC-DS/CDMA

omposto por um bano de �ltros asados e um �ltro linear d. Desta forma, a re-

lação sinal-interferênia mais ruído após a deteção é de�nida omo (ZAPPONE;
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BUZZI; JORSWIECK, 2011):

δMCC
i,k =

F pi,k |hi,k|2 |gk|2
∣
∣dH

i Asi
∣
∣
2

PN σ
2
2,k ||di||2 + F σ2

1,k |gk|2 ||AHdi||2 + |gk|2
U∑

j=1
j 6=i

pj,k |hj,k|2 |dH
i Asj|2

(2.55)

onde σ2
1,k é a potênia do ruído de fundo da k-ésima subportadora no primeiro

salto, σ2
2,k é a potênia do ruído de fundo na subportadora k no segundo salto.

Como onsequênia de optar pela duplexação por divisão em frequênia, a e�-

iênia espetral de sistemas MC-DS/CDMA ooperativos é equivalente à metade

dos sistemas não ooperativos, i.e.

SMCC =
R

2B
=

1

2B

U∑

i=1

N∑

k=1

B log2 (1 + δi,k) =
1

2

U∑

i=1

N∑

k=1

log2 (1 + δi,k)

[
bits

s · Hz

]

(2.56)

onde B é a largura de banda de uma subportadora e δi,k é a relação sinal-

interferênia mais ruído do i-ésimo usuário na k-ésima subportadora e é obtida

através da equação (2.55).

A e�iênia energétia em sistemas ooperativos é semelhante a dos siste-

mas não ooperativos. A prinipal diferença está na potênia total onsumida,

que inorpora os gastos de potênia do retransmissor, e na de�nição da rela-

ção sinal-interferênia mais ruído. Considerando um sistema onde os iruitos

do retransmissor onsomem uma potênia �xa P


r

e a potênia utilizada para a

ampli�ação do sinal é denominada p
r

, a e�iênia energétia pode ser de�nida
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omo (ZAPPONE; BUZZI; JORSWIECK, 2011):

ξMCC =
Re

PMC
t

=

U∑

i=1

N∑

k,1

ℓi,kB log2 (1 + δi,k) f(δi,k)
V

P


+ P


r

+ ̺
r

p
r

+
U∑

i=1

N∑

k=1

̺i pi,k +
U∑

i=1

N∑

k,1

(ϑi + υi) ri,k

[
bits

Joule

]

(2.57)

onde i é o indexador do usuário e k o de subportadora, e os demais símbolos

utilizados apresentam os seguintes signi�ados:

• ℓ é a taxa de odi�ação (número de bits de informação por número de bits

enviados),

• B é a largura de banda de ada subportadora ortogonal,

• δ é a relação sinal-interferênia mais ruído,

• f(δ) é a função de penalização que impõe a taxa de bits efetivamente ree-

bidos,

• V é o número de bits enviados dentro de um quadro de transmissão,

• P


é a potênia �xa onsumida pelos iruitos dos usuários transmissores,

• P


r

é a potênia �xa onsumida pelos iruitos no retransmissor,

• ̺
r

é a ine�iênia do ampli�ador de potênia do retransmissor,

• p
r

é a potênia de transmissão do retransmissor,

• ̺i é a ine�iênia do ampli�ador de potênia usuário i,

• pi,k é a potênia de transmissão do i-ésimo usuário na k-ésima subportadora,

• ri,k é a taxa de transmissão do usuário i na subportadora k,
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• ϑi é a taxa de resimento da potênia de transmissão em relação ao au-

mento da taxa de transmissão de informação,

• υi é a taxa de resimento da potênia onsumida pelo iruito transmissor

para um dado aumento na taxa de transmissão de informação,

2.2 Sistemas OFDMA

Os sistemas de múltiplo aesso por divisão ortogonal de frequênia são siste-

mas de múltiplo aesso baseados na ténia de multiplexação por divisão ortogonal

de frequênia (do inglês, orthogonal frequeny division multiplexing, OFDM) nos

quais a multiplexação é feita om múltiplos usuários (DAHLMAN et al., 2007).

Neste tipo de múltiplo aesso a banda disponível para transmissão é dividida em

subportadoras ou subanais de banda mais estreita que a banda de oerênia do

anal. O anal antes seletivo em frequênia torna-se plano, araterístia que pro-

piia aos sistemas baseados em multiplexação por divisão ortogonal de frequênias

maior robustez ontra a interferênia intersimbólia. Adiionalmente, a ortogo-

nalidade das subportadoras permite uma superposição que implia em uma maior

e�iênia espetral quando omparado aos sistemas de multiplexação por divisão

de frequênia sem sobreposição (GOLDSMITH, 2005).

Para ilustrar de forma mais lara, onsidere um sistema om N subportadoras

de largura de banda B. A �gural 10 apresenta a disposição de ada subportadora

fc, f1, f2, . . . no espetro om e sem superposição de bandas.

Utilizada na maioria dos sistemas modernos de omuniação móvel, os siste-

mas de modulação multiportadora foram utilizados iniialmente para apliações

militares em rádios de alta frequênia no �m das déadas de 50 e iníio dos anos

60. Sua utilização em sistemas omeriais, todavia, era impossível na époa de-

vido à alta omplexidade das implementações que neessitavam de moduladores
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Figura 10: Disposição das subportadoras em sistemas om multiplexação por di-

visão de frequênia sem sobreposição (aima) e om sobreposição (abaixo). Fonte:

adaptado de (GOLDSMITH, 2005).

e demoduladores individuais para ada subanal. Somente vinte anos depois om

o desenvolvimento de algoritmos para a implementação da transformada de Fou-

rier, a transformada rápida de Fourier (do inglês, fast Fourier transform, FFT)

e a transformada inversa rápida de Fourier (do inglês, inverse fast Fourier trans-

form, IFFT), bem omo a onstatação de que os sistemas OFDM poderiam ser

implementados utilizando estas ferramentas é que se deu iníio ao proesso de

popularização da ténia (GOLDSMITH, 2005).

Atualmente, o OFDM está presente em padrões omeriais de omuniação

om �o e sem �o tais omo WiMax, LTE, LTE-A, IEEE 802.11 a/g, ADSL

e ADSL2+ (GOLDSMITH, 2005). Nos sitemas modernos de omuniação que

empregam a ténia de múltiplas subportadoras ortogonais, a informação é pri-

meiramente modulada resultando em um símbolo omplexo bi. A sequênia de

símbolos b0, b1, . . . , bN−1 alimenta então um onversor serial-paralelo uja saída é

um onjunto de N símbolos modulados que orrespondem aos símbolos a serem

transmitidos em ada subportadora. Para gerar o sinal de saída do modulador

OFDM no tempo x(t) a saída do onversor serial-paralelo alimenta uma trans-

formada inversa disreta de Fourier de N símbolos. A saída da IFFT é o símbolo
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OFDM que onsiste de uma sequênia xk = x0, x1, . . . , xN−1 de amostras tempo-

rais de omprimento N tal que:

xk =
1√
N

N−1∑

i=0

bi e
æ2π k i/N , k = 0, 1, . . . , N − 1 (2.58)

Desonsiderando a adição de pre�xo ílio, a saída da IFFT alimenta um

onversor paralelo-serial e em seguida um onversor digital-analógio, resultando

no sinal OFDM em banda base,

x(t) =
1√
N

N−1∑

i=0

bi e
æ2π t i/TN , 0 ≤ t ≤ TN (2.59)

onde TN é o período de símbolo OFDM. As frequênias de ada subportadora

são de�nidas por fk = k/TN e as amostras da equação (2.58) representam amos-

tras disretas a ada TN/N segundos. Para �nalizar a propagação em anais não

guiados sem �o, o sinal é onvertido para banda passante e transmitido. No re-

eptor, as operações inversas são realizadas de tal forma a reuperar a informação

transmitida.

A �gura 11 apresenta o diagrama de bloos do transmissor e do reeptor

OFDM desonsiderando os efeitos noivos do anal, i.e. ruído de fundo e des-

vaneimento. Note que é possível que os dados da entrada do modulador sejam

oriundos/destinados a diferentes usuários, logo estes usuários utilizam diferentes

subportadoras ou bloos de subportadoras para reeber/enviar informação. Este

tipo de sistema é denominado múltiplo aesso por divisão de frequênia ortogo-

nais.

É omum em sistemas OFDMA utilizar a dimensão temporal para que mais

usuários utilizem o sistema, porém este não é o foo do trabalho e não será disu-

tido no texto. Note que, ao ontrário dos sistemas om espalhamento espetral,
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Figura 11: Diagrama de bloos do transmissor e reeptor OFDM desonsiderando

os efeitos noivos do anal.

os sistemas om múltiplo aesso por divisão de frequênias ortogonais não sofrem

limitações om a interferênia de múltiplo aesso já que ada subportadora pode

estar aloada apenas para um únio usuário.

Um dos grandes problemas om a ténia OFDM e, de forma geral, om qual-

quer sistema de transmissão multiportadora está assoiado às grandes variações

na potênia instantânea do sinal transmitido. Isto implia em uma redução da

e�iênia do ampli�ador de potênia para lidar adequadamente om as grandes

exursões do sinal e também na neessidade de se utilizar ampli�adores lineares

(lasse A, B ou AB). O fato de apresentar valores elevados para a razão entre a

potênia de pio e potênia média de transmissão

14

faz om que as ténias ba-

seadas em OFDM sejam de difíil implementação no elo de subida (DAHLMAN

et al., 2007). Por outro lado, a ténia OFDMA onsolidou-se nos prinipais

padrões da quarta geração, e é amplamente utilizado no elo de desida destes

padrões, tais omo o LTE (EKSTRöM et al., 2006). Desta forma, neste trabalho

14

Denominada PAPR, do inglês, peak to average power ratio.
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de doutorado será analisado somente o elo de desida de redes de múltiplo aesso

por divisão ortogonal de frequênia.

Sendo assim, em sistemas OFDMA, uma importante métria de qualidade de

sinal é a relação sinal-ruído. Considere que na subportadora k esteja aloado o

i-ésimo usuário. A estação rádio-base transmite o sinal om uma potênia pi,k

que atravessa um anal om ganhos de potênia identi�ado por, |hi,k|2. Este

anal introduz ainda ruído aditivo brano Gaussiano. Logo, a relação sinal-ruído

é de�nida omo a potênia do sinal transmitido pela potênia do ruído de fundo

AWGN, i.e.

δOFDMA
i,k =

pi,k |hi,k|2
σ2
k

(2.60)

onde δi,k é a relação sinal-ruído do i-ésimo usuário na k-ésima subportadora e σ
2
k

é a potênia do ruído na subportadora k, assumida, sem perda da generalidade,

idêntia para todos os usuários.

A taxa de transmissão do usuário i na subportadora k pode ser obtida a partir

da apaidade de anal de Shannon (SHANNON, 1948):

ri,k = B log2(1 + δi,k) (2.61)

onde B é a banda da subportadora. Note que as métrias de qualidade e de-

sempenho em amada físia para redes OFDMA são pareidas om as métrias

de desempenho das redes baseadas em espalhamento espetral apresentadas na

seção anterior deste apítulo tais omo e�iênia espetral, e�iênia energétia

e taxa de erro de bit.

Estabeleer métrias de desempenho que envolvam não somente a qualidade

do sinal transmitido mas também o gereniamento feito pelo ontrole de enlae



111

omo, por exemplo, tolerânia a atraso, provimento estatístio de qualidade de

serviço e apaidade de garantir uma taxa mínima de transmissão onsiderando

ummétodo de armazenamento temporário na forma de �las são um grande desa�o

em redes sem �o, o qual é failmente tratado em redes ujo meio de transmissão

seja guiado (WU; NEGI, 2003).

Com o intuito de estabeleer métrias de desempenho para redes de omuni-

ação sem �o sujeitas a atraso e manutenção de QoS mínimo aeitável a partir de

modelos bem estabeleidos de amada físia, (WU; NEGI, 2003) propuseram o

oneito de apaidade efetiva. Uma breve desrição deste oneito é apresentado

na subseção a seguir.

2.2.1 Capaidade Efetiva

A apaidade efetiva é uma métria muito útil de desempenho da rede quando

na presença de limitações estatístias de qualidade de serviço. Considere, desta

forma, um sistema ontendo um proesso que gera tráfego para um ontrolador

de enlae. Este ontrolador possuí à sua disposição um �la estaionária, logo,

os paotes que não são transmitidos devido a limitações físias do transmissor

15

,

são enviados para esta �la enquanto aguardam sua transmissão. Esta situação é

esboçada na �gura 12.

O oneito de apaidade efetiva é o dual da largura de banda efetiva, Be(θ),

que foi proposta de forma independente nos trabalhos de (GUéRIN; AHMADI;

NAGHSHINEH, 1991), (KELLY, 1991) e (GIBBENS; HUNT, 1991) e desreve

a largura de banda mínima neessária para a transmissão de um determinado

serviço sujeito a ondição de que a auda da distribuição estatístia relaionada

ao omprimento da �la tenha taxa de deaimento θ. Em outras palavras, a

15

Um exemplo prátio desta situação aontee quando a quantidade de informação gerada

em um intervalo de tempo e que deve ser transmitida é superior à taxa de transmissão de

informação do dispositivo, geralmente oasionada por uma baixa relação sinal-ruído.
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Figura 12: Diagrama de um transmissor om ontrole de enlane e �la estaionária

para armazenamento temporário de informação não enviada.

largura de banda efetiva é a largura de banda mínima neessária para transmissão

efetiva de um serviço dado um expoente de qualidade de serviço assoiado θ ≥ 0

(CHANG; THOMAS, 1995).

Na formulação do oneito de apaidade efetiva os autores (WU; NEGI,

2003) empregam a teoria dos grandes desvios

16

e inorporam a idéia de limita-

ções estatístias de qualidade de serviço através da taxa de deaimento da pro-

babilidade de saturação de um bu�er onsiderando �las de omprimento elevado.

Sendo assim, a apaidade efetiva pode ser interpretada omo a máxima vazão de

um sistema que opera om limitações na probabilidade de violação do tamanho

da �la

17

.

A função da apaidade efetiva, denotada por C
e

(θ), arateriza a taxa de

serviço pratiável omo função do expoente de qualidade de serviço, assumindo

que θ ≥ 0. De forma espei�a, no trabalho de (WU; NEGI, 2003) a apaidade

efetiva é de�nida omo a taxa de reepção máxima e onstante na entrada do

16

A teoria dos grandes desvios trata do omportamento assintótio de audas remotas de

distribuições de probabilidade. Foi formalmente apresentada no trabalho de (VARADHAN,

1966).

17

Paotes de informações são oloados na �la para transmissão quando a quantidade de

dados a ser enviada em determinado intervalo de tempo é maior que a quantidade de informação

efetivamente transmitida.
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ontrolador de enlae que é suportada garantindo um requisito estatístio de

qualidade de serviço, espei�ado pelo expoente de QoS θ. De forma análoga,

a apaidade efetiva pode ser interpretada omo a máxima taxa de transmissão

sujeita a um atraso máximo tolerável na entrega de informações.

Sendo assim, é preiso revisitar alguns oneitos para introduzir matemati-

amente o oneito de apaidade efetiva. O primeiro oneito a ser revisto é

relaionado a modelos de �las: seja Q o omprimento de uma �la estaioná-

ria, e seja θ a taxa de deaimento da auda da distribuição de probabilidade do

omprimento instantâneo da �la expressa por (CHANG, 1994)

lim
q→∞

log [Pr(Q ≥ q)]

q
= −θ (2.62)

ou seja, a probabilidade do omprimento da �la Q ultrapassar um limite q de-

ai exponenialmente onforme o limite q aumenta. O parâmetro θ > 0 é de

fundamental importânia para a garantia da qualidade de serviço estatístia, ex-

pressando a taxa de deaimento exponenial das probabilidades de violação do

QoS. Como onsequênia, para um omprimento tolerável alto de �la estaioná-

ria, denotado por qmax, a seguinte aproximação é válida para a probabilidade de

violação do tamanho máximo da �la (CHANG, 1994)

Pr(Q ≥ qmax) ≈ e−θqmax
(2.63)

Desta forma, um valor pequeno de θ > 0 implia em uma taxa de daaimento

mais lenta, o que india que o sistema pode prover somente uma garantia suave

18

de QoS. Por outro lado, se o valor de θ é elevado, então a taxa de deaimento é

rápida o que implia que ondições mais restritivas de qualidade de serviço podem

ser suportadas. Partiularmente, quando θ → 0, o sistema deve tolerar um atraso

18

Suave é empregado no sentido de ondições menos restritivas de qualidade de serviço.
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de tamanho arbitrário, enquanto que θ→∞, o sistema não pode tolerar nenhum

atraso, orrespondendo, portanto, a um limite de atraso extremamente rigoroso.

Dado a sua proximidade om o provimento de qualidade de serviço estatístia, o

termo θ é denominado expoente de qualidade de serviço (WU; NEGI, 2003).

De forma similar, a idéia de �la para transmissão, quando a omuniação

experimenta algum atraso, om D denotando o atraso estável observado no on-

trolador de enlae

19

de omuniação, e admitindo-se um atraso máximo tolerável

dmax, a seguinte aproximação é verdadeira

Pr(D ≥ dmax) ≈ e−θ r̃ dmax ≤ ǫ (2.64)

sendo r̃ a taxa om que a fonte de tráfego entrega informação ao ontrolador de

enlae mensurada em [bits/seg℄; dmax é o limite de atraso espei�ado e requer

que a probabilidade de violação deste limite não seja superior a um determinado

valor ǫ. Sendo assim, um usuário do sistema pode ser espei�ado pelo ternário

de QoS estatístio (r̃, dmax, ǫ). Logo, em termos de restrições de QoS estatístia,

o atraso deve ser menor que o limite dmax dentro de uma probabilidade ǫ, o que

pode ser interpretado omo um requisito de taxa máxima de perda de paotes

(AHN et al., 2010). A partir da equação (2.64) o expoente de QoS para um

determinado usuário do sistema pode ser limitado por:

θ ≥ − log(ǫ)

r̃ dmax

[
1

bits

]

(2.65)

Quando o limite de atraso é a prinipal métria de qualidade de serviço do

ternário (r̃, dmax, ǫ), é possivel derivar o expoente de qualidade de serviço θD

19

O atraso está relaionado ao intervalo de tempo entre o instante em que a informação entra

na �la e o instante em que a mesma é transmitida.
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referente ao atraso dmax, de�nido omo:

θD = θr̃ =
− log(ǫ)

dmax
(2.66)

Com esta nova de�nição é possivel dar outra interpretação à apaidade efe-

tiva: é a taxa máxima e onstante de reepção à entrada do ontrolador de enlae

que um determinado serviço suporta, garantindo uma probabilidade limitada de

violação do atraso máximo tolerável. Em outras palavras, a apaidade efetiva

pode ser de�nida omo a máxima vazão que satisfaz a restrição de omprimento

da �la, om probabilidade de violação Pr(Q ≥ qmax) ou de forma similar, a restri-

ção de atraso máximo, om probabilidade de violação Pr(D ≥ dmax), para valores

de qmax e dmax elevados.

É importante frisar que a apaidade efetiva arateriza o desempenho em

sistemas om �las de grande omprimento. Se o tamanho da �la é �nito e pe-

queno, as taxas de reepção r̃ suportadas serão menores que aquelas previstas

através do modelo apresentado. Nestas situações oorrem perdas de paote e de

dados quando a �la está heia. Pode-se onluir, portanto, que sistemas om �las

menores, de maneira geral, requerem mais energia para garantir a qualidade de

serviço enquanto �las de grande extensão podem ser onsideradas omo um limite

e utilizadas omo referênia (QIAO; GURSOY; VELIPASALAR, 2009).

A expressão analítia para o álulo da apaidade efetiva de um proesso

estoástio arbitrário é, via de regra, ompliada e de difíil análise. Todavia,

quando o serviço puder ser araterizado omo um proesso estoástio indepen-

dente e identiamente distribuído, a expressão analítia da apaidade efetiva é

simpli�ada (AHN et al., 2010).

O omportamento estoástio da fonte de tráfego na entrada do ontrola-

dor de enlae pode ser modelado assintotiamente pela sua largura de banda
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efetiva Be(θ). Considere que a sequênia {R[j], j = 1, 2, . . .} denote um ser-

viço de transmissão representado por um proesso ergódio e estaionário nos

instantes de tempo disretos j e mensurado em bits. Adiionalmente, onsi-

dere que R(t) △
=
∑t

j R[j] é a soma parial deste proesso, em bits, no intervalo

j = 1, 2, . . . , t.

Assuma que a função geradora do momento logarítmio assintótio de R(t)

de�nida omo (WU; NEGI, 2003),

Λ(−θ) = lim
t→∞

1

t
log
(
E
[
e−θR(t)

])
(2.67)

existe para todo θ ≥ 0 e é onvexa e difereniável para todo θ ∈ R (CHANG,

1994). Note que o operador de esperança matemátia, E, é empregado em re-

lação ao tráfego R(t) uma vez que assume-se que este é estoástio e modelado

assintotiamente por sua largura de banda efetiva B
e

(θ) = −Λ(−θ)
θ

, ∀θ ≥ 0 (WU;

NEGI, 2003; CHANG; THOMAS, 1995).

Logo, a apaidade efetiva de um serviço de transmissão para um requisito

estatístio de qualidade de serviço espei�ado pelo expoente θ > 0 pode ser

de�nida omo (WU; NEGI, 2003):

C
e

(θ)
△
=

Λ(−θ)
θ

= − lim
t→∞

1

t θ
log
(

E

[

e−θ
∑t

j R[j]
])

= − lim
t→∞

1

t θ
log
(
E
[
e−θR(t)

])
,

[
bits

quadro

]

(2.68)

É importante observar que quando a sequênia {R[j], j = 1, 2, . . .} assoiada

ao serviço de transmissão R(t) é um proesso estoástio desorrelaionado

20

a

20

Por exemplo, omuniação em anais om desvaneimento desorrelaionado em diferentes

intervalos de tempo.
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apaidade efetiva pode ser simpli�ada para,

C
e

(θ) = −1
θ
log
(
E
[
e−θR[j]

])
, ∀j = 1, 2, . . . (2.69)

isto é, a apaidade efetiva é função da taxa de transmissão do serviço no intervalo

disreto j.

O oneito de apaidade efetiva, de�nido de forma genéria

21

até este ponto,

e os resultados obtidos por (CHANG, 1994) foram utilizados no trabalho de

(QIAO; GURSOY; VELIPASALAR, 2009) para a análise de omuniações em

anais do tipo on-o�. Como resultado, a apaidade efetiva para este tipo de

anal dado uma relação sinal-ruído, denominada δ, araterístia do mesmo, pode

ser normalizada pela duração da transmissão T e pela largura de banda do anal

B; assim para um dado expoente de QoS estatístio θ, a apaidade efetiva para

anais on-o� normalizada pela duração de quadro T e largura de banda B pode

ser omputada omo:

Con−off
e

(δ, θ) =
1

TB
max
r≥0
−Λ(−θ)

θ

[
bits

s · Hertz

]

= max
r≥0
− 1

θ T B
log
(
x1 + x2 e

−θTr
)

(2.70)

onde x1 e x2 são as probabilidades do estado desligado e ligado, respetivamente,

de tal forma que x1 + x2 = 1. Adiionalmente, r é a taxa de transmissão em

bits por segundo, sendo uma função não linear da relação sinal-ruído do anal.

Portanto, uma vez que a apaidade de anal de Shannon é um limite superior

para a taxa de transmissão r, o valor máximo assumido pela apaidade efetiva

oorre quando a taxa de transmissão r é equivalente a este limite, i.e. r =

B log(1 + δ).

21

Sem a onsideração de algum sistema de omuniação espeí�o, e.g. OFDMA.
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Sendo assim, é imediato estender os resultados de apaidade efetiva em a-

nais de omuniação on-o� para sistemas OFDMA. Considere que a sequênia

{R[j], j = 1, 2, . . .} seja um proesso estoástio desorrelaionado. Desta forma,

R(t) pode ser visto omo a oupação do usuário i em uma subportadora arbitrá-

ria em ada quadro de duração T de tal forma que a taxa de transmissão total

do usuário i possa ser alulada omo:

Ri = T
N∑

k=1

φi,k ri,k

[
bits

quadro

]

(2.71)

onde φi,k ∈ {0, 1} é uma variável binária responsável por indiar se o i-ésimo

usuário está transmitindo na k-ésima subportadora, ri,k é a apaidade de anal

de Shannon do usuário i na subportadora k, mensurado em bits por segundo.

Note que é possível de�nir o oneito de matriz de aloação de subportadoras

a partir do onjunto de variáveis φi,k. Desta forma, uma matriz fatível

22

de

aloação de subportadoras é uma matriz de dimensão U por N que satisfaz:

φ ∈ Ω
△
=

{

φ ∈ {0, 1}U×N

∣
∣
∣
∣
∣

U∑

i=1

φi,k ≤ 1, ∀φi,k ∈ φ e k = 1, . . . , N

}

(2.72)

onde U é o número de usuários, N o número de subportadoras. A ondição na

de�nição aima india que apenas um usuário do sistema pode estar ativo, i.e.

transmitindo, na k-ésima subportadora.

Sendo assim, a partir da de�nição em (2.70) e (2.71) é possível de�nir a

apaidade efetiva do sistema OFDMA ujo expoente de qualidade de serviço

estatístia do usuário i é θi > 0 omo,

22

Que pode ser utilizada de forma prátia dada as limitações do sistema OFDMA.
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C
e

(P,φ, θ) = −
U∑

i=1

1

θi
log
(
E
[
e−θiRi

])

= −
U∑

i=1

1

θi
log
(

E

[

e−θiT
∑N

k=1
φi,kri,k

])

= −
U∑

i=1

N∑

k=1

1

θi
log
(
E
[
e−θiTφi,kri,k

])
(2.73)

= −
U∑

i=1

N∑

k=1

φi,k

θi
log
(
E
[
e−θiTri,k

])
(2.74)

= −
U∑

i=1

N∑

k=1

φi,k

θi
log

(

E

[

e
−θiTB log2

(

1+
pi,k |hi,k|2

N0 B

)
]) [

bits

quadro

]

(2.75)

onde pi,k é a potênia de transmissão e hi,k é o ganho omplexo de anal do

usuário i na k-ésima subportadora, ambos admitidos onstante durante o intervalo

de transmissão T . P é a matriz de aloação de potênias ujos elementos são

pi,k. Adiionalmente, N0 é a densidade espetral de potênia do ruído brano

Gaussiano de fundo, em [Watts/Hertz℄ e B é a largura de banda da subportadora.

No desenvolvimento da de�nição de apaidade efetiva para sistemas

OFDMA, duas passagens são importantes e mereem atenção: a primeira da

equação (2.73) para (2.74), uma vez que a variável φi,k é binária, a múltipliação

na função exponenial ou fora do logarítmo é equivalente, i.e.:

−
U∑

i=1

N∑

k=1

1

θi
log
(
E
[
e−θiTφi,kri,k

])
=

U∑

i=1

N∑

k=1

φi,k

θi
log
(
E
[
e−θiTri,k

])
(2.76)

pois para φi,k = 1,
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1

θi
log
(
E
[
e−θiTri,k

])

︸ ︷︷ ︸

Substituindo φi,k=1 em (2.74)

=
1

θi
log
(
E
[
e−θiTri,k

])

︸ ︷︷ ︸

Substituindo φi,k=1 em (2.73)

(2.77)

e para φi,k = 0,

1

θi
log
(
E
[
e−θiTφi,kri,k

])
=

1

θi
log
(
E
[
e0
])

= 0 (2.78)

φi,k

θi
log
(
E
[
e−θiTri,k

])
=

0

θi
log
(
E
[
e−θiTri,k

])
= 0 (2.79)

A segunda passagem importante é da equação (2.74) para (2.75). Neste aso,

a taxa de transmissão de informação ri,k é onsiderada a apaidade máxima do

anal para uma da relação sinal-ruído obtida através da equação de apaidade

de anal de Shannon (SHANNON, 1948).

Assumindo-se um anal sem linha de visada, é omum modelar o ganho om-

plexo de anal omo a soma de duas varáveis aleatórias Gaussianas de média

zero e variânia unitária, de tal forma que os ganhos de amplitude do anal |hi,k|

assumem uma distribuição estatístia de Rayleigh e por onseguinte os ganhos de

potênia do anal, hi,k = |hi,k|2, assumem uma distribuição estatístia exponen-

ial uja função densidade de probabilidade é f

(
hi,k

)
= αe−αhi,k

onde o parâmetro

α é o inverso do valor médio esperado da distribuição (GOLDSMITH, 2005).

Uma vez que f

(
hi,k

)
é ontínua e difereniável em relação ao ganho de potênia

do anal, o termo E
[
e−θiTri,k

]
pode ser omputado omo:

Ei,k = E
[
e−θiTri,k

]
=

∞∫

0

e
−θiTB log2

(

1+
pi,khi,k

N0B

)

f

(
hi,k

)
dhi,k (2.80)

Por simpliidade de análise e sem perda da generalidade, pode-se assumir que

a média dos ganhos de potênia é unitária, i.e. α = 1. Reesrevendo a equação
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(2.80) obtêm-se:

Ei,k =

∞∫

0

e
−θiTB log2

(

1+
pi,khi,k

N0B

)

e−hi,k dhi,k (2.81)

Empregando-se as seguintes substituições:

x = 1 + hi,ky, y =
pi,k
N0B

, Ai =
θiTB

log(2)
(2.82)

e assumindo

23

que y > 0 e x > 0, a integral pode ser omputada omo,

Ei,k =

∞∫

0

e
−θiTB log

2

(

1+
pi,khi,k

N0B

)

e−hi,k dhi,k

=

∞∫

0

e−hi,k

(
1 + hi,ky

)−Ai dhi,k

=
e

1

y

y

∞∫

1

e−
x
y x−Ai dx

=
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

]

(2.83)

onde EA[z]
△
=
∫∞
1
e−z t t−A dt é a função integral exponenial. Com a equação

(2.83) é possivel de�nir a apaidade efetiva de um sistema OFDMA om U

usuários e N subanais susetíveis a desvaneimento de pequena esala do tipo

Rayleigh desorrelaionados inorporando estes resultados à equação (2.75). As-

sim, a apaidade efetiva será uma função dos expoentes de qualidade de serviço

estatístia, da matriz de aloação de subportadoras e da potênia de transmissão

23

Uma vez que todos os valores envolvidos nas relações de y e x são posivitos, é natural

assumir que ambos sejam variáveis de valores positivos
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de ada usuário,

C
e,RFC

(θ,φ,P) =

U∑

i=1

N∑

k=1

−φi,k

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

(2.84)

onde i e k são os indexadores de usuário e subportadora, respetivamente, φ é a

váriavel binária que representa a atividade do usuário i na subportadora k, p é a

potênia de transmissão, N0 é a densidade espetral de potênia do ruído, B é a

banda de ada uma das subportadoras ortogonais, θi o exponente de qualidade de

serviço do usuário i assumido idêntio para todas as subportadoras e, �nalmente,

Ai =
θiTB
log(2)

. A matriz P de aloação de potênias de transmissão, possui dimensão

U × N . O vetor θ = [θ1, θ2, . . . , θU ]
T
é o vetor de exponentes de QoS, e φ é a

matriz de aloação de subportadora de�nida em (2.72).

A partir de (2.84) é possivel derivar a expressão para a apaidade efetiva de

ada usuário i = 1, . . . , U , denotada por Ci
e,RFC

,

Ci
e,RFC

= − 1

θi

N∑

k=1

φi,k log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

(2.85)

Antes de apresentar a de�nição de e�iênia energétia efetiva, derivada a

partir do oneito de apaidade efetiva, faz-se neessário adaptar o modelo de

onsumo de potênia apresentado na seção 2.1.1.1, introduzindo o oneito de

aloação de subportadora e adaptando o modelo para o elo de desida de redes de

múltiplo aesso por divisão de frequênias ortogonais

24

. Desta forma, o onsumo

de potênia no elo de desida de sistemas OFDMA sem �o é omputado a partir

24

O modelo de potênia estabeleido para o elo de subida de sistemas om espalhamento

espetral pode ser utilizado para o elo de desida de sistemas OFDMA e as diferenças de gastos

de potênia dos iruitos destes sistemas pode ser inoporada na potênia gasta pelos �ltro

lineares de transmissão e reepção (PFiR e PFiT na equação (2.27)
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do álulo do onsumo de potênia de ada usuário em ada subportadora, por:

POFDMA
t

(φ,R
t

,P) = P


+

U∑

i=1

N∑

k=1

̺ φi,k pi,k +

U∑

i=1

N∑

k=1

(ϑ+ υ)φi,k ri,k (2.86)

onde R
t

é a matriz U × N de taxas de transmissão instantâneas equivalentes a

apaidade de Shannon do anal, tal que ada elemento de R
t

na i-ésima linha e

k-ésima oluna é equivalente a ri,k = B log(1 + δi,k), i = 1, . . . , U e k = 1, . . . , N ,

sendo ri,k a taxa de transmissão instantânea do usuário i na k-ésima subportadora;

̺ é a ine�iênia do ampli�ador de potênia da estação rádio-base, ϑ e υ são

taxas de resimento da potênia de aordo om a taxa de transmissão atingida;

a primeira em termos de potênia de transmissão e a segunda em termos de

potênia onsumida pelos iruitos.

Estabeleido o modelo de onsumo de potênia e utilizando o oneito de

apaidade efetiva, é possivel de�nir a e�iênia energétia efetiva do sistema

OFDMA omo sendo a quantidade de informação por unidade de energia onsu-

mida pelo sistema de transmissão de forma ontínua, de aordo om um atraso

máximo tolerável na entrega da informação e uma probabilidade de violação do

tamanho da �la do ontrolador de enlae.

Matematiamente, a e�iênia energétia efetiva do sistema OFDMA, em bits

por Joule, é

25

:

ξ
e,RFC

=
C
e,RFC

(θ,φ,P)

P
t

(φ,R
t

,P)
=

U∑

i=1

N∑

k=1

−φi,k

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

T

(

P


+
U∑

i=1

N∑

k=1

̺ φi,k pi,k +
U∑

i=1

N∑

k=1

(ϑ+ υ)φi,k ri,k

)

(2.87)

25

Por onveniênia, o termo OFDMA presente em POFDMA
t

na equação (2.86) é reduzido a

P
t

.
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onde T é o período de transmissão. Considerando, de forma análoga, a e�iênia

energétia efetiva do usuário i pode ser de�nida omo:

ξi
e,RFC

=
Ci
e,RFC

(θi,φi,pi)

P i
t

(φi, ri,pi)
=

N∑

k=1

−φi,k

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

T

(

P


+
N∑

k=1

̺ φi,k pi,k +
N∑

k=1

(ϑ+ υ)φi,k ri,k

)

(2.88)
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3 MÉTODOS DE OTIMIZAÇ�O

DETERMINÍSTICOS E HEURÍSTICOS

Neste apítulo serão disutidos e apresentados os oneitos relaionados ao

oneito de otimização, problemas de otimização, bem omo as ferramentas ma-

temátias determinístias e aos métodos heurístios que foram utilizados para

soluionar os problemas de otimização disutidos no apítulo 4.

O apítulo está subdividido em ino seções: a primeira seção é introdutória

e apresenta a formalização (enuniado formal) de um problema de otimização

e uma lassi�ação básia dos problemas de otimização quanto a natureza de

suas equações e inequações, variáveis e funções. A segunda seção apresenta os

oneitos relaionados à otimização onvexa, desde a de�nição básia de onvexi-

dade para onjuntos e funções, até o método de deomposição dual de Lagrange

(LAGRANGE, 1811). A tereira seção tem omo foo os fundamentos de progra-

mação fraional não linear e, de forma mais espeí�a, o método de Dinkelbah

(DINKELBACH, 1967). Na quarta seção são apresentados os oneitos de te-

oria de jogos (VON NEUMANN; MORGENSTERN, 1944), equilíbrio de Nash

(NASH, 1950b) e jogos não ooperativos (NASH, 1951). Finalmente, na última se-

ção do apítulo são apresentados os métodos heurístios utilizados neste trabalho:

a otimização por enxame de partíulas (do inglês, partile swarm optimization,

PSO) (KENNEDY; EBERHART, 1995) e o algoritmo dos vaga-lumes (do inglês,

�re�y algorithm, FA) (YANG, 2008).
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3.1 Problemas de Otimização

A otimização é um aspeto muito importante em todo problema que envolve

tomadas de deisão, seja este um problema de engenharia, eonomia, logístia,

biologia ou qualquer outra área do onheimento. Esolher a melhor alternativa

dentre todas as possibilidades existentes ou possíveis sem neessariamente obser-

var os resultados provenientes de ada alternativa em partiular é o objeto de

estudo de uma área da matemátia onheida omo pesquisa operaional (BRA-

DLEY; HAX; MAGNANTI, 1977; CHONG; ZAK, 2001).

Note que o oneito de melhor esolha ou melhor deisão está sempre atrelado

a alguma função objetivo ou indiador de desempenho que avalia numeriamente

o quão boa uma alternativa é. Adiionalmente, a tomada de deisão pode ser

submetida a restrições que devem ser satisfeitas alterando então o onjunto de

possíveis alternativas (andidatas a solução) também onheido omo domínio

do problema de otimização (NOCEDAL; WRIGHT, 2006; CHONG; ZAK, 2001).

Um problema de otimização apresenta o seguinte formalismo (BOYD; VANDEN-

BERGHE, 2004):

minimizar f(x)

sujeito à gi(x) ≤ bi, i = 1, . . . , m

hi(x) = 0, i = 1, . . . , k (3.1)

No problema de otimização em (3.1) a função f : Rn → R é denominada

função objetivo, o vetor x = [x1, x2, . . . , xn] é a variável de deisão, as funções

gi : Rn → R om i = 1, . . . , m são denominadas restrições de desigualdade do

problema, as onstantes bi são os limites para ada restrição, e hi : Rn → R om

i = 1, . . . , k são as restrições de igualdade. Um vetor x∗
é denominado ótimo



127

ou solução do problema (3.1) se ele possui o menor valor de função objetivo

entre todos os vetores que satisfazem as restrições, i.e. para qualquer z que

satisfaça g1(z) ≤ b1, . . . , gm(z) ≤ bm e h1(z) = . . . = hk(z) = 0 temos que

f(x∗) ≤ f(z). É importante observar também que embora a forma tradiional

de�na um problema de minimização omo o em (3.1) o problema de maximização

pode ser de�nido utilizando o negativo da função objetivo (CHONG; ZAK, 2001;

BOYD; VANDENBERGHE, 2004).

Dentro do onjunto de todos os problemas de otimização existem diversas

ategorias que são identi�adas por araterístias espeí�as. De uma forma

mais simples, os problemas de otimização podem, primeiramente, ser divididos

em problemas de otimização ontínuos e disretos: o primeiro quando as variáveis

de deisão puderem assumir quaisquer valores no onjunto dos números reais, o

segundo por sua vez quando as variáveis de deisão assumirem valores em um on-

junto disreto, normalmente um subonjunto dos números inteiros (BRADLEY;

HAX; MAGNANTI, 1977). Os problemas em (3.2) apresentam uma versão on-

tínua e uma disreta do problema de otimização em (3.1).

minimizar f(x)

sujeito à gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , m

hi(x) = 0, i = 1, . . . , k

x ∈ Rn

︸ ︷︷ ︸

Problema de Otimização Contínuo

minimizar f(x)

sujeito à gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , m

hi(x) = 0, i = 1, . . . , k

x ∈ Zn

︸ ︷︷ ︸

Problema de Otimização Disreto

(3.2)

Em segundo lugar, os problemas de otimização podem ser lassi�ados em

om ou sem restrições. Problemas om restrição possuem m funções do tipo gi(x)

de restrição de desigualdade e k funções do tipo hi(x) de restrição de igualdade,

omo é possível observar em (3.1), e podem abranger desde simples restrições
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até omplexos sistemas de (in)equações que moldam a relação entre as variáveis

de deisão. Problemas sem restrições por sua vez são muito omuns visto que

problemas om restrição podem, muitas vezes, ser transformados em problemas

sem restrição através do uso de um termo penalizador na função objetivo (AN-

TONIOU; LU, 2007).

O tereiro ponto a partir do qual emergem lasses de problemas é quanto ao

número de objetivos existentes no problema: nenhum, um ou vários objetivos.

Os problemas de otimização sem objetivos normalmente envolvem a solução de

sistemas de (in)equações e muitas vezes são tratados omo asos espeiais de

problemas de otimização uni/multi-objetivo. Um exemplo deste aso é o problema

linear omplementar (MURTY, 1988) ujo primeiro algoritmo para solução foi

desenvolvido em 1968 por Rihard W. Cottle e George B. Dantzig (COTTLE;

DANTZIG, 1968). Dado uma matriz M ∈ Rn×n
e um vetor oluna q ∈ Rn

, o

problema linear omplementar é enontrar w = [w1, . . . , wn]
T
e z = [z1, . . . , zn]

T

que satisfaçam:







w −Mz = q

w ≥ 0

z ≥ 0

wizi = 0, ∀ i = 1, . . . , n

(3.3)

Note que no problema apresentado em (3.3) não há função objetivo. Adi-

ionalmente, observa-se que as duas inequações e as duas equações representam

restrições do problema. Não obstante, as de�nições enuniadas anteriormente

da matrix M e do vetor q determinam que o problema em questão deve ser

lassi�ado omo problema de otimização ontínuo om restrições sem objetivo

(MURTY, 1988; University of Wisonsin - Madison, 2013).
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De forma análoga e om o intuito de difereniar os asos uni-objetivo e multi-

objetivo os seguintes problemas são apresentados (BRANKE et al., 2008):

minimizar f(x)

sujeito à gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , m

hi(x) = 0, i = 1, . . . , k

x ∈ Rn

︸ ︷︷ ︸

Problema de Otimização Uni-objetivo

minimizar {f1(x), . . . , fn(x)}

sujeito à gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , m

hi(x) = 0, i = 1, . . . , k

x ∈ Rn

︸ ︷︷ ︸

Problema de Otimização Multi-objetivo

(3.4)

Note que no aso uni-objetivo apenas uma função deve ser minimizada en-

quanto no problema multi-objetivo existem n funções a serem minimizadas si-

multaneamente. É importante frisar que os objetivos podem ser on�itantes, o

que implia que o vetor x que minimiza uma determinada função não é nees-

sariamente o mesmo que minimiza outra função. De fato, em muitos problemas

prátios, o vetor que minimiza uma determinada função do onjunto de objetivos

pode ser exatamente o mesmo que maximiza outra função do mesmo onjunto.

A �gura 13 sintetiza esta lassi�ação simpli�ada para problemas de otimi-

zação.
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Figura 13: Classi�ação dos problemas de otimização de um ponto de vista sim-

ples onsiderando tipo de domínio, restrições e número de objetivos.

Este esboço a respeito da lassi�ação dos problemas de otimização é simples e

não onsidera outras araterístias omo a linearidade e onvexidade, ou ainda,

a não-linearidade e a não-onvexidade. Adiionalmente, esta lassi�ação não

oferee a opção de lassi�ação para um problema híbrido om variáveis de deisão

ontínuas e disretas de forma simultanea. Sendo assim, a subseção a seguir

apresenta uma análise taxon�mia dos diferentes tipos de problemas de otimização

de forma mais ompleta que a apresentada anteriormente.

3.1.1 Taxonomia dos Problemas de Otimização

Para analisar de forma mais ompleta as diferentes lasses de problemas de

otimização, de�ne-se primeiramente que apenas os problemas om objetivo únio

serão analisados. Em seguida, é possível separá-los em problemas disretos e

ontínuos, de tal forma que problemas disretos são ompostos exlusivamente

por variáveis de deisão disretas e nos problemas ontínuos podemos onsiderar

ambos os tipos de variável. Esta divisão iniial é apresentada na �gura 14.
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Figura 14: Classi�ação dos problemas de otimização aera do tipo de domínio.

Os problemas de otimização disretos podem ser subdivididos em problemas

de otimização ombinatória e programação inteira. A diferença entre estes está

na natureza do problema: enquanto as ferramentas que enontram a solução para

problemas de otimização ombinatória são utilizadas para qualquer onjunto dis-

reto, as ténias de programação inteira resolvem problemas ujo domínio são os

números inteiros. É importante lembrar que, salvo exeções, os problemas de oti-

mização ombinatória podem ser reformulados omo problemas de programação

inteira e vie-versa (HAMMER; KORTE, 1979).

Uma vez que os problemas tratados nesta Tese não tem natureza puramente

disreta, a lassi�ação prosseguirá om ênfase no ramo dos problemas de otimiza-

ção ontínuos. Estes podem ser subdividos em problemas de otimização ontínuos

om restrição ou sem restrição da mesma forma omo fora feito na seção ante-

rior. Posteriormente, é possível lassi�ar os problemas quanto a natureza de suas

equações e inequações: para problemas sem restrição basta que a função objetivo

seja linear para que o problema seja onsiderado linear, já quando o problema tem

restrições este só será onsiderado linear se tanto a função objetivo quanto as res-

trições forem lineares, i.e. se as restrições e a função objetivo forem (in)equações

lineares (VANDERBEI, 2000). A �gura 15 sumariza estas informações do texto

a partir da �gura 14 até este ponto.
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Figura 15: Classi�ação dos problemas de otimização aera do tipo de domínio,

restrições e linearidade.

Ainda quanto à natureza das equações e inequações os problemas de otimi-

zação om restrição ou sem restrição podem ser divididos quanto a sua onvexi-

dade. O oneito de onvexidade pode ser onferido onsultando os tópios 2.1.4

na página 23 e 3.1.1 na página 67 em (BOYD; VANDENBERGHE, 2004) e são

reproduzidos na seção �3.2 - Fundamentos de Otimização Convexa�.

Note que os problemas de otimização são denominados onvexos quando a

função objetivo é onvexa e o domínio do problema é um onjunto onvexo, i.e. as

equações de restrição de�nem um onjunto onvexo. Sendo assim, onsiderando

o problema de otimização genério:

minimizar f(x)

sujeito à gi(x) ≤ bi, i = 1, . . . , m

hi(x) = 0, i = 1, . . . , k (3.5)
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o mesmo será lassi�ado omo onvexo se todas as funções f , g1, . . . , fm e

h1, . . . , hk forem onvexas (BOYD; VANDENBERGHE, 2004, 1.3, página 7).

Portanto se adiionarmos esta lassi�ação à taxonomia dos problemas de oti-

mização presente na �gura 15 om foo nos problemas ontínuos, observar-se-á a

lasses de problemas apresentadas na �gura 16:

Figura 16: Classi�ação dos problemas de otimização aera do tipo de domínio,

restrições, linearidade e onvexidade.

É importante frisar que a denominação do problema de otimização não linear

é utilizada quando no problema de otimização a função objetivo e as restrições

não forem lineares e não for possível determinar sua onvexidade. Tal distinção é

feita uma vez que não existem métodos e�ientes para soluionar o problema de

otimização não linear arbitrário, i.e. se as funções f , g1, . . . , fm e h1, . . . , hk em

(3.5) forem não lineares e for impossível determinar sua onvexidade, não existem

métodos e�ientes para soluionar o problema (BOYD; VANDENBERGHE, 2004,

página 9).

Por �m, ainda é possível separar ada nó da árvore taxon�mia da �gura 16

quanto à presença ou ausênia de variáveis disretas. Desta forma, problemas
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ontínuos om ou sem restrições, lineares, não-lineares ou onvexos, se possuirem

pelo menos uma variável ontínua, são denominados problemas de otimização

inteiro misto (LEE; LEYFFER, 2011). Adiionalmente, deve-se notar que para

ada tipo espeí�o de problema existe uma sub-área da otimização matemátia

ujo foo do estudo são problemas om araterístias espeí�as, e.g. os proble-

mas do tipo uni-objetivo ontínuos om restrições e linear foram profundamente

estudados e podem ser soluionados e�ientemente utilizando-se ferramentas de

programação linear (VANDERBEI, 2000). Da mesma forma, problemas de oti-

mização uni-objetivo ontínuos e onvexos (om ou sem restrição) foram exausti-

vamente estudados por pesquisadores da área de otimização onvexa e uma gama

de ferramentas e�ientes estão disponíveis para soluioná-los (BOYD; VANDEN-

BERGHE, 2004).

Note que esta lassi�ação é importante para ompreender as ferramentas

apresentadas nesta Tese, uma vez que as mesmas podem ser utilizadas para so-

luionar apenas tipos espeí�os de problemas de otimização, i.e. as ferramentas

podem ser apliadas ao problema se o mesmo satis�zer todas as ondições nees-

sárias ao funionamento da ténia. Desta forma, nas seções subsequentes serão

apresentadas as ferramentas matemátias e omputaionais utilizadas para solu-

ionar os problemas de otimização em sistemas de teleomuniações apresentados

no apítulo 4.

3.2 Fundamentos de Otimização Convexa

Nesta seção serão abordados os oneitos relaionados à otimização onvexa.

O objetivo desta seção é disutir os problemas de otimização onvexa e o mé-

todo de deomposição dual de Lagrange (LAGRANGE, 1811) que será utilizado

para soluionar problemas de otimização em teleomuniações no apítulo 4. Os

fundamentos de análise onvexa neessários à ompreensão do onteúdo deste
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apítulo são disutidos de forma detalhada no apêndie A.

Adiionalmente, esta seção pretende delinear o raioínio lógio e matemátio

que ulmina no método supraitado de tal forma que os teoremas, proposições

e de�nições apresentadas são autosu�ientes para a ompreensão do método de

otimização utilizado neste trabalho. Sendo assim, a primeira seção disorre sobre

onjuntos onvexos e propriedades relaionadas aos mesmos, já a segunda e ter-

eira seções tratam de funções onvexas e quase onvexas, respetivamente. Por

�m, a última seção trata do oneito de otimização onvexa e apresenta o método

de deomposição dual de Lagrange.

3.2.1 Problemas de Otimização Convexa

O objetivo desta subseção é disursar sobre os prinipais oneitos assoiados

a problemas de otimização onvexos em que uma únia função objetivo deve ser

minimizada ondiionada a restrições que limitam o onjunto de deisões fatíveis.

Desta forma, onsidere o problema de otimização genério:

minimizar f(x)

sujeito à gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , m (3.6)

hi(x) = 0, i = 1, . . . , k

O problema onsiste em enontrar x que minimize a função f enquanto sa-

tisfaz, simultaneamente, às ondições gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , m, e hi(x) = 0,

i = 1, . . . , k. A variável x é denominada variável de otimização ou variável de

deisão, a função f : Rn → R é hamada de função objetivo ou função usto,

gi, i = 1, . . . , m são as funções de restrição de desigualdade, ao passo que hi,

i = 1, . . . , k são as funções de restrição de igualdade. Quando m = k = 0 o
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problema é hamado de problema de otimização sem restrições (BOYD; VAN-

DENBERGHE, 2004).

O onjunto de pontos para os quais a função objetivo e as funções de restrição

são de�nidas é hamado de domínio do problema de otimização, D, i.e.:

D = dom f ∩
(

m⋂

i=1

dom gi

)

∩
(

k⋂

i=1

domhi

)

(3.7)

Note que minimizar uma função onvexa é equivalente a maximizar uma

função �nava, i.e. o problema de otimização em (3.6) é equivalente a:

maximizar −f(x)

sujeito à gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , m (3.8)

hi(x) = 0, i = 1, . . . , k

O valor ótimo relaionado ao problema de otimização onvexa é de�nido omo

(BOYD; VANDENBERGHE, 2004, Página 127):

f ∗ = inf {f(x) | gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , m, hi(x) = 0, i = 1, . . . , k} (3.9)

onde inf é o ín�mo do onjunto, i.e. é o maior valor real que é menor ou igual

à todos os elementos do onjunto. Considerando a de�nição de f ∗
, se f(x) ∈ f ∗

então f(x) ≤ f(y) para todo y tal que gi(y) ≤ 0, i = 1, . . . , m, hi(y) = 0, i =

1, . . . , k.

Um ponto ótimo ou solução do problema, por sua vez, é um ponto x∗
fatível

tal que f(x∗) ∈ f ∗
. Todavia, métodos numérios, em sua grande maioria, funi-

onam de forma e�az satisfazendo um ritério de erro máximo permitido. Esta
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araterístia de métodos numérios �a evidente ao introduzir-se o oneito de

ponto (solução) subótimo: seja x um ponto fatível e f(x) ≤ f(x∗) + ǫ e ǫ um

valor tão pequeno quanto se deseja, então x é uma solução subótima (BOYD;

VANDENBERGHE, 2004).

Para que o problema de otimização em (3.6) seja um problema de otimização

onvexo, três araterístias devem ser observadas (BOYD; VANDENBERGHE,

2004, Página 137):

1. a função objetivo deve ser onvexa, i.e. f deve ser onvexa;

2. as funções das restrições por desigualdade devem ser onvexas, i.e. gi om

i = 1, . . . , m devem ser funções onvexas;

3. as funções das restrições por igualdade devem ser funções a�m do tipo

hi(x) = aT
i x− bi om i = 1, . . . , k;

Note que o domínio do problema é a interseção de m+1 onjuntos onvexos

om k hiperplanos do tipo {x | aT
i x = bi}, logo, é possível rede�nir D omo

(BOYD; VANDENBERGHE, 2004):

D = dom f ∩
(

m⋂

i=1

dom gi

)

(3.10)

Uma das mais importantes araterístias de problemas de otimização on-

vexo é apresentada no teorema a seguir (BOYD; VANDENBERGHE, 2004, Seção

4.2.2 na Página 138).

Teorema 1 (Ótimo Global). Considere o problema de otimização abaixo:

minimizar f(x)

sujeito à gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , m (3.11)

aT
i x− bi = 0, i = 1, . . . , k
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Qualquer ótimo loal do problema aima é também um ótimo global.

Demonstração. Suponha que x seja um ótimo loal, i.e. x seja fatível, isto é, x

seja um ponto que satisfaz todas as restrições de igualdade e desigualdade, e que

f(x) = inf{f(z)|z fatível, ||z− x|| < R} (3.12)

para um R > 0. Agora suponha que x não seja um ótimo global, i.e. existe

um y para o qual f(y) < f(x). Desta forma, ||y − x|| > R, pois aso ontrário

f(x) < f(y). Seja o ponto z dado por

z = (1− λ)x+ λy, λ =
R

2||y− x|| (3.13)

Logo, onlui-se que ||z − x|| = R/2 < R e, da onvexidade do domínio do

problema segue que z é fatível. Da onvexidade de f segue:

f(z) ≤ (1− λ)f(x) + λf(y) < f(x) (3.14)

o que ontradiz (3.12). Portanto não existe y fatível om f(y) ≤ f(x), logo x é

um ótimo global.

Em otimização é importante de�nir de forma lara quais são as ondições

neessárias e su�ientes para que um ponto x seja a solução do problema. O

teorema abaixo onfere ondições neessárias e su�ientes para a otimalidade de

funções difereniáveis (BOYD; VANDENBERGHE, 2004, 4.3.2 na Página 139)

Teorema 2 (Critério de Otimalidade). Suponha que a função f em um problema

de otimização omo em (3.6) seja difereniável. Seja S = {z ∈ dom f | gi(z) ≤

0, i = 1, . . . , m; hi(z) = 0, i = 1, . . . , k} o onjunto de todos os pontos fatíveis.

Então para todo x ∈ dom f e y ∈ S, x é um ponto de ótimo se, e somente se

x ∈ S e

∇f(x)T (y − x) ≥ 0 (3.15)
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Demonstração. Primeiramente, suponha que x ∈ S e satisfaz (3.15). Das ondi-

ções de primeira ordem para onvexidade tem-se:

f(y) ≥ f(x) +∇f(x)T (y− x) (3.16)

Logo, se y ∈ S então f(y) ≥ f(x), e portanto x é um ponto ótimo que soluiona

o problema de otimização onvexa em (3.6). Isso onlui a prova da su�iênia

da ondição. A demonstração da neessidade da ondição pode ser feita por

ontradição. Sendo assim, suponha agora que x ∈ S é um ponto de ótimo mas a

ondição (3.15) não é verdadeira, ou seja:

∃y ∈ S | ∇f(x)T (y − x) < 0 (3.17)

Adiionalmente, onsidere λ ∈ [0, 1] e o ponto z(λ) = λy + (1 − λ)x. Uma vez

que x e y são pontos fatíveis e o onjunto S é onvexo, então z(λ) que é um

ponto do segmento de reta entre x e y também é fatível. Note que:

∂

∂λ
f(z(λ))

∣
∣
∣
∣
λ=0

= ∇f(x)T (y − x) (3.18)

de tal forma que para um λ pequeno f(z(λ)) < f(x). Isso demonstra que x não

é ótimo se ∇f(x)T (y − x) < 0.

A ondição de otimalidade pode ser interpretada da seguinte forma: se

∇f(x) = 0, x é um ótimo loal de f e, de aordo om o teorema 1, é tam-

bém um ótimo global. Por outro lado, se ∇f(x) 6= 0 então −∇f(x) de�ne um

hiperplano de suporte do onjunto S (BOYD; VANDENBERGHE, 2004).

Note que enontrar a solução para o problema de otimização onvexo em (3.6)

é uma tarefa árdua, uma vez que é neessário delimitar o onjunto de pontos

fatíveis do problema, i.e. o onjunto de pontos que satisfazem as restrições de

igualdade e desigualdade. Uma forma de resolver o problema de tal forma a

manter-se o domínio D do problema é através da dualidade de Lagrange, assim
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denominado em homenagem a Joseph-Louis Lagrange, matemátio e astr�nomo

Italiano (LAGRANGE, 1811).

Para ompreender a dualidade de Lagrange, primeiramente apresenta-se o

oneito de Lagrangiano (BOYD; VANDENBERGHE, 2004, Página 214):

De�nição 13 (Lagrangiano). Considere o problema de otimização em (3.6). O

Lagrangiano L : Rn × Rm × Rk → R,assoiado om tal problema de otimização

é de�nido omo:

L(x,λ,ν) = f(x) +

m∑

i=1

λigi(x) +

k∑

i=1

νihi(x) (3.19)

Dá-se o nome de multipliador de Lagrange relaionado a i-ésima restrição

de desigualdade para ada variável λi e, da mesma forma, de multipliador de

Lagrange relaionado a i-ésima restrição de igualdade para ada variável νi. Adi-

ionalmente, os vetores λ e ν são denominados variáveis duais do problema (3.6).

Outro oneito importante para a ompreensão da dualidade de Lagrange é

o de função dual de Lagrange (BOYD; VANDENBERGHE, 2004).

De�nição 14 (Função Dual de Lagrange). A função dual de Lagrange ℓ : Rm×

Rk → R é de�nida omo o menor valor assumido pelo Lagrangiano para um dado

x �xo. Para λ ∈ Rm
e ν ∈ Rk

:

ℓ(λ,ν) = inf
x∈D
L(x,λ,ν) = inf

x∈D

(

f(x) +

m∑

i=1

λigi(x) +

k∑

i=1

νihi(x)

)

(3.20)

Note que se para um determinado x, o Lagrangiano não é limitado inferiormente,

a função dual assume então o valor −∞.

Note que a função dual é um limite inferior do valor ótimo f(x∗) do pro-

blema de otimização onvexo em (3.6), isto é, ∀λ ≥ 0 1

e qualquer ν (BOYD;

1

O operador x ≥ 0 india a operaçao de maior ou igual elemento a elemento.
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VANDENBERGHE, 2004, 5.1.3 na Página 216):

ℓ(λ,ν) ≤ f(x∗) (3.21)

Esta propriedade é failmente observada: seja y um ponto fatível do domínio

do problema. Então gi(y) ≤ 0, i = 1, . . . , m e hi(y) = 0, i = 1, . . . , k. Se λ ≥ 0

então:

m∑

i=1

λigi(y) +
k∑

i=1

νihi(y) ≤ 0 (3.22)

Uma vez que o primeiro termo da soma é não positivo e o segundo termo é

nulo, onlui-se que:

L(y,λ,ν) = f(y) +

m∑

i=1

λigi(y) +

k∑

i=1

νihi(y) ≤ f(y) (3.23)

Logo:

ℓ(λ,ν) = inf
x∈D
L(x,λ,ν) ≤ L(y,λ,ν) ≤ f(y) (3.24)

Ou seja, ℓ(λ,ν) ≤ f(y) para todo ponto fatível y. Note que mesmo quando

ℓ(λ,ν) = −∞ a desigualdade é verdadeira e o limite inferior torna-se trivial.

Logo, de�ne-se que um limite inferior é não trivial quando (λ,ν) ∈ dom ℓ =

{(λ,ν) | ℓ(λ,ν) > −∞,λ ≥ 0} (BOYD; VANDENBERGHE, 2004, 5.1.2 na Pá-

gina 216).

Uma vez que a função dual de Lagrange é um limite inferior para o valor

ótimo f(x∗) este limite é dependente dos valores de λ e ν. Desta forma, dado o

objetivo de enontrar o ponto de ótimo do problema de otimização onvexa em

(3.6), é desejável que o melhor limite inferior (ou limite inferior ótimo) seja aquele
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que mais se aproxima de f(x∗), e, se possível, seja equivalente ao ponto de ótimo

f(x∗).

Sendo assim, é possível de�nir o seguinte problema dual de otimização, asso-

iado à função dual de Lagrange em (3.20):

maximizar ℓ(λ,ν)

sujeito à λi ≥ 0, i = 1, . . . , m (3.25)

O problema de otimização aima é denominado problema dual de Lagrange

do problema de otimização original em (3.6). Por onseguinte, este último é

denominado problema primal (BOYD; VANDENBERGHE, 2004).

A mesma notação usada para araterizar a variável ótima do problema pri-

mal, i.e. x∗
, é utilizada no problema dual. Em outras palavras, (λ∗,ν∗) é denomi-

nado ótimo dual ou multipliadores de Lagrange ótimos, uma vez que maximizam

o problema em (3.25) e (λ∗,ν∗) ∈ dom ℓ.

Conforme desrito anteriormente, o problema dual é um limite inferior da

solução para o problema primal (de�nido pelo operador ín�mo, inf{·}). Dessa

forma, denomina-se gap de dualidade, G, a diferença entre o valor ótimo do

problema primal e o melhor/maior limite inferior que pode ser enontrado através

da função dual, i.e. G = f(x∗) − ℓ(λ∗,ν∗). De aordo om o gap de dualidade

é possível observar duas araterístias intrínseas ao problema de otimização: a

dualidade fraa e a dualidade forte (BOYD; VANDENBERGHE, 2004, 5.2.2 e

5.2.3 nas Páginas 225-226) e (BORWEIN; LEWIS, 2006, 4.3 nas Páginas 88-91).

De�nição 15 (Dualidade Fraa). Seja f(x∗) o ponto de ótimo para um deter-

minado problema de otimização. O valor ótimo do problema dual de Lagrange

ℓ(λ∗,ν∗) é o melhor limite inferior do problema primal que pode ser obtido pela
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função dual de Lagrange. Portanto a seguinte desigualdade é verdadeira:

ℓ(λ∗,ν∗) ≤ f(x∗) (3.26)

A esta propriedade dá-se o nome de dualidade fraa. A desigualdade aima é

válida também quando ℓ(λ∗,ν∗) e f(x∗) são in�nitos. No aso da solução do

problema primal ser in�nita, i.e. f(x∗) = −∞ então ℓ(λ∗,ν∗) = −∞ e, portanto,

o problema dual não é fatível. Da mesma forma, se ℓ(λ∗,ν∗) = ∞, então

f(x∗) =∞, assim o problema primal não é fatível.

Observação 2. A dualidade fraa, i.e. ℓ(λ∗,ν∗) ≤ f(x∗) é satisfeita mesmo

quando o problema não é onvexo.

De�nição 16 (Dualidade Forte). A dualidade forte é uma propriedade de pro-

blemas onde o melhor limite inferior obtido através da função dual de Lagrange

é igual ao valor do ponto de ótimo do problema primal, i.e.:

ℓ(λ∗,ν∗) = f(x∗) (3.27)

Em outras palavras, a dualidade forte existe quando o gap de dualidade ótimo é

nulo.

As �guras 17 e 18 são apresentadas a �m de ilustrar as diferenças entre

dualidade fraa e dualidade forte.
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Figura 17: Exemplo de dualidade fraa. A reta representa os possíveis valores da

função objetivo (tanto primal f quanto dual ℓ). O gap entre os pontos ilustra a

de�nição de dualidade fraa.

Figura 18: Exemplo de dualidade forte. A reta representa os possíveis valores da

função objetivo (tanto primal f quanto dual ℓ). O gap entre os pontos ótimos do

problema primal e dual é nulo, o que ilustra a de�nição de dualidade forte.

É evidente que existem problemas que não possuem a propriedade da duali-

dade forte. Todavia, é neessário e fundamental estabeleer as ondições para que

o gap de dualidade seja nulo. Para isso, são apresentados a seguir os oneitos de

interior relativo de um onjunto (ROCKAFELLAR, 1970, Teorema 6.4 na Página

47) e a ondição de Slater (SLATER, 1950; BOYD; VANDENBERGHE, 2004).
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De�nição 17 (Interior Relativo). Seja C ∈ Rn
um onjunto onvexo não-vazio.

O interior relativo de C é de�nido omo:

relintC = {x ∈ C | ∀y ∈ C ∃λ > 1 | λx+ (1− λ)y ∈ C} (3.28)

De�nição 18 (Condição de Slater). Seja D ⊂ Rn
, hi : D → R, i = 1, . . . , k

funções a�m e gi : D → R, i = 1, . . . , m. As funções gi satisfazem a ondição de

Slater em D se existir x ∈ relintD tal que:

gi(x) < 0, i = 1, . . . , m e hi(x) = 0, i = 1, . . . , k (3.29)

De forma semelhante, o problema de otimização em (3.6), reproduzido abaixo,

satisfaz a ondição de Slater se D é o domínio do problema de otimização e as

funções gi om i = 1, . . . , m satisfazem a ondição de Slater.

minimizar f(x)

sujeito à gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , m

hi(x) = 0, i = 1, . . . , k

As ondições neessárias para que o gap de dualidade seja nulo são desritas

no teorema 3 a seguir. O teorema e a prova foram retirados das seções 5.2.3

e 5.3.2 em (BOYD; VANDENBERGHE, 2004). Todavia, outras formas de se

hegar à mesma onlusão podem ser estudadas e veri�adas no apêndie D em

(Ben-Tal; NEMIROVSKI, 2013), páginas 88 a 91 em (BORWEIN; LEWIS, 2006),

páginas 22 a 27 em (ROCKAFELLAR, 1993) e no artigo (EUSTAQUIO; KARAS;

RIBEIRO, 2008).

Teorema 3 (Condição de Quali�ação das Restrições). Considere o problema de
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otimização onvexo:

minimizar f(x)

sujeito à gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , m (3.30)

Ax = b

onde f e gi, i = 1, . . . , m são funções Rn → R, e Ax = b é o equivalente das

funções hi, i = 1, . . . , k em (3.6). Assuma que a ondição de Slater é satisfeita,

i.e. ∃y ∈ relintD | gi(y) < 0, i = 1, . . . , m e Ay = b. Então o gap de dualidade

entre o problema aima e seu dual é nulo.

Demonstração. Para simpli�ar a prova assuma que postoA = k e que o domínio

do problema D tem um interior

2

não-vazio, i.e. relintD = intD. Deve-se

assumir que f(x∗) é �nito. Sendo assim, seja A um onjunto de�nido omo:

A = {(u,v, t) | ∃x ∈ D; gi(x) ≤ ui, i = 1, . . . , m; Ax− b = v; f(x) ≤ t} (3.31)

A onvexidade do problema implia na onvexidade de A. De�ne-se um segundo

onjunto onvexo B omo:

B = {(0, 0, s) ∈ R
m × R

k × R | s < f(x∗)} (3.32)

A interseção de A e B é o onjunto vazio: suponha que (u,v, t) ∈ A ∩ B.

Como (u,v, t) ∈ B neessariamente u = 0, v = 0 e t < f(x∗). Uma vez

que (u,v, t) ∈ A, então existe x om gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , m; Ax − b = 0,

e f(x) ≤ t < f(x∗) o que é impossível uma vez que f(x∗) é o valor ótimo do

problema primal. Sendo assim, existe um hiperplano separador entre os dois

onjuntos, i.e. existe (λ̃, ν̃, µ) 6= 0 e um α tal que:

(u,v, t) ∈ A =⇒ λ̃
T
u+ ν̃Tv + µt ≥ α (3.33)

2

O interior de um onjunto são todos os pontos que não pertenem a fronteira do onjunto.
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e

(u,v, t) ∈ B =⇒ λ̃
T
u+ ν̃Tv + µt ≤ α (3.34)

É possível onluir de (3.33) que λ̃ ≥ 0 e µ ≥ 0, pois aso ontrário λ̃
T
u + µt

não possuiria limite inferior em A o que ontradiz a impliação em (3.33). Já

a ondição em (3.34) signi�a que µt ≤ α para todo t ≤ f(x∗) e, portanto,

µf(x∗) ≤ α. Sendo assim para qualquer x ∈ D onluí-se:

m∑

i=1

λ̃igi(x) + ν̃T (Ax− b) + µf(x) ≥ α ≥ µf(x∗) (3.35)

Agora assuma que µ > 0. Neste aso, pode-se dividir a expressão aima por µ e

obtêm-se:

L(x, λ̃/µ, ν̃/µ) ≥ f(x∗) (3.36)

para todo x ∈ D. Considere λ = λ̃/µ e ν = ν̃/µ. Logo:

ℓ(λ,ν) = inf
x∈D
L(x,λ,ν) ≥ f(x∗) (3.37)

Da dualidade fraa sabemos que ℓ(λ,ν) ≤ f(x∗). Então, de fato ℓ(λ,ν) = f(x∗) e

a dualidade forte é satisfeita e que o ótimo dual é obtido quando µ > 0. Considere

agora o aso µ = 0. Da desigualdade em (3.35), para todo x ∈ D segue:

m∑

i=1

λ̃igi(x) + ν̃T (Ax− b) ≥ 0 (3.38)

Como a ondição de Slater é satisfeita, i.e. para um determinado ponto x̃ que

satisfaz tal ondição é verdade que ν̃T (Ax̃−b) = 0, então da desigualdade aima

pode-se onluir que:

m∑

i=1

λ̃igi(x̃) ≥ 0 (3.39)

Todavia, também da ondição de Slater tem-se que gi(x̃) < 0. Como λ̃ ≥ 0

onlui-se que λ̃ = 0. Como (λ̃, ν̃, µ) 6= 0 e λ̃ = 0, µ = 0; então ν̃ 6= 0. Logo,

a desigualdade (3.38) implia que para todo x ∈ D, ν̃T (Ax − b) ≥ 0. Como x̃

satisfaz ν̃T (Ax̃−b) = 0 e x̃ ∈ intD, existem pontos em D om ν̃T (Ax−b) < 0



148

a menos que AT ν̃ = 0, o que ontradiz a suposição de que postoA = k.

Quando o ritério de dualidade forte é satisfeito a solução do problema dual

e do primal são equivalentes, i.e.

argmin
λ,ν

sup
x

L(x,λ,ν) ≡ argmax
x

f(x) (3.40)

Uma vez estabeleidos os ritérios para a dualidade forte faz-se neessário es-

tabeleer as ondições neessárias para a otimalidade de uma solução do problema

de otimização em (3.6). As ondições de Karush-Kuhn-Tuker (KKT) são ondi-

ções neessárias de primeira ordem para que um determinado ponto do domínio

do problema seja ótimo. Estas ondições reeberam o nome dos matemátios que

as propuseram, i.e. Willian Karush em sua dissertação de mestrado (KARUSH,

1939) e o trabalho de Harold Willian Kuhn e Albert Willian Tuker (KUHN;

TUCKER, 1951). O teorema 4 e sua prova foram retirados de (NOCEDAL;

WRIGHT, 2006, Teorema 12.1 na Página 321) e (KROGSTAD, 2010).

Teorema 4 (Condições Neessárias de Primeira Ordem - Condições de KKT).

Considere o problema de otimização onvexo:

minimizar f(x)

sujeito à gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , m (3.41)

hi(x) = 0, i = 1, . . . , k

Seja Ω ∈ D um onjunto tal que Ω = {x | hi(x) = 0, i = 1, . . . , k; gi(x) ≤

0, i = 1, . . . , m}. Adiionalmente, seja x∗ ∈ Ω um ponto que satisfaz as seguintes
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ondições:

∇xL(x∗,λ∗,ν∗) = 0, (3.42)

gi(x
∗) ≤ 0, i = 1, . . . , m (3.43)

hi(x
∗) = 0, i = 1, . . . , k (3.44)

λ∗i ≥ 0, i = 1, . . . , m (3.45)

λ∗i gi(x
∗) = 0 i = 1, . . . , m (3.46)

então x∗
é um ótimo global.

Demonstração. Note que Ω é um onjunto onvexo. O Lagrangiano em x ∈ Ω

om λ = λ∗
e ν = ν∗

é:

L(x,λ∗,ν∗) = f(x) +

m∑

i=1

λ∗i gi(x) +

k∑

i=1

ν∗i hi(x) (3.47)

omo λ∗i ≥ 0, i = 1, . . . , m, o Lagrangiano é onvexo. Como ∇xL(x∗,λ∗,ν∗) = 0

em x = x∗
, então x∗

minimiza L(x∗,λ∗,ν∗) em x. Dessa forma, da orrespon-

dênia entre Lagrangiano e a função dual de Lagrange segue:

ℓ(λ∗,ν∗) = L(x∗,λ∗,ν∗)

= f(x∗) +
m∑

i=1

λ∗i gi(x
∗) +

k∑

i=1

ν∗i hi(x
∗) (3.48)

Das ondições (3.44) e (3.46) onlui-se:

ℓ(λ∗,ν∗) = f(x∗) (3.49)

De fato, quando o problema de otimização é onvexo om funções de res-

trição e função objetivo difereniáveis, e a ondição de Slater é satisfeita, então

as ondições de KKT são neessárias e su�ientes para a otimalidade. Em ou-

tras palavras, x é um ponto de ótimo se, e somente se, existe (λ,ν) que junto
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a x satisfazem simultaneamente as ondições de KKT, equações (3.42) a (3.46)

(BOYD; VANDENBERGHE, 2004, Página 244).

Uma vez que as ondições de primeira ordem para otimalidade são neessárias

e su�ientes para os asos abordados nesta Tese, as ondições de segunda ordem

serão omitidas. Para uma leitura aprofundada das ondições de segunda ordem

para otimalidade, bem omo a prova dos teoremas sugere-se onsultar: teoremas

12.5 e 12.6 nas páginas 332-333 de (NOCEDAL; WRIGHT, 2006), página 174 em

(BORWEIN; LEWIS, 2006) e páginas 12-16 em (KROGSTAD, 2010).

Isso onlui o onteúdo desta seção. Com os oneitos expostos aqui é possível

ompreender a apliação de ferramentas de otimização onvexa em problemas

relaionados a sistemas de teleomuniações sendo que alguns destes problemas

são disutidos no apítulo 4.

3.3 Fundamentos de Programação Fraional Não

Linear

A programação fraional é uma área da otimização que trata de problemas

em que a função usto é a razão de duas funções distintas. É possível ainda

lassi�ar o problema quanto à natureza das funções que ompõe a fração: linear

quando ambas as funções são lineares e não linear quando pelo menos uma das

funções é não linear.

Sob um ponto de vista prátio, é muito omum na área de otimização deparar-

se om problemas que onsistem na maximização de razões. Historiamente, um

dos primeiros registros de problemas fraionais está no artigo de 1937 de John

von Neumann (VON NEUMANN, 1937). Em seu trabalho Neumann propõe

um modelo eon�mio de equilíbrio no qual a taxa de resimento, de�nida pela

fração de funções lineares, deve ser maximizada.
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São quase oitenta anos de ontribuições e pesquisa nesta área da otimização, o

que implia em uma extensiva bibliogra�a de métodos e algoritmos propostos para

soluionar programas fraionais (SCHAIBLE, 1982). Todas estas abordagens

podem ser lassi�adas em quatro grupos prinipais (BHATT, 1989):

1. Métodos simplex ajustados a funções objetivo não lineares;

2. Abordagens paramétrias;

3. Transformações paramétrias em um programa linear equivalente;

4. Linearização

O artigo lássio de (CHARNES; COOPER, 1962) propõe uma transformação

paramétria para o programa fraional linear e é onsiderado um dos pioneiros

na área de programação fraional (SCHAIBLE, 1983). Neste trabalho de Tese,

todavia, os problemas enontrados são de natureza não linear o que inviabiliza

a apliação de métodos omo o de Charnes e Cooper. Desta forma, um método

omum empregado na solução de programas fraionais não lineares foi proposto

em 1967 por Werner Dinkelbah (DINKELBACH, 1967) inspirado no trabalho

de (JAGANNATHAN, 1966).

Antes de proeder à expliação do método de Dinkelbah, onsidere o seguinte

problema fraional não linear:

maximizar q(x) =
f(x)

g(x)
(3.50)

sujeito à hi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , m

onde q, f, g, hi : Rn → R, i = 1, . . . , m. O domínio do problema é o onjunto

D de�nido omo D = {x ∈ Rn | hi(x) ≤ 0, g(x) > 0}. Um aso espeial de
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problemas fraionais não lineares oorre quando f é uma função �nava e g

é uma função onvexa: se estas ondiçoes são satisfeitas então o problema é

denominado programa fraional �navo.

O método de Dinkelbah para a solução do problema (3.50) onsiste na solu-

ção iterativa de problemas paramétrios omo:

maximizar f(x)− q g(x) (3.51)

sujeito à hi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , m

onde q é tratado omo parâmetro. As demais funções seguem a de�nição dada

no problema (3.50). Desta forma, soluionando o problema paramétrio (3.51) e

atualizando o valor do parâmetro q, o método de Dinkelbah funiona de forma

análoga ao método de Newton para enontrar a raiz da equação F (q) = 0 onde

a função F : R → R é de�nida omo (CROUZEIX; FERLAND; SCHAIBLE,

1985):

F (q) = max
x∈D
{f(x)− q g(x)} (3.52)

Enontrar a raiz desta equação é espeialmente útil quando o usto omputa-

ional para resolver o problema paramétrio é muito menor que para enontrar a

solução do problema fraional não linear. Todavia, faz-se neessário demonstrar

que a solução do problema fraional e do problema paramétrio são equivalentes.

O teorema que estabelee esta relação foi proposto por (JAGANNATHAN, 1966),

porém a demonstração onvenientemente apresentada a seguir é uma reprodução

do teorema 4.1 do trabalho de (CROUZEIX; FERLAND; SCHAIBLE, 1985).

O pseudoódigo do método de Dinkelbah que operaionaliza (3.52) é apre-

sentado no Algoritmo 3.1 a seguir.

Para demonstrar que a solução dos problemas são equivalentes e que o mé-
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Algoritmo 3.1 Método de Dinkelbah (MD)

Entrada:

Dado o problema de otimização (3.50) e uma preisão ǫ
Enontre q1 arbitrário que satisfaça F (q1) ≥ 0

Saída:

Solução do problema (3.50): x∗

Iníio:

1: t← 1
2: Repita

3: Resolva o problema (3.51) om q = qt para obter x
∗
t

4: qt+1 =
f(x∗

t )

g(x∗
t )

5: t← t + 1
6: Até que |F (qt)| ≤ ǫ

todo de Dinkelbah onverge para a solução ótima de (3.50) são introduzidas

as seguintes proposições e um orolário retirados de (CROUZEIX; FERLAND;

SCHAIBLE, 1985):

Proposição 1. Os seguintes enuniados são verdadeiros:

a) F é não resente e semiontínua superior;

b) F (q) > 0 se, e somente se q < q∗; logo, F (q∗) ≤ 0;

) Se o problema (3.50) tem uma solução, então F (q∗) = 0;

d) Se F (q∗) = 0 então o problema fraional linear e o problema paramétrio

tem o mesmo onjunto de soluções ótimas, que pode ser um onjunto vazio;

Demonstração. a) A monotoniidade de F é onsequênia de g ser uma função

positiva, i.e. g(x) > 0, ∀x ∈ D. Adiionalmente, F é ontínua onjunta-

mente em (x, q) e portanto é semiontínua superior em q.

b) Primeiramente, suponha que F (q) > 0. Então existe x̃ ∈ D tal que f(x̃)−

q g(x̃) > 0. Portanto:

q < f(x̃)/g(x̃) ≤ q∗ ⇒ q < q∗ (3.53)
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De forma semelhante, onsidere agora que q < q∗. Então existe um x̂ ∈ D

tal que f(x̂)/g(x̂) > q. Logo:

f(x̂)− q g(x̂) > 0⇒ F (q) > 0 (3.54)

) Seja x∗
a solução ótima de (3.50). Logo, x∗ ∈ D e q∗ = f(x∗)/g(x∗). Isto

implia que f(x∗) − q∗ g(x∗) = 0 e omo, de aordo om (b), F (q) > 0 e

q < q∗, segue que F (q∗) = 0.

d) Em () mostrou-se que uma solução ótima para o problema fraional linear

(3.50) é uma solução ótima para o problema paramétrio (3.51). Agora,

assuma que F (q∗) = 0 e que x∗
é uma solução ótima para o problema

paramétrio (3.51), então, de:

f(x∗)− q∗ g(x∗) = 0, segue que
f(x∗)

g(x∗)
= q∗ (3.55)

o que implia que x∗
é a solução ótima do problema fraional não linear

(3.50).

A proposição abaixo desreve a relação entre o par,F (q) e o orrespondente

x que maximiza f(x) − q g(x), om valores arbitrários do argumento de F para

o qual não se onhee x que maximiza f(x)− q g(x). Esta proposição é utilizada

para provar a proposição 4.

Proposição 2. Seja q tal que F (q) é �nita eM(q) é não vazio, ondeM(q) é o

onjunto de possíveis soluções para o problema paramétrio (3.52) om parâmetro

q. Considere x ∈M(q). Então:

F (µ) = F (q) + (q − µ)g(x), ∀µ ∈ R (3.56)
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Demonstração. Uma vez que x ∈M(q) segue que,

F (q) = f(x)− q g(x) (3.57)

e portanto,

F (q) = −(q − µ) g(x) + f(x)− µ g(x)

F (q) + (q − µ) g(x) = f(x)− µ g(x)

F (q) + (q − µ) g(x) = F (µ) (3.58)

Proposição 3. Suponha que exista um b > 0 tal que g(x) > b para todo x ∈ D.

Então, para µ > q a seguinte desigualdade é verdadeira:

F (µ) + (µ− q)b ≤ F (q) (3.59)

Logo, F (q) é deresente no intervalo em que é �nita.

Demonstração. Para todo x ∈ D:

f(x)− q g(x) = f(x)− µ g(x) + (µ− q)g(x)

≥ f(x)− µ g(x+ (µ− q)b, (3.60)

o que implia que:

f(x)− q g(x) ≥ f(x)− µ g(x) + (µ− 1)b, ∀x ∈ D (3.61)

Portanto:

inf
x∈D

f(x)− q g(x) ≥ inf
x∈D

f(x)− µ g(x) + (µ− 1)b, ∀x ∈ D (3.62)

Proposição 4. Seja t uma iteração do método de Dinkelbah desrito no algo-

ritmo 3.1, x∗
t uma solução para o problema paramétrio na iteração t e M(q) o
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onjunto de soluções possíveis para o problema paramétrio om parâmetro q tal

que x∗
t ∈M(qt). Então:

a) qt − qt+1 = −F (qt)/g(x∗
t );

b) qt ≤ q∗ para todo t. Se qt < q∗ então qt < qt+1 ≤ q∗;

Demonstração.

a) Seja x∗
t uma possível solução do problema paramétrio (3.51) na iteração t.

Então:

F (qt) = f(x∗
t )− qt g(x∗

t )

F (qt)

g(x∗
t )

=
f(x∗

t )− qt g(x∗
t )

g(x∗
t )

F (qt)

g(x∗
t )

=
f(x∗

t )

g(x∗
t )
− qt

F (qt)

g(x∗
t )

= qt+1 − qt (3.63)

b) Como visto anteriormente, se qt < q∗ então F (qt) > 0 (proposição 1 - b).

Logo, na igualdade em a), F (qt)/g(x
∗
t ) é positivo uma vez que g(x) > 0 para

todo x ∈ D. Isto implia que qt+1 > qt e por onsequênia qt < qt+1 ≤ q∗.

Proposição 5. Se o problema fraional não linear (3.50) tem uma solução ótima

x∗
eM(qt) 6= ∅, om t = 1, 2, . . ., então:

(qt+1 − q∗) ≤ (qt − q∗)
(

1− g(x∗)

g(x∗
t )

)

, t = 1, 2, . . . (3.64)

Demonstração. Da proposição 4 segue que:

F (qt)/g(x
∗
t ) = qt+1 − qt (3.65)
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Portanto,

qt+1 = qt + F (qt)/g(x
∗
t ) (3.66)

qt+1 − q∗ = qt − q∗ + F (qt)/g(x
∗
t ) (3.67)

A existênia de uma soluçao x∗
para o problema fraional não linear (3.50) implia

que F (q∗) = 0 e x∗ ∈ M(q∗) 6= ∅ de aordo om a proposição 1 (b) e (). Desta

forma é possível apliar o oneito da proposição 2 que implia que:

F (qt) = F (q∗) + (q∗ − qt)g(x∗) (3.68)

Combinando a equação (3.67) om (3.68) obtêm-se:

qt+1 − q∗ = (qt − q∗)
(

1− g(x∗)

g(x∗
t )

)

(3.69)

Corolário 1. Se o problema fraional não linear (3.50) tem uma solução ótima

x∗
, se M(qt) 6= ∅, t = 1, 2, . . ., e se sup

t
{g(x∗

t ), t = 1, 2, . . .} < ∞, onde sup é

o supremo

3

do onjunto, ou seja, o maior valor real assumido pela função g ao

longo das iterações t; então qt onverge linearmente para q
∗
.

Teorema 5 (Convergênia do Método de Dinkelbah). Assuma que o domínio do

problema fraional não linear em (3.50), D, é ompato, i.e. fehado4 e limitado5.

Então os seguintes enuniados são verdadeiros:

a) Os problemas (3.50) e (3.51) sempre têm uma solução ótima, q∗ é �nito e

F (q∗) = 0. Portanto F (q) = 0 implia que q = q∗.

b) A função F é �nita, ontínua e deresente em R.

3

De forma genéria o supremo de um subonjunto dos números reais é o menor valor real

maior ou igual à todos os elementos do subonjunto.

4

Conjuntos fehados ontém todos os seus pontos limites.

5

Todos os seus pontos estão a uma distânia �xa uns dos outros.
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) A sequênia {qt}, se não for �nita, onverge linearmente para q∗ e ada

subsequênia de {x∗
t} onverge para a solução ótima de (3.50).

Demonstração.

a) A ompaidade de D, a ontinuidade de f e g e as a�rmações da proposição 1

impliam que tanto o programa linear não fraional quando sua versão paramé-

tria possuem soluções ótimas, que F (q∗) = 0 e portanto q∗ é �nito.

b) A ontinuidade de F segue nos mesmos moldes da semiontinuidade superior

na proposição 1 (a), agora onsiderando a ompaidade de D. A monotoniidade

estrita, i.e. o fato de ser deresente, segue diretamente da proposição 3.

) Seja {x∗
t′} uma subsequênia onvergente de {x∗

t} que onverge para x̂ ∈ D.

Como x∗
t′ ∈ D, D é ompato e de aordo om o orolário 1 tem-se que:

F (qt′) = f(x∗
t′)− qt′ g(x∗

t′) (3.70)

logo, da ontinuidade de F ,

F (q∗) = f(x̂)− q∗ g(x̂) (3.71)

Como F (q∗) = 0, onlui-se que x̂ é uma solução ótima do problema linear

fraional em (3.50).

Para �ns didátios e om o objetivo de ompreender o modo de funionamento

do método de Dinkelbah apresenta-se na �gura 19 uma interpretaçao geométria

da função F a partir de duas iterações do algoritmo, t e (t+ 1)-ésima iteração.

3.4 Fundamentos de Teoria de Jogos

Nesta seção serão abordados os prinipais oneitos no ramo da matemátia

apliada onheido omo teoria de jogos. Na primeira subseção será apresentado
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Figura 19: Interpretaçao geométria da função F para o método de Dinkelbah.

a de�nição de teoria de jogos bem omo um histório do desenvolvimento da

área. Na segunda subseção serão apresentados os oneitos e termos utilizados

em teoria de jogos, bem omo uma lassi�ação dos jogos de aordo om uma série

de propriedades. Finalmente, as de�nições matemátias e os prinipais teoremas

relaionados a teoria de jogos são apresentados na última subseção.

3.4.1 De�nição e Breve Histório

De aordo om (MYERSON, 1997) a teoria de jogos é �o estudo de modelos

matemátios de on�ito e ooperação entre indivíduos inteligentes e raionais que

partiipam de uma tomada de deisão�. Em outras palavras, a teoria de jogos é o

estudo do proesso ognitivo de tomada de deisão de forma estratégia sob uma

perspetiva formal matemátia. Desta forma, a teoria de jogos provê ténias

matemátias para a análise de situações onde dois ou mais indivíduos tomam

deisões que afetam diretamente um ao outro.

A primeira disussão relaionada à área de teoria de jogos foi publiada na
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obra de Pierre Rémond de Montmort, Essay D'Analyse sur les jeux de hazard

6

,

no qual o autor meniona M. de Waldegrave, um homem om o qual troava

artas sobre problemas de probabilidade (MONTMORT, 1713, Página 318). Em

13 de novembro de 1713, em uma arta dirigida a Niolas Bernoulli, Waldegrave

propõe uma solução que é um equilíbrio de estratégias mistas para uma versão

do jogo de artas �Le Her� om dois jogadores. Foi a primeira vez em que se

tem registro do uso do oneito de estratégias mistas para prover uma solução

(BELLHOUSE, 2007).

Embora os primeiros registros do que hoje é onheido omo teoria de jogos

datem do séulo XVIII, é de omum aordo, segundo (SCHWALBE; WALKER,

2001), que a teoria de jogos moderna iniiou-se om os trabalhos de (ZERMELO,

1913), (BOREL, 1921), (VON NEUMANN, 1928) e o primeiro livro sobre teoria

de jogos seja (VON NEUMANN; MORGENSTERN, 1944). Muitos esritores

areditam que em 1913 Zermelo mostrou que o jogo de xadrêz é estritamente

determinado, ou seja, em ada estágio do jogo ao menos um dos jogadores tem

uma estratégia à disposição que o levará à vitória ou onduzirá o jogo ao empate.

O trabalho de (BOREL, 1921) por sua vez, foi responsável por reesrever a solução

dos problema de minimax (problemas onde deseja-se minimizar a perda máxima).

Em 1928 John von Neumann demonstrou em seu trabalho (VON NEUMANN,

1928) que todo jogo �nito de soma zero om duas pessoas possuía uma solução em

estratégias mistas. Finalmente, em 1944, junto om o eonomista Osar Morgens-

tern, von Neumann publiou o livro lássio de teoria de jogos intitulado �The

Theory of Games and Eonomi Behaviour � (VON NEUMANN; MORGENS-

TERN, 1944).

Outro importante matemátio que ontribuiu substanialmente para o de-

senvolvimento da teoria de jogos foi o ameriano ganhador do Prêmio do Bano

6

Ensaio Sobre Análise de Jogos de Azar



161

Central da Suéia de Eonomia em Memória de Alfred Nobel

7

em 1994 John

Forbes Nash. Nash publiou em 1950 o artigo �Equilibrium points in n-person

games� no qual prova a existênia de um equilíbrio de estratégias mistas para jo-

gos não ooperativos denominado equilíbrio de Nash (NASH, 1950b). Além deste

trabalho, Nash ainda publiou outros três artigos: (NASH, 1950a) onde desreve

a teoria da barganha e prova a existênia de uma solução para o problema da

barganha de Nash, (NASH, 1951) onde desreve a idéia de jogos não ooperativos

e (NASH, 1953) onde apresenta o oneito geral de jogos ooperativos om duas

pessoas além de desenvolver de�nições de soluções para tais jogos.

3.4.2 Coneitos e Classi�ação

Alguns oneitos são fundamentais para a ompreensão dos modelos mate-

mátios em teoria de jogos. Nesta seção apresentar-se-ão os termos utilizados no

ramo de teoria de jogos e seus signi�ados bem omo a de�nição matemátia dos

mesmos.

Desta forma, na linguagem de teoria de jogos, um jogo refere-se a qualquer

situação soial envolvendo dois ou mais indivíduos. Estes indivíduos envolvidos

no jogo são denominados jogadores e podem ser onsiderados raionais e/ou in-

teligentes, adjetivos que são utilizados em teoria de jogos de forma ténia, de tal

forma que um jogador é dito raional se pode tomar deisões de forma onsistente

em busa de seus objetivos. O mesmo jogador é inteligente se ele detem onhe-

imento aera de toda a situação sob a qual se desenrrola o jogo. Esta última

araterístia, de forma geral, signi�a que se um indivíduo desenvolve uma teo-

ria que desreve o omportamento dos jogadores inteligentes em um determinado

jogo e aredita-se que esta teoria está orreta, então ada jogador ompreende esta

teoria e as predições e inferênias que podem ser feitas a partir dela (MYERSON,

7

Por vezes onfundido om Prêmio Nobel de Eonomia
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1997).

Assume-se em teoria de jogos que o objetivo de ada jogador é maximizar

seus ganhos, os quais são mensurados através de uma esala de utilidade. No tra-

balho de (VON NEUMANN; MORGENSTERN, 1944) foi demonstrado que para

qualquer agente inteligente responsável por tomadas de deisão (jogadores inte-

ligentes) existe uma maneira de atribuir quantidades/valores de utilidade a ada

um dos possíveis resultados da tomada de deisão, de tal forma que ada jogador

toma a deisão que maximiza o valor esperado de sua utilidade. Este resultado é

denominado teorema da maximização da utilidade esperada (MYERSON, 1997).

3.4.3 Classi�ação e Tipos de Jogos

Em teoria de jogos, determinadas araterístias dos jogos podem ser utili-

zadas para lassi�á-los. Nesta subseção serão listadas diferentes propriedades a

partir das quais os jogos podem ser distintamente lassi�ados. As propriedades

são (PAVEL, 2012):

1. Natureza da Utilidade: jogos podem ser lassi�ados omo determinístios

ou estoástios. Jogos estoástios são aqueles onde os ganhos de ada

jogador relaionados a uma estratégia são variáveis aleatórias ao ontrário

de jogos determinístios onde os valores de utilidade são �xos (HALCK;

DAHL, 1999);

2. Cooperatividade: os jogos podem ser ooperativos ou não ooperativos. De

forma suinta os jogos ooperativos são aqueles onde os jogadores tomam

suas deisões de forma a potenializar a utilidade de todos os jogadores,

logo, têm onheimento de toda a estrutura do jogo e também da forma

omo os demais jogadores alulam seus ganhos. Já em jogos não oopera-

tivos o objetivo de ada jogador é maximizar a própria utilidade de forma
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egoísta, i.e. em detrimento da utilidade dos demais jogadores (NASH, 1953).

3. Simetria: jogos podem ser simétrios ou assimétrios. Os jogos são de-

nominados simétrios quando os ganhos de uma estratégia em partiular

dependem apenas da estratégia e não do jogador que deide utilizá-la. No

aso de jogos assimétrios, os ganhos dependem tanto da estratégia quanto

do jogador que a utiliza (NASH, 1951);

4. Ganhos: jogos podem ser lassi�ados em soma zero ou soma não nula. Em

jogos de soma zero a adição dos ganhos de todos os jogadores , i.e. dos

valores de utilidade, resulta em zero. Isto signi�a que em jogos de soma

zero os ganhos dos jogadores que tem utilidade positiva são equivalentes as

perdas dos jogadores om utilidade negativa. Esta relação não é válida para

jogos om soma não nula (MYERSON, 1997);

5. Jogadas: jogos podem ser jogados de forma sequenial ou simultânea. Jo-

gos simultâneos são aqueles onde todos os jogadores deidem sua estratégia

(jogam) ao mesmo tempo, também são onheidos omo jogos de estraté-

gia. Jogos sequeniais são aqueles onde ada jogador deide sua estratégia

enquanto os demais aguardam para jogar (MALCOLM, 2011);

6. Informação: jogos podem ter informação perfeita ou imperfeita. Quando

os jogadores têm ompleto entendimento do histório de suas ações e dos

demais jogadores o jogo tem informação perfeita, aso ontrário o jogo é

lassi�ado omo de informação imperfeita. Adiionalmente os jogos podem

ter informação ompleta ou não: um jogo tem informação ompleta quando

todos os jogadores sabem a estrutura do jogo e as funções utilidade dos

demais jogadores porém não onheem as deisões (ou histório de deisões)

dos demais jogadores (HALCK; DAHL, 1999);

7. Finitude: jogos podem ser lassi�ados em �nitos, onde o onjunto de estra-
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tégias e o número de jogadas são �nitos ou em in�nitos, quando o onjunto

de estratégias tem in�nitos elementos (MYERSON, 1997).

8. Estratégias: em jogos de estratégias mistas os jogadores esolhem a proba-

bilidade de utilização de uma determinada estratégia. Quando os jogadores

deidem pelas estratégias em si (e não pela probabilidade), o jogo possuí

estratégias puras (PAVEL, 2012).

Neste trabalho os jogos propostos para solução de problemas de otimização

em teleomuniações (Capítulo 4 apresentam as seguintes araterístias:

• Determinístios: pois a função utilidade proposta é determinístia;

• Não Cooperativos: pois não há troa de informação entre os jogadores o

que permite a implementação de algoritmos distribuídos;

• Assimétrios: pois os ganhos relaionados às estratégias estão diretamente

ligados ao jogador que as utiliza;

• Soma não nula: pois os valores de utilidade são não-negativos, i.e., a

e�iênia energétia é não-negativa e portanto não há perda de utilidade

por parte de nenhum jogador;

• Simultâneos: pois os jogadores esolhem suas estratégias de forma ono-

mitante;

• Com informação ompleta: pois os jogadores onheem a estrutura do

jogo (topologia da rede, número de subportadoras, largura de banda dos

subanais, et.) porém não tem onheimento das deisões dos demais

jogadores (as potênias de transmissão esolhidas pelos demais usuários do

sistema);
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• In�nitos: pois o onjunto de estratégias existentes é um intervalo do on-

junto dos números reais e, portanto, existem in�nitas estratégias disponíveis

para ada jogador;

• Estratégias puras: omo ada jogador deide qual estratégia (potênia

de transmissão) utilizar e não a probabilidade de utilizar ada uma das

possíveis estratégias, o jogo é de estratégias puras.

3.4.4 Desrição Matemátia

Matematiamente, a forma mais simples de apresentar um jogo é através

do uso de sua forma estratégia (MYERSON, 1997). Logo, um jogo Γ possui

um onjunto não vazio de jogadores J = {1, . . . , n}, onde n é o número total

de jogadores, um onjunto não vazio de estratégias para ada jogador Ei, i ∈

J e um onjunto de funções utilidade que quanti�am ada uma das possíveis

estratégias de ada jogador em um valor de utilidade ui, i ∈ J . Portanto, um

jogo representado na forma estratégia é uma t-upla,

Γ = (J , (Ei)i∈J , (ui)i∈J ) , (3.72)

onde as funções utilidade são do tipo ui :

{

×
j∈J
Ej
}

→ R, onde × é o operador

de produto artesiano. Um per�l de estratégias é a ombinação das estratégias

que os jogadores assumem. O onjunto de todas as possíveis ombinações de

estratégias entre os n jogadores é o onjunto E , de�nido omo

E =

{

×
j∈J
Ej
}

(3.73)

Sendo assim, para um per�l e = [e1, e2, . . . , en]
T ∈ E o valor resultante de

ui(e) é a utilidade esperada para o jogador i dada a ombinação de estratégias e
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assumidas pelos jogadores em J .

Em teoria de jogos é importante prever omo o jogo Γ desenrolar-se-á, i.e.

determinar o seu resultado. De forma análoga, o objetivo é prever quem ganhará

a partida de xadrez ou ainda quem está mais próximo da vitória. Essas predições

são denominadas soluções do jogo e desrevem quais estratégias serão adotadas

pelos jogadores no deorrer de um jogo genério (MYERSON, 1997).

Uma das araterístias mais básias de todo jogo é o oneito de solução

minimax ou estratégia segura. A idéia da solução de minimax é minimizar a má-

xima perda esperada para ada jogador. De forma similar é possivel onsiderar a

maximização dos ganhos mínimos dos jogadores. Esta última solução é onheida

omo maximin. Evidentemente, de aordo om os objetivos dos jogodores dentro

do jogo e das próprias regras que ompõem o jogo uma destas duas soluções se

adapta melhor do que a outra (MYERSON, 1997).

Além destas duas soluções apresentadas de forma suinta, outros dois onei-

tos de solução são importantes e fundamentais para a ompreensão deste trabalho

de Tese. A primeira é o oneito de melhor resposta apresentado em (FUN-

DENBERG; TIROLE, 1991, Página 29) e (GIBBONS, 1992, Páginas 33-49).

Para apresentar o oneito de melhor resposta, onsidere a notação e−i para de-

signar o per�l de estratégia de todos os jogadores exeto o jogador i, ou seja

e−i = [e1, . . . , ei−1, ei+1, . . . , en]
T
.

De�nição 19 (Melhor Resposta). A melhor resposta é a estratégia que maxi-

miza os ganhos de utilidade para um dado per�l estratégio dos demais jogadores.

Matematiamente, seja e−i as estratégias dos jogadores om exeção do i-ésimo

jogador. Então, e

∗
i é a estratégia de melhor resposta para i se satatisfaz:

ui(e−i, e
∗
i ) ≥ ui(e−i, ei), ∀ei ∈ Ei (3.74)
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O último oneito, apresentado neste texto, de solução em teoria de jogos é

oneito de equilíbrio de Nash, proposto em (NASH, 1950b):

De�nição 20 (Equilíbrio de Nash). Uma enupla e

∗ = (e∗1, . . . , e
∗
n) de estratégias

é um equilíbrio de Nash se, e somente se para todo i ∈ J

ui(e
∗
−i, e

∗
i ) = max

ei∈Ei

[
ui(e

∗
−i, ei)

]
(3.75)

Em outras palavras, um equilíbrio de Nash é uma enupla de estratégias onde

qualquer mudança unilateral por parte de um jogador leva a pontos onde os ga-

nhos de utilidade são inferiores àquelas do equilíbrio de Nash. Outra interpretação

pode ser dada ao oneito de equilíbrio de Nash: se todos os jogadores deidem

por uma estratégia de melhor resposta de todos os demais jogadores de forma

simultânea, então têm-se um equilíbrio de Nash (MYERSON, 1997).

Com os oneitos apresentados nesta seção é possível estabeleer jogos em

sistemas de teleomuniações e enontrar soluções para os mesmos nos moldes do

equilíbrio de Nash. Esta apliação será apresentada no apítulo 4 e respetivos

resultados númerios analisados no apítulo 5.

3.5 Heurístias

Heurístia é uma palavra que tem origem no grego e signi�a 'enontrar',

'desobrir'. Tem a mesma origem da palavra eureka que signi�a 'enontrei'

(HARPER, 2015). Na matemátia, engenharia e otimização ombinatória as

heurístias são ferramentas utilizadas, em muitos asos, quando um método de-

terminístio para solução de determinado problema não existe ou é ine�iente, i.e.

exige uma quantidade de tempo muito elevada para enontrar uma solução ou o

problema possuí araterístias que impedem o uso de algoritmos determinístios

bem estabeleidos na literatura (RARDIN; UZSOY, 2001).
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Os métodos heurístios ou algoritmos heurístios onstituem métodos não

determinístios de busa, i.e. busam soluções boas e fatíveis para problemas de

otimização sem a erteza de que enontrarão a solução ótima, o que justi�a a sua

natureza não determinístia (GILLI, 2004). Estas ferramentas ganharam grande

destaque no �nal da déada de 80 e iníio dos anos 90. Todavia, os primeiros

trabalhos relaionados a heurístias datam de meados do séulo XX quando as

ontribuições de (BOCK, 1958 apud GILLI; WINKER, 2007) e (CROES, 1958

apud GILLI; WINKER, 2007) foram publiadas.

Atualmente, é omum relaionar as heurístias a algoritmos bio-inspirados,

i.e. algoritmos ujo funionamento tem omo base o omportamento de organis-

mos ou de meanismos naturais. Os algoritmos evoluionários são um exemplo

deste tipo de heurístia pois reproduzem os meanismos de evolução propostos por

Charles Darwin (DARWIN, 2009) para enontrar a solução ótima de problemas

de otimização.

Por outro lado, inspirados por estudos da biologia e onsiderando a oopera-

ção entre indivíduos da mesma espéie, os algoritmos de otimização por enxame

de partíulas simulam o omportamento de bandos de aves em busa de alimento

(KENNEDY; EBERHART, 1995) e o algoritmo dos vaga-lumes mimetizam o

omportamento dos pirilampos ao utilizar sua bioluminesênia para omuniar-

se om outros vaga-lumes (YANG, 2008).

Entretanto, é importante salientar que nem todos os algoritmos heurístios

são bio-inspirados. O algoritmo de reozimento simulado (do inglês, simulated

annealing) (KIRKPATRICK; GELATT; VECCHI, 1983) é um exemplo: ele é

inspirado pelo proesso de reozimento, uma ténia utilizada na metalurgia para

obtenção de estados de baixa energia em um sólido.

Esta seção está organizada da seguinte forma: a primeira subseção apresenta

os oneitos básios e omo é a modelagem do problema para que o mesmo possa
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ser soluionado por uma heurístia, a segunda subseção apresenta o algoritmo dos

vaga-lumes e a tereira subseção apresenta o algoritmo de otimização por enxame

de partíulas.

3.5.1 Coneitos Básios

Iniia-se esta seção relembrando o enuniado padrão de um problema de oti-

mização:

minimizar f(x)

sujeito à gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , m (3.76)

hi(x) = 0, i = 1, . . . , k

onde a função f é denominada função usto ou função objetivo, g e h são funções

de restrição que delimitam o domínio do problema.

Com intuito de modelar o problema aima para que possa ser soluionado por

um algoritmo heurístio é importante reapitular a lassi�ação dos problemas

de otimização apresentada na subseção 3.1.1. Sendo assim, é preiso veri�ar

o número de objetivos no problema, se as variáveis de deisão são ontínuas ou

disretas e qual o domínio do problema.

As duas primeiras informações podem ser extraídas de forma imediata

observando-se a função objetivo e as variáveis de deisão. O tereito item, i.e.

o domínio do problema, todavia, deve ser analisado om autela. O algoritmo

heurístio não deve levar em onsideração ou avaliar soluções andidatas que não

façam parte do domínio do problema. Esta averiguação pode ser feita de forma

iterativa no algoritmo ou através da função objetivo om o uso de um termo

penalizador (SMITH; COIT, 1997).
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Nesta Tese de doutorado, os algoritmos heurístios empregados veri�am a

ada iteração se as soluções andidatas são fatíveis, i.e., se pertenem ao do-

mínio do problema. Quando uma solução não fatível é enontrada a mesma é

substituída por uma solução fatível aleatória.

Adiionalmente, uma vez que heurístias não são métodos determinístios, é

preiso estabeleer medidas de desempenho para veri�ar a qualidade da solução

obtida por meio do algoritmo heurístio. Em determinados problemas de oti-

mização, a função utilizada pela heurístia não arateriza de forma direta uma

medida de desempenho. Uma medida de de desempenho omumente utilizada

na literatura é o erro quadrátio médio normalizado (do inglês, normalized mean

squared error, NMSE).

Considere que y seja a solução obtida pelo método heurístio e que x∗
seja

a solução ótima para o problema. O erro quadrátio médio normalizado é dado

por,

NMSE =
||y − x∗||2

||x∗||2
(3.77)

Nesta Tese a medida de desempenho onsiderada é a própria e�iênia energé-

tia, i.e., o valor da própria função usto será utilizado para veri�ar a qualidade

da solução.

3.5.2 Algoritmo dos Vaga-lumes

O algoritmo dos vaga-lumes é uma heurístia bio-inspirada baseada na inte-

ligênia oletiva de vaga-lumes e os seus padrões de emissão de luz. Foi riado

por (YANG, 2008) e o seu funionamento baseia-se em dois fatores que envolvem

os vaga-lumes de um determinado ambiente: a distânia entre os indivíduos e a

intensidade da luz emitida pelos mesmos.
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Conforme (YANG, 2009) desreve, existem espéies distintas de vaga-lumes

que utilizam o fen�meno da bio-luminesênia para diferentes �ns. Algumas espé-

ies utilizam o intilar para atrair pareiros para o aasalamento, outras espéies

utilizam-no omo meanismo de segurança e há ainda espéies omo as da família

Photuris que brilham para atrair presas de tal forma que suas fêmeas são apa-

zes de imitar os padrões de lampejos de outras espéies que, evidentemente, são

únios e partiulares.

A analogia em relação a problemas de otimização é feita de tal forma que a

intensidade da luz emitida por um vaga-lume é maior quanto melhor for a solução

representada pelo individuo. Por outro lado, quanto maior é a distânia entre dois

vaga-lumes, menor é a intensidade da luz reebida, e vie-versa. Desta forma,

os vaga-lumes distribuídos dentro do onjunto que forma o domínio do problema

interagem de forma ooperativa a �m de alançar a solução ótima (YANG, 2008).

Para propor o algoritmo, (YANG, 2008) assumiu três regras básias:

1. Todos os vaga-lumes são desprovidos de gênero e podem atrair ou serem

atraídos;

2. A atratividade é proporional à intensidade da luz emitida de tal forma que

o vaga-lume menos brilhante é movido em direção ao mais intilante. Se

não existe vaga-lume om intensidade de luz superior a um em partiular

então este vaga-lume em partiular move-se de forma aleatória;

3. A intensidade da luz produzida pelo vaga-lume é diretamente relaionada

à função objetivo do problema tratado.

Sendo assim, para um problema de otimização onde deseja-se maximizar

uma determinada função objetivo, por exemplo, a intensidade da luz pode ser

diretamente proporional à própria função usto. No aso de problemas de oti-

mização onde o objetivo é a minimização de uma função é su�iente reordar
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que minimizar uma função é equivalente a maximizar o negativo da função, i.e.

argmin f(x) = argmax−f(x).

O texto a partir deste ponto parte do pressuposto que o problema de otimi-

zação para o qual o algoritmo dos vaga-lumes será utilizado é um problema ujo

objetivo é maximizar a função usto. Para este aso, o pseudoódigo do algoritmo

dos vaga-lumes é apresentado no algoritmo 3.2.

Algoritmo 3.2 Algoritmo dos Vaga-lumes (FA)

Entrada:

Dado a função objetivo f : Rn → R

População iniial de vaga-lumes xi ∈ Rn
onde i = 1, . . . ,M

De�ne-se o oe�iente de absorção de luz γ
A intensidade da luz Ii para o vaga-lume xi é determinada por f(xi)
Número máximo de iterações I e iteração iniial t = 1

Saída:

Melhor vaga-lume enontrado até a última iteração

Iníio

1: Enquanto t < I Faça
2: Para i = 1 ← 1 Até M Faça

3: Para j = 1 ← 1 Até i Faça
4: Se Ij > Ii Então
5: Move-se o vaga-lume i em direção a j, em todas as n dimensões

6: Fim Se

7: A atratividade varia om a distânia d através da expressão e−γ d2

8: Avalia-se novas soluções e atualiza-se a intensidade da luz I
9: Fim Para

10: Fim Para

11: Ordena-se os vaga-lumes e enontra-se o melhor atual

12: Fim Enquanto

Note que ao ontrário da intensidade da luz que é uma araterístia inerente

ao indivíduo, a atratividade é na realidade uma relação entre dois vaga-lumes.

Portanto, a atratividade entre dois indivíduos i e j é de�nida omo (YANG,

2008):

βij = β0 e
−γ d2ij

(3.78)

onde βij é a atratividade entre i e j, i.e. a intensidade om que j atrai i; β0
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é a atratividade quando a distânia é nula e é onsiderada omum a todos os

indivíduos da população, γ é uma araterístia do meio onde estão dispostos

os vaga-lumes denominada oe�iente de absorção de luz. Finalmente, dij é a

distânia Eulidiana entre os dois vaga-lumes:

dij = ||xi − xj|| =

√
√
√
√

n∑

k=1

(xi,k − xj,k)2 (3.79)

Conforme desrito no passo 5 do algoritmo 3.2 o vaga-lume i menos brilhante

deve mover-se em direção ao vaga-lume j uja intensidade de luz produzida Ij
é maior que a do primeiro Ii. Este movimento é determinado de aordo om a

equação (YANG, 2008):

xi[t + 1] = xi[t] + β0 e
−γ d2ij (xj [t]− xi[t]) + α

(

x̃[t]− 1

2

)

(3.80)

onde xi[t+1] é a nova posição do vaga-lume i na iteração t+1, xi[t] e xj[t] são as

posições dos vaga-lumes i e j na iteração t, respetivamente; β0 é a atratividade

base, γ é o oe�iente de absorção do meio, dij é a distânia entre os vaga-lumes

i e j, α é um parâmetro de passo aleatório e x̃[t] = [x̃1, . . . , x̃n]
T
é um vetor

de variáveis aleatórias que assume distribuição uniforme no intervalo [0, 1], i.e.

x̃k ∼ U(0, 1), k = 1, . . . , n.

Para ilustrar o movimento dos vaga-lumes em duas dimensões, onsidere um

enário onde Ij > Ii. Desta forma, o vaga-lume i move-se em direção a j. A

�gura 20 desreve geometriamente o movimento do vaga-lume i apresentando

de forma sistemátia ada elemento da equação (3.80) no plano artesiano, i.e.

n = 2.

De aordo om (YANG, 2009), em grande parte das implementações o pa-

râmetro β0 assume valor unitário e α ∈ [0, 1]. Já o parâmetro γ arateriza a
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Figura 20: Representação geométria em duas dimensões do movimento dos vaga-

lumes desrito pela equação (3.80). Neste aso j produz luz mais intensa que i e,
portanto, i move-se em direção a j.

variação da atratividade e, portanto, é de grande importânia para determinar a

veloidade de onvergênia da heurístia. Desta forma, na maioria das apliações

do algoritmo o valor de γ osila entre 0.01 e 100.

A apliação do algoritmo dos vaga-lumes para sistemas de teleomuniações

será apresentado no apítulo 4 e os resultados obtidos om esta ténia no a-

pítulo 5. Uma análise sistemátia dos parâmetros de entrada do algoritmo para

as apliações pretendidas será apresentada om o intuito de determinar qual a

melhor ombinação de parâmetros de entrada que garantem maior veloidade de

onvergênia e, simultaneamente, qualidade da solução.

3.5.3 Otimização por Enxame de Partíulas

Criado por (KENNEDY; EBERHART, 1995) a otimização por enxame de

partíulas é uma heurístia riada om o objetivo iniial de simular o omporta-

mento soial através de uma representação estilizada do movimento de organismos



175

dentro de um bando ou ardume.

De aordo om os próprios riadores, o funionamento do partile swarm

optimization (PSO) é melhor ompreendido se exposto através do raioínio a

partir do qual foi riado. Uma vez que o intuito do estudo era simular um meio

soial simpli�ado, i.e. o omportamento dos indivíduos dentro de um grupo, os

agentes eram onsiderados pássaros à prova de olisão e o objetivo era simular a

oreogra�a de um bando de pássaros (KENNEDY; EBERHART, 1995).

Para alançar este objetivo, o modelo proposto baseava-se em duas ações:

igualar a veloidade de ada agente à de seu vizinho mais próximo e a inserção

de distúrbios aleatórios na veloidade dos agentes. A primeira ação, por si só, já

era apaz de produzir o sinronismo observável em bandos de aves, todavia, após

algum tempo de simulação o movimento dos agentes entrava em um estado no

qual a direção do movimento não era alterada e, a partir desse momento, surgia a

neessidade da introdução de omportamento estoástio no movimento de ada

agente (KENNEDY; EBERHART, 1995).

Do ponto de vista de otimização, o PSO é uma heurístia bio-inspirada que

funiona om a ooperação entre indivíduos da mesma espéie e busa melhorar

iterativamente as soluções andidatas fatíveis om respeito a uma métria o-

mum (função objetivo) de tal sorte que ao �nal do algoritmo uma solução ótima

ou sub-ótima seja enontrada e a função objetivo seja maximizada/minimizada

de aordo om o problema de otimização em questão (KENNEDY, 1997).

Neste trabalho abordar-se-á apenas a versão ontínua da heurístia PSO.

Sendo assim, onsidere o problema de otimização a seguir:
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minimizar f(x)

sujeito à gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , m (3.81)

hi(x) = 0, i = 1, . . . , k

onde f é a função objetivo, g e h são funções de restrição, de tal forma que

f, g, h : Rn → R. Desta forma xi ∈ Rn
representa a posição do indivíduo de uma

população omposta por M partíulas. A ada iteração t do algoritmo a posição

xi[t] é atualizada de aordo om a veloidade do agente

8 i. Matematiamente a

atualização da posição da i-ésima partíula é dada por (na (t+1)-ésima iteração)

(KENNEDY; EBERHART, 1995):

xi[t+ 1] = xi[t] + vi[t + 1], ∀i = 1, . . . ,M (3.82)

onde vi[t + 1] é a veloidade da partíula na iteração t + 1. A veloidade, por

sua vez, é de�nida de aordo om a seguinte equação (KENNEDY; EBERHART,

1995):

vi[t+1] = ω vi[t] + c1Ui,1[t]
(
xbest
i [t]− xi[t]

)
+ c2Ui,2[t]

(
xbest
g [t]− xi[t]

)
(3.83)

onde ω ∈ [0, 1] é a inéria, em outras palavras, é a parela de veloidade da

iteração t que é mantida na iteração t+1. Os valores xbest
i [t] e xbestg [t] são as posi-

ções das partíulas enontradas até a iteração t que possuem o melhor resultado

em termos de função objetivo, sendo que o primeiro vetor armazena a melhor

posição individual enontrada (loal) e o segundo a melhor posição entre todas

as partíulas (global). As matrizes diagonais Ui,1[t] e Ui,2[t] de dimensão n × n
8

Agente, partíula e indivíduo são utilizados omo sin�nimos nesta seção.
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são matrizes ujos elementos são variáveis aleatórias de distribuição uniforme no

intervalo [0, 1]. Finalmente, os parâmetros c1 e c2 são oe�ientes de aeleração

relativos a in�uênia das soluções loais e da solução global, respetivamente, no

álulo da veloidade.

Considerando o aso n = 2 é possível riar uma representação geométria

tanto para a veloidade quanto para o movimento da partíula nos mesmos moldes

da �gura 20, onde o movimento dos vaga-lumes foi ilustrado no plano artesiano.

Desta forma, apresenta-se a �gura 21, um esboço geométrio para o álulo

da veloidade de ada partíula e omo é atualizada a posição das partíulas a

ada iteração. Em outras palavras, a �gura 21 é uma representação geométria

bidimimensional das equações (3.82) - a) na �gura - e (3.83) - b) na �gura.

A �m de reduzir a probabilidade da partíula ter sua posição atualizada para

um ponto que não pertene ao domínio do problema, isto é, que não satisfaz as

restrições do problema (3.81) inorpora-se à heurístia o oneito de veloidade

máxima Vmax de tal forma que −Vmax ≤ vi[t] ≤ Vmax, ou ainda (ABRAO et al.,

2011):

vi[t] = min {Vmax; max {−Vmax;vi[t]}} (3.84)

O pseudoódigo da otimização por enxame de partíulas é apresentado no

Algoritmo 3.3.

A apliação do PSO para sistemas de teleomuniações será apresentado no

apítulo 4 e os resultados numérios obtidos om esta ténia no apítulo 5. Uma

análise sistemátia dos parâmetros de entrada do algoritmo PSO para as apli-

ações em questão será apresentada om intuito de determinar qual a melhor

ombinação de parâmetros de entrada que garante melhores veloidades de on-

vergênia e, simultaneamente, qualidade da solução.
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 b) Representação geométrica do cálculo da velocidade no PSO
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Figura 21: Representação geométria bidimensional para a atualização da posição

de uma partíula (a) e para o álulo da veloidade (b) no algoritmo de otimização

por enxame de partíulas. Fonte: do autor
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Algoritmo 3.3 Otimização por Enxame de Partíulas (PSO)

Entrada:

Dado a função objetivo f : Rn → R

População iniial de partíulas xi[1] ∈ Rn
onde i = 1, . . . ,M

Parâmetros: c1, c2, ω e Vmax

Veloidade iniial nula: vi[1] = 0 para todo i = 1, . . . ,M
Ótimos loais iniiais: xbest

i [1] = xi[1] para todo i = 1, . . . ,M
Ótimo global iniial: xbest

g [1] = xi[1] tal que f(xi[1]) > f(xj[1]) para todo i 6= j
Número máximo de iterações I e iteração iniial t = 1

Saída:

Melhor partíula enontrada até a última iteração

Iníio

1: Enquanto t < I Faça
2: Calule f(xi[t]), i = 1, . . . ,M
3: Atualize a veloidade vi[t + 1], i = 1, . . . ,M utilizando (3.83)

4: Atualize a posição das partíulas xi[t+ 1] utilizando (3.82)
5: Para i = 1 ← 1 Até M Faça

6: Se f(xi[t + 1]) > f(xbest
i [t]) Então

7: xbest
i [t+ 1]← xi[t+ 1]

8: Se f(xi[t + 1]) > f(xbest
g [t]) Então

9: xbest
g [t + 1]← xi[t+ 1]

10: Senão

11: xbest
g [t + 1]← xbest

g [t]
12: Fim Se

13: Senão

14: xbest
i [t+ 1]← xbest

i [t]
15: Fim Se

16: Fim Para

17: t← t + 1
18: Fim Enquanto
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4 TÉCNICAS DE OTIMIZAÇ�O

APLICADAS À ALOCAÇ�O DE

RECURSOS EM REDES SEM FIO

Em redes de omuniações sem �o o enário do ponto de vista espetral e

energétio é inóspito: o espetro é limitado e, normalmente, regulamentado de

tal forma que faixas espeí�as são reservadas a determinados tipos de serviços

de omuniação omo radiodifusão de sistemas de televisão digital, redes loais

sem �o, telefonia, entre outros. Além deste fato, os efeitos da propagação do sinal

tem impato signi�ativo, uma vez que alteram profundamente as araterístias

do sinal reebido podendo impedir a reuperação da informação no reeptor.

O reurso energétio é limitado prinipalmente nos terminais móveis de redes

de teleomuniações. Os equipamentos apresentam limitações signi�ativas de

disponibilidade de energia, e, evidentemente, o usuário da rede móvel deseja uti-

lizar o serviço om qualidade e durante um intervalo de tempo satisfatório. Por

outro lado, as ompanhias de teleomuniações, responsáveis pela manutenção

das estações rádio-base e, de forma geral, de toda a infra-estrutura de rede, pro-

uram maximizar seu luros poupando, de forma responsável, todos os possíveis

gastos om manutenção, o que inlui a energia onsumida pelas estações.

Por esses motivos, o gereniamento de reursos esassos em redes sem �o,

nominalmente, energia e espetro, são fundamentais para o bom funionamento

do sistema, satisfação dos usuários e potenialização dos luros das ompanhias

que prestam serviços. Não obstante, é importante notar que a satisfação do
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usuário e os luros da empresa são, normalmente, objetivos on�itantes. Portanto,

gereniar os reursos da rede é um problema fundamental e desa�ador.

Considerando os dois sistemas de teleomuniações apresentados no apítulo

2, apresentar-se-á a seguir uma série de problemas de otimização em redes de

teleomuniações: desde problemas lássios omo o ontrole de potênia em

redes de múltiplo aesso, omo também problemas mais atuais e ainda em aberto

que visam a melhoria da e�iênia energétia das redes atuais de quarta geração,

omo as redes LTE e WiMax, bem omo redes que integrarão futuros padrões de

redes sem �o de quinta geração.

Os problemas foram onvinentemente separados em duas seções: a primeira

seção apresenta os problemas de otimização em sistemas de omuniação om

múltiplo aesso por espalhamento espetral e a segunda em sistemas om múltiplo

aesso por divisão de frequênias ortogonais.

4.1 Aloação de Reursos em Sistemas om Espa-

lhamento Espetral

Os sistemas onde o espalhamento espetral é utilizado omo forma de múltiplo

aesso são geralmente limitados por interferênia, i.e. uma vez que todos os

transmissores utilizam o mesmo espetro para enviar a informação e o fazem

simultaneamente, tem-se a denominada interferênia de múltiplo aesso, fator

que limita o número de usuários ativos bem omo a vazão total da rede.

Adiionalmente, os diferentes usuários transmitem de loalidades geográ�-

as distintas devido à araterístia de mobilidade ilimitada destas redes. A

interferênia de múltiplo aesso juntamente om esta última araterístia são

responsáveis pelo efeito perto-longe, i.e. usuários próximos da estação rádio-base

tendem a ausar elevados níveis de interferênia no sinal dos usuários que estão
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distantes.

Sendo assim, o ontrole de potênia de transmissão em redes om múltiplo

aesso por divisão de ódigo é fundamental para a mitigação do efeito perto-

longe. Esse ontrole permite que usuários distantes do reeptor transmitam om

potênia superior àqueles que estão próximo (ou, equivalentemente, os que estão

perto transmitam om potênia inferior aos usuários distantes) de tal forma que os

sinais dos usuários reebidos pela estação rádio-base tem amplitude equivalente,

ou de forma análoga, a potênia dos sinais dos usuários na entrada do reeptor

tem variânia baixa ou quase nula.

Uma vez que os sistemas de múltiplo aesso por espalhamento espetral apre-

sentados no apítulo 2 podem ter uma únia portadora ou múltiplas subportado-

ras e pelo fato deste último ter omplexidade

1

maior que o primeiro, é onveniente

apresentar primeiramente os problemas relaionados a sistemas DS/CDMA.

Visando uma melhor organização, esta seção será dividida de aordo om o

problema e solução(ões) propostas.

4.1.1 Controle de Potênia em Sistemas DS/CDMA

Considere o enlae de subida de um sistema DS/CDMA om U usuários. Cada

usuário possui sequênia de espalhamento Fi e um ganho de anal omplexo hi,

onde i é o indexador do usuário. No problema lássio de ontrole de potênia, o

objetivo é satisfazer a relação sinal-interferênia mais ruído mínima (pré ou pós

deteção) de ada usuário om a menor potênia possível. Matematiamente,

têm-se o seguinte problema de otimização:

1

Complexidade em termos de implementação do sistema e, também, quanto à análise dos

problemas de otimização inerentes disutidos neste trabalho.
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minimizar p = [p1, p2, . . . , pU ]
T

sujeito à (C.1) : pi ∈ [0, Pmax], ∀i = 1, . . . , U

(C.2) : δi ≥ δ∗i , ∀i = 1, . . . , U (4.1)

onde Pmax é a potênia máxima de transmissão, δ
∗
i é a relação sinal-interferênia

mais ruído mínima a ser garantida para o i-ésimo usuário e δi é a SINR de pré-

deteção instantânea do usuário i de�nida omo:

δi =
Fi pi |hi|2

Fi σ2 +
U∑

j=1
j 6=i

pj |hj|2
(4.2)

onde σ2
é a potênia do ruído de fundo (AWGN).

Note que a SINR é uma função linear da potênia e proporional à mesma

para uma interferênia de múltiplo aesso e ruído �xos. Portanto, a solução para

o problema de otimização em (4.1) é o ponto para o qual δi = δ∗i para todo

i = 1, . . . , U . De aordo om (BOCK; EBSTEIN, 1964) o ontrole de potênia

pode ser modelado omo um programa linear. Para isto, onsidere a matriz de

anal U × U de�nida omo:

H =












h1,1 h1,2 · · · h1,U

h2,1 h2,2 · · · h2,U

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

hU,1 hU,2 · · · hU,U












(4.3)

onde hi,j é o ganho de anal do interferente j sobre o sinal do usuário i. Compa-

randoH om o vetor de ganhos omplexos de anal h = [h1, h2, . . . , hU ] é evidente
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que as linhas de H são identias e equivalentes a h.

Considere, agora, a seguinte matriz de interferênia normalizada Z ∈ RU×U

ujos elementos são de�nidos omo,

Zij =







0, i = j

δi |hi,j|2

|hi,i|2
, i 6= j

(4.4)

Considere também o seguinte vetor de ruído normalizado n ∈ R1×U
ujos

elementos são,

n =

[
δ1 F1 σ

2

|h1|2
,
δ2 F2 σ

2

|h2|2
, . . . ,

δU FU σ
2

|hU |2
]T

(4.5)

Desta forma, é possível mostrar que enontrar a solução do problema em (4.1)

é equivalente a soluionar o seguinte sistema linear (BOCK; EBSTEIN, 1964),

(IF− Z)p = n (4.6)

onde F é a matriz diagonal U×U ujas entradas são os omprimentos das sequên-

ias de espalhamento de todos os usuários F1, F2, . . . , FU .

Quando as sequênias de espalhamento dos usuários possuem o mesmo om-

primento F é possível simpli�ar o sistema linear onforme:

(F I− Z)p = n (4.7)

Para veri�ar que de fato os problemas são orrespondentes, o seguinte exem-

plo é apresentado:
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Exemplo 2. Considere um sistema DS/CDMA om U = 2 usuários om rela-

ções sinal-interferênia mais ruído mínimas δ∗1 e δ∗2. Por simpliidade, onsidere

que os usuários possuem sequênias de espalhamento de omprimento equivalente

tal que F1 = F2 = F ; e que os seus ganhos omplexos de anal são h1, h2,

respetivamente. De aordo om a equação (4.7) têm-se:








F −δ
∗
1 |h2|2

|h1|2

−δ
∗
2 |h1|2

|h2|2
F













p1

p2




 =







δ∗1 F σ
2

|h1|2
δ∗2 F σ

2

|h2|2







(4.8)

Note que o sistema aima possui duas equações:

Fp1 −
p2δ

∗
1 |h2|2

|h1|2
=

δ∗1Fσ
2

|h1|2
(4.9)

Fp2 −
p1δ

∗
2 |h1|2

|h2|2
=

δ∗2Fσ
2

|h2|2
(4.10)

Desenvolvendo a equação (4.9) obtêm-se,

Fp1|h1|2 − p2δ∗1 |h2|2 = δ∗1Fσ
2

(4.11)

Fp1|h1|2
δ∗1

− p2 |h2|2 = Fσ2
(4.12)

1

δ∗1
=

Fσ2 + p2 |h2|2

Fp1|h1|2
(4.13)

δ∗1 =
Fp1|h1|2

Fσ2 + p2 |h2|2
(4.14)

O que demonstra que, de fato, enontrar a solução para o problema de otimização

(4.1) é equivalente ao sistema linear em (4.7).

A existênia e uniidade de um vetor solução p∗
para o sistema linear em (4.7)

foi amplamente disutido em (BOCK; EBSTEIN, 1964) e (STANCZAK; WICZA-

NOWSKI; BOCHE, 2009). Em ambos trabalhos o teorema de Perron-Frobenius

é utilizado para apresentar as ondições de uma solução ótima fatível para o

problema, i.e. que p∗
seja não negativo e não nulo. Este estudo é sintetizado no

teorema a seguir.
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Teorema 6 (Existênia e Uniidade do Problema de Controle de Potênia). Seja

Z uma matriz não-negativa e F > 0 um esalar. Existe um p∗
ujos elementos

são não negativos, i.e. p∗ ≥ 0, e diferente do vetor nulo, p 6= 0, que satisfaz a

igualdade:

(F I− Z)p = n (4.15)

para um n arbitrário e positivo se, e somente se, o raio espetral

2

da matriz Z,

denotado por ρ(Z), for menor que F , i.e. ρ(Z) < F .

Demonstração. Assuma que exista p∗ ≥ 0, solução para (F I− Z)p = n. Desen-

volvendo a equação matriial do sistema linear obtêm-se:

(F I− Z)p = n

Fp− Zp = n

Fp = n+ Zp (4.16)

Como n é sempre positivo, então Zp − Fp < 0. Uma vez que Z é não negativa

então Zp ≥ 0. Logo F > 0 e p > 0 são ondições neessárias para que Zp−Fp <

0. Considere o vetor oluna v, não negativo e não nulo, um autovetor esquerdo

da matriz Z assoiado ao raio espetral da mesma ρ(Z). Pelo teorema de Perron-

Frobenius este autovetor existe e portanto vTZp = ρ(Z)vTp. Uma vez que

Zp − Fp < 0 e vTZp = ρ(Z)vTp então ρ(Z)vTp < FvTp. Como v ≥ 0 e

p > 0 então vTp ≥ 0. Portanto ρ(Z) < F . Desta forma, resta demonstrar a

su�iênia da ondição. Assuma, portanto, que F > ρ(Z). Pelo teorema A.16 da

página 355 em (STANCZAK; WICZANOWSKI; BOCHE, 2009) a seguinte série

de Neumann onverge:

(F I− Z)−1 = F−1(I− F−1Z)−1 = F−1
∞∑

j=0

(F−1Z)j , (4.17)

2

O raio espetral de uma matriz quadrada é o valor do autovalor de maior magnitude em

módulo.
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Uma vez que Z é não negativa então (F I − Z)−1 ≥ 0. Adiionalmente, uma

vez que (F−1Z)0 = I, ada linha de (F I − Z)−1
possui ao menos um elemento

positivo. Logo, omo n > 0 então (F I− Z)−1n > 0 para qualquer n > 0. Já que

p = (F I− Z)−1n, então p > 0.

O teorema 6 apresenta o raio espetral da matriz Z menor que o omprimento

da sequênia de espalhamento omo ondição para a existênia e uniidade de uma

solução positiva para o problema de ontrole de potênia em redes DS/CDMA. O

teorema ainda a�rma que esta solução ótima pode ser obtida a partir da equação,

p = (F I− Z)−1n (4.18)

Note que a equação aima envolve a inversão de uma matriz. De aordo om

(GOLUB; Van Loan, 2012) a inversão de uma matriz U ×U é uma operação uja

omplexidade omputaional é da ordem de O(U3). Logo, para sistemas om

elevado número de usuários, a operação de inversão de matriz pode não ser viável

de ser exeutada antes que os ganhos omplexos de anal dos usuários mudem.

Outra di�uldade é o fato de que a solução através da equação (4.18) neessita

da informação das ondições de anal de todos os usuários e portanto não pode

ser implementada de forma distribuída

3

.

Para soluionar o problema de ontrole de potênia em redes DS/CDMA de

forma distribuída um algoritmo de ontrole de potênia para o enlae de su-

bida foi proposto no trabalho de (GROSS; ABRãO; JESZENSKY, 2011), onde

o desempenho do mesmo é disutido (e omparado a outros algoritmos na lite-

ratura) e sua onvergênia é provada matematiamente. O algoritmo baseia-se

no oneito de equilíbrio de Verhulst ujo objetivo geral era desrever a dinâmia

3

A implementação no modo distribuído é uma araterístia desejável em algortimos que ge-

reniam reursos no enlae de subida de redes de omuniação sem �o, tendo em vista ontrolar

a potênia de transmissão em ada unidade móvel.
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populaional om base nas limitações de alimento e espaço, ou seja, o modelo de

Verhulst desreve omo se omporta o resimento da população de indivíduos

de uma espéie ao longo do tempo em enários onde os reursos são limitados

(VERHULST, 1838).

Operaionalmente, o algoritmo pode ser desrito por uma equação iterativa,

já adaptada ao problema de aloação de potênia em redes de múltiplo aesso do

tipo DS/CDMA (GROSS; ABRãO; JESZENSKY, 2011):

pi[t+ 1] = (1 + αv)pi[t] + αv

[
δi[t]

δ∗i

]

pi[t], ∀i = 1, . . . , U (4.19)

onde i é o indexador de usuário, pi[t+1] é a potênia de transmissão na próxima

iteração, αv ∈ [0, 1] é o oe�iente de aeleração do algoritmo, pi[t] é a potênia

de transmissão na iteração atual, δi[t] é a relação sinal-interferênia mais ruído da

iteração atual

4

e δ∗i é a relação sinal-interferênia mais ruído desejada (mínima)

para o usuário i, apaz de garantir a qualidade de serviço mínima para o i-ésimo

usuário.

É possível, portanto, implementar a reursão da equação (4.19) no i-ésimo

equipamento de usuário móvel uma vez que todos os parâmetros (αv, δ
∗
i e pi[t])

são loais, i.e. o terminal móvel tem onheimento dos seus valores. O valor

da SINR atual, δi[t] pode ser obtido na estação rádio-base que deteta o sinal

do usuário i. A estação estima o valor da relação sinal-interferênia mais ruído,

quantiza este valor em um número onveniente de bits e transmite essa informação

para o i-ésimo usuário através do anal de serviço no enlae direto. Isto permite

que ada usuário ontrole sua potênia de transmissão de forma independente, o

que justi�a o termo algoritmo distribuído de ontrole de potênia. A �gura 22

apresenta o diagrama de bloos das operações envolvidas no ontrole de potênia

4

Referente a transmissão om a potênia pi[t] em um sistema de múltiplo aesso.
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distribuído.

Figura 22: Diagrama de bloos para a operação de um algoritmo de ontrole de

potênia distribuído.

Foi demonstrado em (SAMPAIO et al., 2010) que o algoritmo distribuído

de ontrole de potênia (do inglês, distributed power ontrol algorithm, DPCA)

baseado no equilíbrio de Verhulst, que neste texto reebe o ar�nimo DPCA-

Verhulst, onverge rapidamente, em unidades de iterações para anais lentamente

variantes no tempo, o que induz a sua implementação em problema prátios

quando omparados a outros algoritmos que possuem onvergênia mais lenta.

4.1.2 Controle de Potênia em Sistemas MC-DS/CDMA

Note que o problema de otimização relaionado ao ontrole de potênia em

redes DS/CDMA pode ser estendido para sistemas multiportadora om múltiplo

aesso por divisão de ódigo de sequênia direta. Nestes sistemas, onforme

desrito no apítulo 2, um total de N sub-anais ortogonais são utilizados de tal

forma que ada um deles pode ser onsiderado um anal DS/CDMA de banda

estreita.

Para sistemas om múltiplas subportadoras, a solução lássia do ontrole de

potênia foi apresentada pela primeira vez por (GALLAGER, 1968). A solução

foi denominada, naquele trabalho, de solução water-pouring ; que em tradução
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livre signi�a derramando água. A idéia de Gallager é que os sistema multipor-

tadora funionaria omo um grande reipiente ujo fundo seria irregular devido

aos diferentes ganhos de anal instantâneos apresentados pelo onjunto de N a-

nais. Desta forma, a solução idealizada por ele era análoga a derramar água no

reipiente de tal forma que um nível d'água omum a todos os subanais seria en-

ontrado e a quantidade de água em ada subanal orresponderia à quantidade

de potênia a ser aloada para aquele usuário naquele subanal. A solução de

Gallager se onsolidou na literatura om a denominação solução de water-�lling.

A �gura 23 apresenta uma interpretação geométria da solução de water-

�lling quando o sistema possuí N = 8 subportadoras e um usuário. A área em

inza esuro diz respeito ao inverso do ganho de potênia do anal enquanto as

áreas em inza laro são equivalentes à potênia de transmissão para o usuário na

subportadora orrespondente. Note que, quanto pior a ondição de anal, maior

é a área inza esuro, e vie-versa. Logo, o nível d'água µWF, que é omum a

todas as subportadoras, pode ser inferior ao inverso do ganho de potênia do

anal, omo nas subportadoras 5 e 7. Neste aso, estas subportadoras devem ser

onsideradas desligadas e o usuário não efetua nenhuma transmissão nas mesmas

durante o período equivalente ao tempo de oerênia do anal.

O problema de ontrole de potênia para sistemas MC-DS/CDMA pode ser

matematiamente desrito omo:

minimizar P

sujeito à (C.1) :

N∑

k=1

pi,k ∈ [0, Pmax], ∀i = 1, . . . , U

(C.2) :

N∑

k=1

ri,k ≥ r∗i , ∀i = 1, . . . , U (4.20)

sendo P ∈ RU×N
a matriz de aloação de potênias, Pmax é a potênia máxima
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Figura 23: Interpretação geométria para a solução de water-�lling onsiderando

N = 8 subportadoras e U = 1 usuário no sistema.

de transmissão disponível para ada usuário, ri,k é a taxa de transmissão de infor-

mação do i-ésimo usuário na k-ésima subportadora, e r∗i é a taxa de transmissão

mínima para o usuário i. A equivalênia entre a taxa de transmissão mínima

e a relação sinal-interferênia mais ruído mínima em sistemas MC-DS/CDMA é

estabeleida pela apaidade de anal de Shannon (SHANNON, 1948) tal que

para um únio subanal esta relação é dada por,

r∗i,k = B log2(1 + δ∗i,k)⇒ δ∗i,k = 2

r∗i,k
B − 1 (4.21)

enquanto para N anais esta relação é dada por:

r∗i =

N∑

k=1

B log2(1 + δ∗i,k)⇒ r∗i = B log2

(
N∏

k=1

(
1 + δ∗i,k

)

)

⇒ 2

r∗i
B = δ∗i (4.22)

onde δ∗i =
N∏

k=1

(
1 + δ∗i,k

)
. Sendo assim, é fáil notar que o problema (4.20) tem

solução semelhante àquela do ontrole de potênia em sistemas DS/CDMA: a

solução do problema é a matriz de aloação de potêniasP para a qual

N∑

k=1

ri,k = r∗i

para todo i = 1, . . . , U . A partir desta a�rmação e da interpretação geométria
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da solução de water-�lling na �gura 23 é possível deduzir que existe um nível

d'água para ada usuário i, denotado por µ∗
i , tal que:

N∑

k=1

B log2







1 +







µ∗
i −

Fi σ
2 +

U∑

j 6=i

pj,k |hj,k|2

Fi |hi,k|2








Fi |hi,k|2

Fi σ2 +
U∑

j 6=i

pj,k |hj,k|2








= r∗i

N∑

k=1

B log2







µ∗
i

Fi |hi,k|2

Fi σ2 +
U∑

j 6=i

pj,k |hj,k|2








= r∗i (4.23)

ou de forma equivalente e de aordo om a equação (4.22):

N∏

k=1







µ∗
i

Fi |hi,k|2

Fi σ2 +
U∑

j 6=i

pj,k |hj,k|2








= 2





r∗i
B





= δ∗i (4.24)

É importante observar que em (4.23) e (4.24) o nível d'água é apliado so-

mente às subportadoras onde,

µ∗
i ≥

Fi σ
2 +

U∑

j 6=i

pj,k |hj,k|2

Fi |hi,k|2
(4.25)

Logo, rearranjando a equação (4.24) é possível obter o valor do nível d'água ótimo

para os N subanais ativos, i.e.

(µ∗
i ) =







2





r∗i
B



 N∏

k=1








Fi σ
2 +

U∑

j 6=i

pj,k |hj,k|2

Fi |hi,k|2















1

N

(4.26)

As operações envolvidas na obtenção do nível d'água ótimo em (4.26) para o

usuário i são desenvolvidas na equação (4.27).
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N∏

k=1







µ∗
i

Fi |hi,k|2

Fi σ2 +
U∑

j 6=i

pj,k |hj,k|2








= 2





r∗i
B





(µ∗
i )

N
N∏

k=1








Fi |hi,k|2

Fi σ2 +
U∑

j 6=i

pj,k |hj,k|2








= 2





r∗i
B





(µ∗
i )

N = 2





r∗i
B



 N∏

k=1








Fi σ
2 +

U∑

j 6=i

pj,k |hj,k|2

Fi |hi,k|2








(µ∗
i ) =







2





r∗i
B



 N∏

k=1








Fi σ
2 +

U∑

j 6=i

pj,k |hj,k|2

Fi |hi,k|2















1

N

(4.27)

Adiionalmente, é possivel de�nir a função da diferença entre a taxa de infor-

mação satisfeita e a taxa de informação mínima ujo argumento é o nível d'água

µ, a partir da equação (4.24)

g(µ) =
N∏

k=1







µ

Fi |hi,k|2

Fi σ2 +
U∑

j 6=i

pj,k |hj,k|2







− 2





r∗i
B





(4.28)

Observe que para µ = µ∗
i ⇒ g(µ) = 0. Logo, o problema de ontrole de

potênia em sistemas MC-DS/CDMA pode ser reduzido a enontrar a raíz da

função g para ada usuário (PALOMAR; FONOLLOSA, 2005).

Como visto anteriormente, subanais onde a ondição (4.25) não é satisfeita

estarão desligados, o que de forma prátia signi�a que suas potênias de trans-

missão são nulas. Portanto, o operador de water-�lling para o i-ésimo usuário

onsiderando a potênia dos interferentes �xas é de�nido omo (PANG; SCU-
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TARI; WANG, 2008),

WF(pi,p−i) = max







0, µ∗

i −
Fi σ

2 +
U∑

j 6=i

pj,k |hj,k|2

Fi |hi,k|2







, ∀k = 1, . . . , N (4.29)

onde pi = [pi,1, pi,2, . . . , pi,N ] é o vetor de potênias de transmissão do usuário i e

p−i é onstituido pelas potênias de todos os usuários om exeção do usuário i,

i.e.

p−i = [p1, . . . ,pi−1,pi+1, . . . ,pU ] (4.30)

O algoritmo iterativo baseado na solução de water-�lling proposta em (GALLA-

GER, 1968) é denominado algoritmo iterativo de water-�lling (IWFA). O algo-

ritmo veri�a quais subportadoras devem ser desligadas e então aplia o operador

de water-�lling desrito em (4.29) onsiderando apenas os subanais que perma-

neeram ligados na iteração atual. Para apresentar o algoritmo IWFA onsidere

a seguinte notação:

βi,k =
pi,k
δi,k

=

Fi σ
2 +

U∑

j 6=i

pj,k |hj,k|2

Fi |hi,k|2
, (4.31)

onde βi,k é a interferênia de múltiplo aesso mais ruído normalizados pelo ganho

em potênia do anal do usuário i na k-ésima subportadora e pelo omprimento

da sequênia de espalhamento Fi. O pseudoódigo do IWFA é apresentado no

Algoritmo 4.1.

Note que o algoritmo iterativo de water-�lling é distribuído uma vez que o

mesmo depende apenas do vetor βi de ada usuário i de�nidos pela equação

(4.31). Este fato pode ser onstatado observando-se que a estação rádio-base

estima a relação sinal-interferênia mais ruído de ada usuário em ada subpor-

tadora e transmite estas informações para o equipamento dos usuários. Pela
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Algoritmo 4.1 Algoritmo Iterativo de Water-Filling (IWFA)

Entrada:

Dado a função g em (4.28), e o vetor βi = [βi,1, . . . , βi,N ] em (4.31)

Saída:

Nível d'água ótimo: µ∗
i e aloação de potênia ótima p∗

Iníio:

1: Ñ ← N ;

2: Ordene βi tal que β
−1
i,k está em ordem deresente;

3: βi,N+1 ← 0;
4: Enquanto βi,Ñ ≥ βi,Ñ+1 ou g(βi,Ñ) ≥ 0 Faça

5: Ñ ← Ñ − 1;
6: Fim Enquanto

7: Enontre µ∗
i ∈

[
βi,Ñ , βi,Ñ+1

]
tal que g(µ∗

i ) = 0 om N = Ñ ;

8: pi,k = max (0, µ∗
i − βi,k) para todo k = 1, . . . , N ;

equação (4.31) o usuário então omputa os valores das variáveis βi,k uma vez que

ele tem onheimento da potênia que utilizou para transmistir. Em seguida, uti-

lizando o algoritmo iterativo de water-�lling o usuário enontra o novo vetor de

potênias de transmissão a ser utilizado. Isto justi�a a araterístia distribuída

do IWFA.

As �guras 24 e 25 apresentam uma interpretação grá�a para o algoritmo

iterativo de water-�lling enquanto este é exeutado pelo usuário 1 em suas N = 8

subportadoras para o ontrole de potênia.

4.1.3 E�iênia Energétia em Sistemas MC-DS/CDMA

Cooperativos

Como visto anteriormente o problema de maximização de e�iênia energé-

tia em redes de múltiplo aesso foi apresentado em (GOODMAN; MANDAYAM,

2000) onde os autores de�nem a e�iênia energétia omo a quantidade máxima

de bits de informação efetivamente reebidos por unidade de energia. A nees-

sidade de redução da energia onsumida para transmissão de informação é um

aspeto fundamental a ser onsiderado nos padrões de quinta geração de tele-

omuniações. Desta forma, busando alternativas aos métodos de transmissão
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lássios é possível onsiderar a utilização de sistemas ooperativos omo os pro-

postos iniialmente por (MEULEN, 1971).

No enlae de subida de sistemas maro-elulares ooperativos, a informação

transmitida por um terminal móvel passa por um repetidor que é responsável por

enaminhar o sinal à estação rádio-base. Uma vez que a degradação do anal

não é linear om a distânia perorrida �a evidente que a potênia neessária

para obter a mesma relação sinal-ruído no reeptor é maior quando o aminho é

perorrido sem saltos (GOLDSMITH, 2005).

Nesta seção onsidera-se um sistema de omuniação maro-elular oopera-

tivo multiportadora om múltiplo aesso por divisão de ódigo de sequênia direta

utilizando o protoolo de retransmissão ampli�a e enaminha, omo foi desrito

na seção 2.1.3, om U usuários, uma estação retransmissora e uma estação rádio-

base om disposição geográ�a de aordo om a �gura 26.
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Posicionamento dos terminais móveis, retransmissor e estação rádio−base

 

 

Retransmissor
Estação Rádio−Base
Terminais Móveis

g
1
(k)

h
1,k

h
2,k

h
3,k

Região de
posicionamento
dos TMs

Figura 26: Disposição geográ�a dos terminais móveis (usuários), estação retrans-

missora (retransmissor) e estação rádio-base no sistema MC-DS/CDMA oope-

rativo onsiderado nesta seção.



198

Note que os usuários são uniformemente distribuídos à esquerda do retrans-

missor de tal forma que não há usuários entre o retransmissor e a estação rádio-

base. Adiionalmente, o anal direto entre terminal móvel e estação rádio-base

é desonsiderado: primeiramente porque assume-se que não há linha de visada

entre transmissor e reeptor; em segundo lugar, porque a elevada distânia entre

os terminais móveis e a estação rádio-base atenua os sinais de tal forma que o

nível de potênia dos sinais reebidos é muito pequeno e os mesmos tornam-se

indistinguíveis e impossíveis de serem detetados. É onveniente supor que os

sinais diretos inorporem o ruído de fundo aditivo Gaussiano brano.

Nestes sistemas, a relação sinal-interferênia mais ruído observada para o

usuário i na subportadora k após a deteção na estação rádio-base é de�nida pela

equação (2.55), onvenientemente reproduzida abaixo:

δi,k =
Fi pi,k |hi,k|2 |gk|2

∣
∣dH

i Asi
∣
∣2

PN σ
2
2,k ||di||2 + Fi σ

2
1,k |gk|2 ||AHdi||2 + |gk|2

U∑

j=1
j 6=i

pj,k |hj,k|2 |dH
i Asj|2

(4.32)

onde PN é a potênia média do sinal reebido no retransmissor tal que para sinais

desorrelaionados e om símbolos de potênia unitária,

PN = σ2 Fi +

U∑

i=1

pi,k |hi,k|2 (4.33)

e,

• δi,k é a relação sinal-interferênia mais ruído pós deteção para o usuário i

na k-ésima subportadora,

• Fi é o omprimento da sequênia de espalhamento do usário i,
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• pi,k é potênia de transmissão do usuário i na subportadora k,

• hi,k é o ganho omplexo do anal entre usuário e retransmissor para o i-ésimo

usuário na subportadora k,

• gk é ganho omplexo de anal entre retransmissor e estação rádio-base na

subportadora k,

• di é o �ltro linear de reepção para o i-ésimo usuário na k-ésima subporta-

dora,

• A é a matriz de ampli�ação do sinal no retransmissor,

• si é a sequênia de espalhamento do usuário i,

• σ2
1,k é a potênia de ruído AWGN no primeiro salto (terminal móvel - re-

transmissor),

• σ2
2,k é a potênia de ruído AWGN no segundo salto (retransmissor - estação

base),

O modelo de e�iênia energétia proposto em (GOODMAN; MANDAYAM,

2000) apresenta a taxa de transmissão efetiva omo o produto da taxa de odi-

�ação

5

pela taxa de transmissão instantânea e pela probabilidade de reepção

orreta. Assumindo que a taxa de transmissão instantânea é dada pela apaidade

de anal e que a probabilidade de reepção orreta é equivalente ao omplemento

da taxa de erro de bit média, a e�iênia energétia para sistemas MC-DS/CDMA

ooperativos pode ser desrita omo (SAMPAIO et al., 2014):

ξ =

U∑

i=1

N∑

k,1

ℓi,k B log2 (1 + δi,k) f(δi,k)
V

P


+ P


r

+ ̺
r

p
r

+
U∑

i=1

N∑

k=1

̺i pi,k +
U∑

i=1

N∑

k,1

(ϑi + υi) ri,k

[
bits

Joule

]

(4.34)

5

A razão entre número de bits de informação transmitidos pelo total de bits transmitidos.
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onde,

• ℓ é a taxa de odi�ação (número de bits de informação por número de bits

enviados),

• B é a largura de banda de ada subportadora ortogonal,

• δ é a relação sinal-interferênia mais ruído,

• f(δ) é a função de penalização que impõe a taxa de bits reebidos orreta-

mente,

• V é o número de bits enviados dentro de um quadro de transmissão,

• P


é a potênia �xa onsumida pelos iruitos dos usuários transmissores,

• P


r

é a potênia �xa onsumida pelos iruitos no retransmissor,

• ̺
r

é a ine�iênia do ampli�ador de potênia do retransmissor,

• p
r

é a potênia de transmissão do retransmissor,

• ̺i é a ine�iênia do ampli�ador de potênia usuário i,

• pi,k é a potênia de transmissão do i-ésimo usuário na k-ésima subportadora,

• ri,k é a taxa de transmissão do usuário i na subportadora k,

• ϑi é a taxa de resimento da potênia de transmissão em relação ao au-

mento da taxa de transmissão de informação,

• υi é a taxa de resimento da potênia extra onsumida pelo iruito trans-

missor para um dado aumento na taxa de transmissão de informação,

Por simpliidade, neste trabalho, as taxas de resimento lineares da potênia

onsumida pelo transmissor em função da taxa de transmissão são onsideradas
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nulas, i.e. ϑi = υi = 0, para todo i = 1, . . . , U , uma vez que a potênia on-

sumida pelos iruitos das unidades móveis não apresentam grande variação em

função da taxa de transmissão e são da ordem de dezenas a entenas de miliwatts

(LOODARICHEH; MALLICK; BHARGAVA, 2014). Adiionalmente, a função

de penalização é a função omplementar da taxa de erro de bit média, i.e., a taxa

de aerto de bits. Para anais om desvaneimento Rayleigh, a taxa de erro de

bit média para modulações M-QAM de onstelação retangular é expressa pela

equação (2.38) e onvenientemente reproduzida abaixo:

BERi,k ≈
2(
√
M − 1)√

M log2(M)

(

1−
√

3 δi,k log2(M)

2(M − 1) + 3 δi,k log2(M)

)

; (4.35)

portanto, a função f(δi,k) pode ser de�nida omo:

f(δi,k) =
(
1− BERi,k

)
=

(

1− 2(
√
M − 1)√

M log2(M)

(

1−
√

3 δi,k log2(M)

2(M − 1) + 3 δi,k log2(M)

))

(4.36)

Logo, é possível reesrever a função da e�iênia energétia do sistema em (4.34)

omo,

ξ
△
=

R

P
t

=

U∑

i=1

N∑

k,1

ℓi,kri,k

[

1− 2(
√
M − 1)√

M log2(M)

(

1−
√

3δi,k log2(M)

2(M − 1) + 3 δi,k log2(M)

)]V

P


+ P


r

+ ̺
r

p
r

+
U∑

i=1

N∑

k=1

̺i pi,k

(4.37)

onde,

ri,k = B log2 (1 + δi,k) (4.38)

Observação 3. É fundamental salientar que o modelo apresentado de e�iênia

energétia é uma estimativa da e�iênia energétia real do sistema e não repre-
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senta, neessariamente, os valores exatos ontemplados por diferentes enários

om suas respetivas modulações, níveis de potênia de transmissão, topologias e

reeptores multi-usuário lineares.

Desta forma, de�ne-se omo problema de maximização da e�iênia energé-

tia em sistemas MC-DS/CDMA ooperativos o seguinte problema de otimização

(SAMPAIO et al., 2014):

maximizar ξ =
R

P
t

sujeito à (C.1) :

N∑

k=1

pi,k ∈ [0, Pi,max], ∀i = 1, . . . , U

(C.2) :

N∑

k=1

ri,k ≥ r∗i , ∀i = 1, . . . , U

(4.39)

Enontrar a solução ótima para o problema (4.39) não é uma tarefa fáil. Neste

trabalho de doutorado ino soluções distintas para o problema de maximização

da e�iênia energétia em sistemas MC-DS/CDMA ooperativos foram propos-

tas e analisadas. As soluções estão organizadas em duas subseções distintas: a

primeira apresenta três algoritmos determinístios propostos nos trabalhos (SAM-

PAIO et al., 2014) e (SAMPAIO et al., 2013b); a segunda seção apresenta dois

algoritmos heurístios apliados ao problema publiado no trabalho (ADANYIA

et al., 2015), de o-autoria do andidato.

4.1.3.1 Abordagem de Teoria de Jogos para Maximização da E�iên-

ia Energétia em Sistemas MC-DS/CDMA Cooperativos

A semelhança entre os oneitos de teoria de jogos e os problemas de aloação

de reursos em redes sem �o é evidente. De fato, a estrutura dos jogos não

ooperativos ompartilha a maior parte das araterístias observadas no enlae

reverso de sistemas de omuniação móvel: ambos podem ser projetados de forma
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distribuída; os jogadores (ou usuários no aso de enários de omuniação sem �o)

geralmente agem de forma egoísta reagindo a alguma forma de realimentação de

aordo om as deisões tomadas anteriormente e, �nalmente, utilizando funções

utilidade adequadas os métodos baseados em teoria de jogos podem resolver quase

todos os problemas de aloação de reursos no elo reverso de redes de omuniação

sem �o.

Nesta seção serão apresentados duas abordagens distintas para o problema de

otimização desrito em (4.39): a primeira, trata-se de separar o problema em N

jogos não ooperativos om o intuito de enontrar a melhor resposta em termos de

relação sinal-interferênia mais ruído para um determinado nível de interferênia

perebido em ada uma das subportadoras. Na sequênia, um algoritmo de on-

trole distribuído é utilizado para aloar a potênia que garante melhor resposta

em SINR.

A segunda abordagem onsiste em enontrar a solução para um únio jogo não

ooperativo. O problema de maximização da e�iênia energétia em sistemas

multiportadora é transformado em um problema de maximização da e�iênia

energétia em sistemas DS/CDMA onsiderando o ganho médio dos anais de

omuniação. Desta forma, esta segunda abordagem pode ser sintetizada em dois

passos distintos: a melhor resposta em SINR é enontrada para o ganho médio de

anal para ada usuário e, na sequênia, a potênia que garante a melhor resposta

em SINR para ada usuário é aloada em todas as N subportadoras.

Iniia-se a análise pela primeira abordagem. Considere primeiramente os N

jogos não ooperativos de�nidos pela t-upla:

Γk =
(
J , (Eki )i∈J , (uki )i∈J

)
, k = 1, . . . , N (4.40)

onde J = {1, 2, . . . , U} é o onjunto de jogadores, (Eki ) é o onjunto de estraté-
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gias disponíveis para o usuário/jogador

6 i na subportadora k e uki é sua função

utilidade.

Note que maximizar a função de e�iênia energétia ξ é equivalente a maxi-

mizar as e�iênias energétias de ada usuário em ada subportadora (SAMPAIO

et al., 2014), i.e.

maximizar ξ ≡ maximizar ξi,k
△
=

ℓi,kri,kf(δi,k)
V

P


+ P


r

+ ̺
r

p
r

+ ̺i pi,k
, (4.41)

para todo i ∈ J e k = 1, . . . , N . Portanto, a função utilidade do jogador i no

subanal k é de�nida omo:

uki ≡ ξi,k =
ℓi,kB log2 (1 + δi,k) f(δi,k)

V

P


+ P


r

+ ̺
r

p
r

+ ̺i pi,k
(4.42)

Sendo assim, a melhor resposta em potênia para o jogo não ooperativo Γk

é de�nida omo

7

,

p∗i,k = argmax
pi,k

uki (pi,k,p−i,k) (4.43)

isto é, p∗i,k será a melhor resposta para o jogador i na subportadora k aso

seja o valor de potênia (argumento) que maximiza a função utilidade dado que

o vetor de potênia dos demais usuários p−1,k naquele subanal é �xo.

Jogos não ooperativos podem ser soluionados enontrando-se o equilíbrio

de Nash do problema (PANG; SCUTARI; WANG, 2008). Este, por sua vez, é o

onjunto de estratégias onde qualquer mudança unilateral não inrementa o valor

da função utilidade do jogador, i.e. p∗
k = [p∗1,k, . . . , p

∗
U,k] é um equilíbrio de Nash

6

Usuário e jogador nesta seção são utilizados omo sin�nimos.

7

A de�nição de melhor resposta foi apresentada na De�nição 19 na página 166.
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se:

uki (p
∗
−i,k, p

∗
i,k) ≥ uki (p

∗
−i,k, pi,k), ∀pi,k ∈ Eki , e ∀i = 1, . . . , U (4.44)

Em outras palavras, um equilíbrio de Nash é um onjunto de estratégias de

melhor resposta para todos os usuários simultaneamente.

Em síntese, o problema de otimização do usuário i relaionado ao jogo Γk é

desrito omo,

maximizar uki =
ℓi,kB log2 (1 + δi,k) f(δi,k)

V

P


+ P


r

+ ̺
r

p
r

+ ̺i pi,k

sujeito à (C.1) : pi,k ∈ Eki , ∀i = 1, . . . , U

(4.45)

sendo,

Eki
△
=

{

pi,k ∈ R+

∣
∣
∣
∣
pi,k ≤

Pmax

N
e ri,k ≥

r∗i
N

}

(4.46)

Note que a função utilidade depende da relação sinal-interferênia mais ruído do

usuário na subportadora e também da potênia de transmissão. Uma vez que a

SINR é uma função da potênia de transmissão para uma interferênia e ruído

�xos, é possível estabeleer a seguinte relação a partir de (4.31),

pi,k = δi,kβi,k (4.47)

onde

βi,k =

PN σ
2
2,k ||di||2 + Fi σ

2
1,k |gk|2

∣
∣
∣
∣AHdi

∣
∣
∣
∣
2
+ |gk|2

U∑

j=1, j 6=i

pj,k |hj,k|2
∣
∣dH

i Asj
∣
∣
2

Fi |hi,k|2 |gk|2 |dH
i Asi|2

(4.48)

Desta forma, é possível reesrever a função utilidade empregando somente a SINR
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omo argumento:

uki =
R(δi,k)

G(δi,k)

△
=

ℓi,kB log2 (1 + δi,k) f(δi,k)
V

P


+ P


r

+ ̺
r

p
r

+ ̺i δi,k βi,k
(4.49)

Na abordagem de teoria de jogos proposta, os valores de interferênia e ruído são

onsiderados onstantes durante todo o intervalo de otimização. Esta arate-

rístia aliada às deisões egoístas de ada jogador permite a implementação dos

algoritmos propostos de forma distribuída no enlae reverso do sistema multipor-

tadora CDMA. É importante observar que enontrar a melhor resposta (4.43) é

equivalente a maximizar a função utilidade em (4.42). É de onheimento o-

mum a nulidade da derivada de funções no(s) ponto(s) de máximo ou mínimo.

Apliando este oneito à função utilidade obtêm-se:

∂uki
∂δi,k

= 0, (4.50)

Conforme disutido no apítulo 3, se uma função é �nava (onvexa) ou quase

�nava (quase onvexa) o ponto de máximo (mínimo) é aquele em que a on-

dição (4.50) é satisfeita; este ponto será o máximo (mínimo) global da função

utilidade. A �m de mostrar que a função utilidade proposta no ontexto desta

seção, equação (4.49), é quase �nava em δi,k, faz-se neessário primeiro on�r-

mar que o numerador da função utilidade é uma urva sigmóide (vide de�nição

21). Esta a�rmação está ilustrada na �gura 27, onde a linha em azul representa

o numerador da função utilidade e a linha verde denota a segunda derivada do

numerador. O ponto onde a segunda derivada é nula é denominado ponto de in-

�exão da função, δin. Note na �gura que a segunda derivada para valores menores

que δin é não negativa e para valores maiores que δin é não positiva. De aordo

om (RODRIGUEZ, 2003), uma função que representa uma urva sigmóide é

de�nida omo:

De�nição 21 (Curva Sigmóide). Uma função f : R→ R é uma urva sigmóide

se tem as seguintes araterístias:
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 d) Numerador e Segunda Derivada para M=1024 e V=20
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Ponto de Inflexão: δ
in

 = 0.0026

Figura 27: Numerador e sua segunda derivada em função da SINR para os parâ-

metros: M = 1024 e V = 20.

1. Seu domínio é não negativo, i.e. o intervalo [0,∞);

2. A imagem é o intervalo [0, L], onde L é o maior valor assumido pela função;

3. É uma função resente;

4. É estritamente onvexa no intervalo [0, xin] om xin > 0, onde xin é o ponto

de in�exão;

5. É estritamente �nava no intervalo [xin, Lc], om Lc > xin, onde Lc é o

limite superior do intervalo no qual a função é estritamente �nava;

6. Tem uma derivada ontínua;

É possível demonstrar numeriamente que o numerador da função utilidade

uki em (4.49) é uma urva sigmóide:

Lema 7 (Numerador da Função Utilidade é uma Curva Sigmóide). A função:

R(δi,k) = ℓi,kB log2 (1 + δi,k)

[

1− 2(
√
M − 1)√

M log2(M)

(

1−
√

3δi,k log2(M)

2(M − 1) + 3 δi,k log2(M)

)]V

(4.51)
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é uma urva sigmóide em δi,k, ujo ponto de in�exão pode ser aproximado por

δin = V
5M

.

Demonstração. Para que a função Ri,k seja uma urva sigmóide em δi,k as seis

ondições na de�nição 21 devem ser atendidas. A ondição (1) segue do fato que

δi,k ≥ 0, por de�nição. A ondição (2) segue do fato que ℓi,k ∈ [0, 1], B > 0, a taxa

de transmissão de informação log2 (1 + δi,k) ≥ 0 e, �nalmente, a probabilidade de

reepção orreta de paotes enontra-se no intervalo [0, 1], o que leva a onluir

que L > 0. Uma vez que Ri,k é a multipliação de quatro termos não negativos

então Ri,k é não negativa. A ondição (3) segue do fato que Ri,k é a multipliação

de uma função resente (log2(1 + δi,k) por outra não desresente (taxa de re-

epção orreta de paotes). Para provar a validade das ondições (4) e (5) faz-se

neessário enontrar o ponto de in�exão, δin, da urva sigmóide. Empregando as

seguintes substituições

8

:

Ψ1(δi,k) = ℓi,k log2(1 + δi,k), (4.52)

Ψ2(δi,k) =

[

1− 2(
√
M − 1)√

M log2(M)

(

1−
√

3δi,k log2(M)

2(M − 1) + 3 δi,k log2(M)

)]

,(4.53)

tal que,

R(δi,k) = Ψ1(δi,k)Ψ2(δi,k)
V

(4.54)

Logo, a primeira derivada de R(δi,k) é de�nida omo:

R′(δi,k) = Ψ′
1(δi,k)Ψ2(δi,k)

V + VΨ1(δi,k)Ψ
′
2(δi,k)Ψ2(δi,k)

(V−1)
(4.55)

Por onseguinte, a segunda derivada resulta:

R′′(δi,k) = Ψ′′
1(δi,k)Ψ2(δi,k)

V + 2VΨ′
1(δi,k)Ψ

′
2(δi,k)Ψ2(δi,k)

(V−1) +

+ VΨ1(δi,k)Ψ
′′
2(δi,k)Ψ2(δi,k)

(V−1) +

+ V (V − 1)Ψ1(δi,k)(Ψ
′
2(δi,k))

2Ψ2(δi,k)
(V−2)

(4.56)

8

A notação é simpli�ada para se alançar erta legibilidade, uma vez que a segunda derivada

do numerador R(δi,k) resulta em uma expressão de alta omplexidade.
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onde Ψ′
1(δi,k), Ψ

′′
1(δi,k), Ψ

′
2(δi,k) e Ψ′′

2(δi,k) são de�nidos nas equações (4.57) a

(4.60). Note que enontrar um δin tal que R′′(δin) = 0 é uma tarefa omplexa

uma vez que a de�nição R′′
é uma equação transendental. Uma alternativa é

enontrar numeriamente o valor do ponto de in�exão δin da função R e ajustar

os valores a uma expressão simples. Sendo assim, a tabela 1 apresenta os pontos

de in�exão para diferente valores de ordem de modulaçãoM e de número de bits

por paote V . A partir dos dados apresentados na tabela 1 é fáil pereber que

Tabela 1: Valor do Ponto de In�exão δin para Diferentes Parâmetros.
V 1 2 5 10 15 20

(4-QAM) 0.1707 0.2706 0.4116 0.5472 0.6522 0.7427
(16-QAM) 0.0566 0.0966 0.1444 0.1834 0.2151 0.2457
(64-QAM) 0.0125 0.0231 0.0351 0.0416 0.0452 0.0481
(256-QAM) 0.0026 0.0052 0.0083 0.0098 0.0104 0.0107
(1024-QAM) 0.0006 0.0012 0.0020 0.0024 0.0025 0.0026
(4096-QAM) 0.0001 0.0003 0.0005 0.0006 0.0006 0.0006

aumentando o valor de V desloa-se o ponto de in�exão para a direita na linha

dos números reais, i.e. valores resentes de δi,k. Por outro lado, elevando-se a or-

dem de modulaçãoM desloa-se o ponto de in�exão para a esquerda na linha dos

números reais, i.e., para valores deresentes de δi,k. Portanto, assintotiamente,

o numerador da função utilidade tem o seguinte omportamento: se M → ∞ e

V << M , então a função torna-se �nava, pois o ponto de in�exão tende a zero.

Já quando V → ∞ e V >> M a função torna-se onvexa uma vez que o ponto

de in�exão tende ao in�nito.



2
1
0

Ψ′
1(δi,k) =

ℓi,k
log(2) (1 + δi,k)

(4.57)

Ψ′′
1(δi,k) = − ℓi,k

log(2) (1 + δi,k)2

(4.58)

Ψ′
2(δi,k) =

(

log(2)(
√
M − 1)

log(M)

√

3 log(M)δi,k + 2 log(2)M − 2 log(2)

3M log(M)δi,k

)

.

(

3 log(M)

3 log(M)δi,k + 2 log(2)M − 2 log(2)
− 9(log(M))2δi,k

(3 log(M)δi,k + 2 log(2)M − 2 log(2))2

)

(4.59)

Ψ′′
2(δi,k) =

(
1

2M(log(M))2(δi,k)2(3 log(M)δi,k − 2 log(2)M − 2 log(2))4

)(
√

M log(M)δi,k
9 log(M)δi,k + 6 log(2)M + 2 log(2)M − 6 log(2)

)

·

·
[(

2 log(2)(
√
M − 1)δi,k(3 log(M) δi,k + 2 log(2)M − 2 log(2)) ·

·(−9(log(M))2(3 log(M)δi,k + 2 log(2)M − 2 log(2))2(3 log(M) δi,k + 2 log(2)M − 2 log(2))3δi,k)
)

+

+ log(2)
(√

M − 1
)(

2 log(2) − 2 log(2)M
)(

3 log(M) δi,k + 2 log(2)M − 2 log(2)
)

·

·
(

3 log(M)(2 log(M)δi,k + 2 log(2)M − 2 log(2))2 − 9(log(M))2δi,k

)]

(4.60)
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Uma expressão para o ponto de in�exão pode ser obtida adaptando os valores

da tabela 1 em uma expressão adequada. Apliando-se o método dos mínimos

quadrados e através de uma busa não exaustiva, a expressão δin =
V

5M
apresen-

tou o menor erro quadrátio médio normalizado da ordem de 10−1
. Desta forma,

para a ombinação de parâmetros da tabela 1 e erro supraidato, a função R(δi,k)

é onvexa para todo δi,k ∈
[
0, V

5M

]
, e �nava no intervalo

[
V
5M
, Lc

]
, e, portanto,

as ondições (4) e (5) são satisfeitas.

Finalmente, a ondição (6) é trivial uma vez que δi,k ≥ 0 e R(0) = 0.

Do lema 7 segue a quase onavidade de uki (SAMPAIO et al., 2014):

Lema 8 (Quase Conavidade da Função Utilidade). A função utilidade uki é

quase �nava em δi,k.

Demonstração. Note que a função utilidade de�nida omo uki : R+ → R+, é

uma função ontínua tal que uki (δi,k) = R(δi,k)/G(δi,k), onde G é uma função

a�m positiva. Do lema 7 segue que R é uma urva sigmóide. Da de�nição de

urva sigmóide, existe um δin que satisfaz: ∀δi,k ∈ [0, δin]⇒ R é onvexa e ∀δi,k ∈

[δin,∞) ⇒ R é �nava. Para valores menores que δin no domínio da função,

uki é a razão entre uma função onvexa e uma função a�m positiva. De aordo

om (AVRIEL et al., 2010, Tabela 5.5 na Página 165) esta razão é uma função

quase onvexa. Por outro lado, para valores maiores que δin a função utilidade é

a razão entre uma função �nava e uma a�m positiva. De aordo om (AVRIEL

et al., 2010) esta razão é uma função quase �nava. Sendo assim, da de�nição

de quase onvexidade através da desigualdade de Jensen em (A.30), segue que

∀x1, x2 ∈ [0, δin] e para todo λ ∈ [0, 1], uki (λx1+(1−λ)x2) ≤ max{uki (x1), uki (x2)}.

Note que para x1 = 0 e x2 = δin a desigualdade se reduz a:

uki ((1− λ)δin) ≤ uki (δin), (4.61)
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A equação (4.61) implia que uki é não deresente no intervalo [0, δin]. Portanto,

uki é quase �nava e quase onvexa em δ ∈ [0, δin]. Uma vez que uki é quase

�nava no intervalo [0, δin] e no intervalo [δin,∞), e uki é ontínua, então uki é

quase �nava para todo δ ≥ 0.

Uma vez que a função utilidade é quase �nava, pode-se utilizar a ondição

(4.50) para se obter a melhor resposta em relação sinal-interferênia mais ruído:

∂uki
∂δi,k

= 0

∂

δi,k

R(δi,k)

G(δi,k)
= 0

R′(δi,k)G(δi,k)−R(δi,k)G
′(δi,k)

(G(δi,k))
2 = 0

R′(δi,k) (P + P


r

+ ̺
r

p
r

+ ̺i δi,k βi,k)−R(δi,k) (̺i βi,k) = 0 (4.62)

onde R(δi,k) e R
′(δi,k) são de�nidos em (4.54) e (4.55), respetivamente.

O teorema abaixo prova a existênia de um equilíbrio de Nash para o jogo

não ooperativo proposto (RENY, 2005, Teorema 2.2 na Página 2).

Teorema 9 (Existênia de um Equilíbrio de Nash). Se ada Eki , i ∈ J , é um

subonjunto não vazio, ompato e onvexo de um espaço métrio, e ada uki é

ontínua e quase �nava em δi,k, então o jogo Γk possuí ao menos um equilíbrio

de Nash de estratégias puras.

Demonstração. Para ada jogador i e ada vetor de estratégias dos demais jogado-

res δ−i,k ∈ Ek−i, onde Ek−i = ×j∈J
j 6=i
Ekj , denote por Y(δ−i,k) o onjunto de pontos em

Eki que maximiza uki (·, δ−i,k). Como u
k
i é ontínua e Eki é ompato então Y(δ−i,k)

é um onjunto não vazio, i.e. existe ao menos um ponto do onjunto de estratégias

que maximiza a utilidade do jogador i. Considere a orrespondênia de reação

9

9

A orrespondênia é de reação pois trata-se das estratégias de melhor resposta que podem
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Lk
i : Ek−i ։ Eki de�nida omo os pontos que maximizam a função utilidade do

usuário i quando as estratégias utilizadas pelos demais usuários são δ−i,k ∈ Ek−i,

i.e. Lk
i (δ−i,k) =

{
δ∗i,k ∈ Eki

∣
∣uki (δ

∗
i,k, δ−i,k) ≥ uki (δi,k, δ−i,k), ∀ δi,k ∈ Eki

}
. Uma vez

que o onjunto de estratégias disponíveis aos demais usuários, Ek−i, é ompato e

a função utilidade uki é ontínua, então o onjunto de pontos que maximizam a

utilidade do jogador i dado as estratégias dos demais jogadores, Y(δ−i,k), é um

onjunto não vazio, o que implia que a orrespondênia de reação Lk
i é hemi

ontínua superior

10

. Da quase onavidade de uki em δi,k segue que Lk
i (δ

k
−i) é

onvexa. Em suma, a orrespondênia de reação do jogador i é uma orrespon-

dênia hemi ontínua superior, ujos valores assumidos são onjuntos onvexos e

não vazios. Estas três araterístias são herdadas pela orrespondênia simultâ-

nea de todos os jogadores de�nida omo, Lk : Ek ։ Ek, onde Ek = ×j∈J Ekj e

Lk = ×j∈J Lk
i (δ−i,k) para todo δk ∈ Ek. Note que orrespondênias que apresen-

tam hemi ontinuidade superior, ujos valores assumidos são onjuntos não vazios

e onvexos, são denominadas mapas de Kakutani (GRANAS; DUGUNDJI, 2003).

Pelo teorema de pontos �xos de Gliksbeg (GLICKSBERG, 1952) se Ek é um sub-

onjunto não vazio, ompato e onvexo de um espaço métrio e a orrespondênia

Lk
é um mapa de Kakutani então Lk

tem um ponto �xo, i.e. ∃δ∗
k ∈ Ek tal que

δ∗
k ∈ Lk(δ∗

k). Este ponto δ∗
k é, portanto, um equilíbro de Nash de estratégias

puras.

Sendo assim, uma vez que ao menos um equilíbrio de Nash existe para o

problema de maximização da e�iênia energétia em sistemas MC-DS/CDMA

ooperativos, o algoritmo de maximização da e�iênia energétia apresentado no

algoritmo 4.2 foi proposto em (SAMPAIO et al., 2013b).

ser seleionadas pelo jogador esboçando, assim, a reação do mesmo às estratégias utilizadas

pelos demais jogadores.

10

Uma orrespondênia C : X ։ Y é hemi ontínua superior em um ponto x ∈ X se para

todo onjunto aberto Θ ontendo C(x) existe uma vizinhança Vx de x tal que C(z) ⊂ Θ,
∀z ∈ Vx.
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Algoritmo 4.2 Algoritmo Iterativo de Maximização da EE (AIMEE)

Entrada:

Dado a interferênia dos demais usuários β−i,k, número máximo de iterações I
e uma preisão ǫ
Saída:

Solução do problema (4.43): p∗
i

Iníio:

1: t← 1
2: Repita

3: Enontre δ∗i,k, ∀k = 1, . . . , N utilizando (4.62)

4: Resolva o problema ontrole de potênia para δ∗

5: t← t + 1
6: Até que ||pi[t]− pi[t− 1]|| ≤ ǫ ou t > I

Onde δ∗
é a matriz U ×N de SINR ótimas sujos elementos são δi,k.

Note que o algortimo 4.2 é referente ao usuário i apenas. Logo, no enlae

reverso dos sistemas MC-DS/CDMA ada usuário é responsável por exeutar o

seu algoritmo e realizar a aloação de reursos de forma individual, justi�ando

assim, a araterístia distribuída do algoritmo proposto. No passo 3 do algo-

ritmo, o usuário busa a melhor resposta em SINR para ada subportadora de

aordo om a interferênia e ruído observados β−i,k. O passo 4, por sua vez,

trata do ontrole de potênia lássio em sistemas multiportadora na presença de

interferênia de múltiplo aesso. Este passo pode ser soluionado de duas formas

distintas:

1. Primeiro, onsiderando o algoritmo iterativo de water-�lling adaptado para

o problema do passo 4 no algoritmo 4.2, ujo pseudoódigo está desrito

no algoritmo 4.1. A ombinação do algoritmo 4.2 om o algoritmo IWFA é

denominada EE-IWFA;

2. Segundo, tratando ada subportadora omo um sistema independente e

empregando o ontrole de potênia distribuído baseado no equilíbrio de

Verhulst, apresentado na equação iterativa (4.19). Esta ombinação é de-

nominada EE-VDPCA;
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O algoritmo 4.2 onverge para um equilíbrio de Nash pois dado a quase ona-

vidade e ontinuidade de uki o jogo não ooperativo é um jogo potenial de melhor

resposta e portanto a dinâmia de melhor resposta onverge para o equilíbrio de

Nash (VOORNEVELD, 2000).

Os resultados de simulação destas duas soluções distintas serão apresentados

no apítulo 5 de forma onjunta om as demais soluções propostas.

Outra forma de soluionar o problema de maximização da e�iênia energétia

em redes do tipo MC-DS/CDMA ooperativas é onsiderando o ganho de anal

médio ao longo das N subportadoras e soluionando o problema omo em um

sistema om apenas uma portadora. Considere as seguintes de�nições:

h̄ = [h̄1, h̄2, . . . , h̄i, . . . , h̄U ] (4.63)

onde os ganhos médios de anal para o sistema MC-DS/CDMA ooperativo da

�gura 9 são dados por

h̄i =
1

N

N∑

k=1

|hi,k|2 , e ḡ =
1

N

N∑

k=1

|gk|2 (4.64)

Considerando o ganho médio de anal, o problema de otimização (4.45) pode

ser reesrito omo,

maximizar ui =
ℓ̄iB log2

(
1 + δ̄i

)
f(δ̄i)

V

P


+ P


r

+ ̺
r

p
r

+ ̺i pi

sujeito à (C.1) : pi ∈ Ēi, ∀i = 1, . . . , U

(4.65)
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onde δ̄i é a SINR média a partir do ganho de anal médio h̄i e

Ēi △
=

{

p̄i ∈ R+

∣
∣
∣
∣
p̄i ≤

Pi,max

N
e r̄i ≥

r∗i
N

}

(4.66)

sendo p̄i a potênia média de transmissão e r̄i a taxa média de transmissão por

subportadora.

Note que o problema (4.65) é, na verdade, equivalente a um aso espeial do

problema (4.45). Portanto o algoritmo 4.2 pode ser utilizado onsiderando que

N = 1. Uma vez que o problema (4.65) é uni-portadora, o passo 4 no algoritmo

4.2 será soluionado apenas pelo algoritmo distribuído de ontrole de potênia

baseado no equilíbrio de Verhulst. Esta tereira solução proposta é denominada

EE-MDPCA e também será araterizada numeriamente no próximo apítulo.

4.1.3.2 Abordagem pelo Método de Dinkelbah

O método de Dinkelbah (DINKELBACH, 1967) apresentado na seção 3.3

pode ser apliado ao problema de maximização da e�iênia energétia om res-

trições de qualidade de serviço mínima e potênia de transmissão máxima, no

enlae reverso de sistemas MC-DS/CDMA ooperativos, de forma entralizada.

A forma paramétria do problema de otimização fraional quase �navo apre-

sentado em (4.39) é o problema �navo de�nido omo:

maximizar

P∈P
R(P)− qt Pt(P)

sujeito à (C.1) :

N∑

k=1

pi,k ∈ [0, Pi,max], ∀i = 1, . . . , U

(C.2) :

N∑

k=1

ri,k ≥ r∗i , ∀i = 1, . . . , U

(4.67)
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onde qt = R(Pt)/Pt(Pt) é um parâmetro obtido a partir da função fraional

não linear original, Pt é a matriz de aloação de potênia na t-ésima iteração do

algoritmo; e R(P) é a taxa de transmissão de informação efetiva do sistema em

função da matriz de aloação de potênia P, de�nida omo,

R(P) =

U∑

i=1

N∑

k=1

ℓi,k ri,k f(δi,k)
V

(4.68)

i e k são os indexadores de usuário e subportadora, respetivamente; ℓi,k é a taxa

de odi�ação, ri,k a taxa de transmissão obtida pela apaidade de anal, f(δi,k)

é a função

11

de penalização de�nida em (4.36) e V é o número de bits transmitidos

por paote. A função P
t

(P) é a potênia total de transmissão mais a potênia

onsumida pelos iruitos apresentada no denominador da equação (4.37); e P é

o domínio do problema, i.e. o onjunto de todas as matrizes de aloação fatíveis,

de�nido de aordo om:

P △
=

{

P ∈ R
U×N
+

∣
∣
∣
∣
∣

N∑

k=1

pi,k ≤ Pi,max, ∀i = 1, . . . , U

}

(4.69)

O pseudoódigo do algoritmo de Dinkelbah adaptado ao problema de ma-

ximização da e�iênia energétia em redes de omuniação ooperativas do tipo

MC-DS/CDMA é desrito a seguir no algoritmo 4.3.

Observa-se que no algoritmo EE-MCDINK, a função F é de�nida omo,

F (q) = max
P∈P
{R(P)− q P

t

(P)} (4.70)

Note que o passo 3 é um problema �navo e, portanto, ténias de otimiza-

ção onvexa podem ser apliadas. Neste trabalho, a ferramenta de programação

onvexa disiplinada CVX (GRANT; BOYD, 2014), (GRANT; BOYD, 2008), foi

11

Uma vez que a SINR é uma função linear das potênias de transmissão de ada usuário f

também é uma função das potênias de transmissão
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Algoritmo 4.3 Método de Dinkelbah para Sistemas MC-DS/CDMA (EE-

MCDINK)

Entrada:

Dado o problema de otimização (4.67) e uma preisão ǫd
Enontre q1 arbitrário que satisfaça F (q1) ≥ 0

Saída:

Solução do problema (4.67): P∗

Iníio:

1: t← 1
2: Repita

3: Resolva o problema (4.67) om q = qt para obter P
∗
t

4: qt+1 =
R(P∗

t )

P
t

(P∗
t )

5: t← t + 1
6: Até que |F (qt)| ≤ ǫd

utilizada para soluionar o problema paramétrio (4.67).

4.1.3.3 Abordagem por Métodos Heurístios

Os métodos heurístios, nominalmente, o algoritmo dos vaga-lumes e o algo-

ritmo de otimização por enxame de partiulas foram empregados na maximização

da e�iênia energétia do enlae reverso de redes ooperativas de múltiplo aesso

por divisão de ódigo de sequênia direta om múltiplas subportadoras.

A função usto utilizada por ambos algoritmos é a e�iênia energétia do

sistema e portanto os algoritmos foram implementados de forma entralizada na

estação rádio-base, sendo esta a responsável por transmitir aos usuários os res-

petivos níveis de potênia de transmissão que devem ser utilizados nas unidades

móveis.

Sendo assim, a função objetivo f desrita nos algoritmos 3.2 e 3.3 é desrita
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omo:

f(P) =

U∑

i=1

N∑

k,1

ℓi,kB log2 (1 + δi,k) f(δi,k)
V

P


+ P


r

+ ̺
r

p
r

+
U∑

i=1

N∑

k=1

̺i pi,k

(4.71)

onde P é a matriz de aloação de potênias. Na abordagem heurístia desenvol-

vida neste trabalho, o domínio do problema é garantido veri�ando-se as restrições

(C.1) e (C.2) apresentadas na de�nição do problema de otimização em (4.39), a

partir de seus laços, e qualquer solução gerada que não pertença ao domínio do

problema é desartada e um solução fatível aleatória é gerada em seu lugar.

A otimização dos parâmetros dos algoritmos, aspetos numérios de onver-

gênia bem omo os resultados de desempenho obtidos a partir de simulações

omputaionais serão apresentados no próximo apítulo.

4.2 Aloação de Reursos em Sistemas om Múl-

tiplo Aesso por Divisão de Frequênias Orto-

gonais

O sistema OFDMA é o modelo de múltiplo aesso utilizado nos padrões de

redes de quarta geração LTE, LTE-A e WiMAX. A maior apliação deste método

de múltiplo aesso está no enlae de desida a �m de garantir altas taxas de

transmissão de dados. Desta forma o ontrole de potênia não é um problema

om grande apelo para sistemas que utilizam OFDMA. Todavia, a maximização

da vazão do sistema é um problema de otimização que atende diretamente aos

propósitos de se utilizar esta ténia no enlae de desida de redes que transmitem

em altas taxas.

Sendo assim, onsidere o enlae direto de um sistema OFDMA om U usuários

e N subportadoras, onde hi,k india o ganho omplexo de anal do usuário i na
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subportadora k. A vazão do sistema obtida a partir da apaidade de anal de

Shannon (SHANNON, 1948) é:

C =
U∑

i=1

N∑

k=1

φi,kri,k =

U∑

i=1

N∑

k=1

φi,kB log2 (1 + δi,k) (4.72)

onde φi,k ∈ {0, 1} é uma variável que representa se o usuário i está ativo no

subanal k (φi,k = 1) ou não (φi,k = 0). A taxa de transmissão de informação do

usuário i na subportadora k é ri,k; de�ne-se ainda, δi,k a relação sinal-ruído do

usuário i na subportadora k:

δi,k =
pi,k |hi,k|2
N0B

(4.73)

sendo pi,k a potênia de transmissão do i-ésimo terminal móvel no subanal k,

N0 a densidade espetral de potênia do ruído aditivo Gaussiano brano e B a

banda da subportadora.

Sendo assim, o problema de maximização da vazão do sistema OFDMA sem

restrições de taxa é desrito omo:

maximizar C =
U∑

i=1

N∑

k=1

φi,k B log2 (1 + δi,k)

sujeito à (C.1) :

U∑

i=1

N∑

k=1

φi,kpi,k ∈ [0, Pmax]

(C.2) :

U∑

i=1

φi,k ≤ 1, ∀k = 1, . . . , N

(C.3) : φi,k ∈ {0, 1}, ∀i = 1, . . . , U e k = 1, . . . , N (4.74)

onde Pmax é a potênia máxima de transmissão da estação rádio-base.

Evidentemente, o problema (4.74) tem duas variáveis de deisão: a matriz P
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de aloação de potênia de transmissão e a matrizφ de aloação de subportadoras.

Uma matriz P é denominada fatível se pertene ao domínio de potênia do

problema, i.e.

P ∈ P △
=

{

P ∈ R
U×N
+

∣
∣
∣
∣
∣

U∑

i=1

N∑

k=1

φi,kpi,k ≤ Pmax

}

(4.75)

De forma equivalente, a matriz de aloação de subportadoras φ é denominada

fatível se pertene ao domínio de aloação de subanais do problema, i.e.

φ ∈ Ω
△
=

{

φ ∈ {0, 1}U×N

∣
∣
∣
∣
∣

U∑

i=1

φi,k ≤ 1, ∀k = 1, . . . , N

}

(4.76)

O problema de maximização da vazão no enlae direto de sistemas OFDMA

sem restrição de taxa de transmissão tem solução simples: dado a matriz de anal

H ∈ CU×N
, onde hi,k é o ganho omplexo de anal do usuário i na subportadora

k, a aloação de subportadoras pode ser feita de aordo om,

φi,k =







1, se max
[
|h1,k|2 , . . . , |hU,k|2

]
= |hi,k|2

0, aso ontrário

(4.77)

Uma vez que a aloação de subportadoras tenha sido feita o proedimento

para aloação de potênia é realizado através de uma solução simples de water-

�lling omo no aso uni-usuário apresentado na seção 4.1.2. Todavia, o objetivo

neste aso é distinto do ontrole de potênia: na maximização da vazão a solução

ótima é assegurada quando a potênia máxima de transmissão é aloada de forma

ótima utilizando o oneito de solução de water-�lling.
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No aso do problema (4.74) a solução via water-�lling pode ser obtida por,

N∑

k=1

(

µ− N0B

|hk|2
)

= Pmax (4.78)

onde |hk|2 = max
[
|h1,k|2 , . . . , |hU,k|2

]
.

Desta forma, o nível d'água ótimo µ∗
é dado por:

µ∗ =
1

N
Pmax −

N∑

k=1

(
N0B

|hk|2
)

(4.79)

e a função g(µ) por,

g(µ) = µN −
(

Pmax

N∑

k=1

(
N0B

|hk|2
))

(4.80)

Finalmente, a solução para o problema de maximização da vazão em sistemas

OFDMA sem restrição de taxa de transmissão mínima é dado por,

pi,k =







µ∗ − N0B

|hk|2
, se |hi,k|2 = max

[
|h1,k|2 , . . . , |hU,k|2

]

0, aso ontrário

(4.81)

Note que para enontrar o valor do nível d'água ótimo deve-se seguir os passos

apresentados no algoritmo 4.1.

Nas seções que se seguem, serão abordados os problemas de maximização da

apaidade efetiva e maximização da e�iênia energétia efetiva no enlae direto

de sistemas OFDMA.
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4.2.1 Maximização da Capaidade Efetiva em Sistemas

OFDMA

Outra métria que pode ser utilizada para otimizar a transmissão no elo direto

de redes de múltiplo aesso por divisão ortogonal de frequênia, é a apaidade

efetiva do sistema proposto por (WU; NEGI, 2003) e desrito na seção 2.2.1.

A apaidade efetiva do sistema onsiderando anais não seletivos em frequênia

sem linha de visada ujos ganhos de amplitude podem portanto ser modelados por

uma distribuição de probabilidade estatístia do tipo Rayleigh é de�nida omo:

C
e

(θ,φ,P) =

U∑

i=1

N∑

k=1

−φi,k

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

(4.82)

onde i e k são os indexadores de usuário e subportadora, respetivamente, φ é

a váriavel binária que representa a atividade do usuário i na subportadora k, p

é a potênia de transmissão, N0 é a densidade espetral de potênia do ruído,

B é a largura de banda de ada um dos subanais ortogonais, θi o exponente de

qualidade de serviço do usuário i assoiado ao atraso estatístio máximo tolerável,

Ai =
θiTB
log(2)

, θ = [θ1, θ2, . . . , θU ]
T
o vetor de exponentes de QoS, e φ a matriz de

aloação de subportadora de�nida omo,

φ ∈ Ω
△
=

{

φ ∈ {0, 1}U×N

∣
∣
∣
∣
∣

U∑

i=1

φi,k ≤ 1, k = 1, . . . , N

}

(4.83)

P, por sua vez, é a matriz U × N de aloação de potênias de transmissão, tal

que,

P ∈ P △
=

{

P ∈ R
U×N
+

∣
∣
∣
∣
∣

U∑

i=1

N∑

k=1

φi,kpi,k ≤ Pmax

}

(4.84)

A formulação em (4.82) é válida assumindo que o omprimento máximo das
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�las

12

na estação rádio-base seja grande o su�iente para não gerar a ondição de

�la vazia. O problema de maximização da apaidade efetiva sujeito a restrições

de apaidade efetiva mínima a ser garantida, potênia máxima de transmissão

disponível e expoentes de qualidade de serviço estatístia relaionados ao atraso

máximo tolerável θ = [θ1, θ2, . . . , θU ]
T
pode ser formalmente formulado para o

anal direto omo,

maximizar C
e

(θ,φ,P) =

U∑

i=1

N∑

k=1

−φi,k

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

sujeito à (C.1) :

N∑

k=1

−φi,k

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

≥ Ci,min
e

, ∀i

(C.2) :

U∑

i=1

N∑

k=1

φi,kpi,k ∈ [0, Pmax]

(C.3) :

U∑

i=1

φi,k ≤ 1, ∀k = 1, . . . , N

(C.4) : φi,k ∈ {0, 1}, ∀i = 1, . . . , U e k = 1, . . . , N

(C.5) :

U∑

i=1

Ni = N, Ni ∈ Z+ (4.85)

onde Ci,min
e

expressa a restrição individual de QoS estatístia em termos de a-

paidade efetiva mínima do usuário i. As ondições (C.2), (C.3) e (C.4) seguem

da modelagem matemátia do enlae de desida do sistema OFDMA: impõe que

apenas um usuário é aloado por subportadora, que a potênia máxima de trans-

missão da estação rádio-base não é ultrapassada e que as variáveis de aloação

de subportadora são binárias. Finalmente, na ondição (C. 5) Ni é o número de

subanais atribuídos ao usuário i, desta forma a ondição garante que todas as

subportadoras foram ativadas.

O problema de otimização em (4.85) é um programa não linear inteiro-misto:

12

As �las partiipam do ontrole de enlae sendo utilizadas para armazenar informação

quando a quantidade de informação a ser enviada no intervalo de tempo T é maior que a

taxa de transmissão no intervalo. Veja a �gura 12.
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não linear, pois a natureza das funções (objetivo e de restrição) é não linear,

inteiro-misto pois a matriz de aloação de potênias é uma variável de deisão

ontínua, de�nida omo o produto artesiano de intervalos do onjunto dos núme-

ros reais, enquanto a matriz de aloação de subportadora é omposta por variáveis

disretas (binárias).

Problemas de otimização do tipo inteiro misto omplexos geralmente são las-

si�ados omo de tempo polinomial não determinístio - difíil (do inglês, poly-

nomial time non-deterministi - hard, NP-Hard) (GAREY; JOHNSON, 1979).

Desta forma, a omplexidade omputaional intrínsea à obtenção da solução

ótima do problema é proibitiva (REKLAITIS; RAVINDRAN, 1983). Problemas

de otimização do tipo inteiro misto desta ordem de omplexidade (NP-Hard) são

omumente soluionados por métodos baseados no oneito de branh and bound

(BOYD; VANDENBERGHE, 2004). Nestes métodos, uma árvore de deisão é

onstruída onsiderando limites superiores e inferiores para a versão relaxada

13

do problema original. O algoritmo onverge quando a diferença dos limites é nula

e/ou menor que um valor espeí�o de preisão.

A versão relaxada do problema (4.85) onsidera que o indexador de subpor-

tadora torna-se ontínuo, φ
i,k
∈ [0, 1] para todo i = 1, . . . , U e k = 1, . . . , N .

Note que essa relaxação é equivalente a um esquema de ompartilhamento tem-

poral, i.e. ada usuário utiliza o subanal por uma fração de tempo que somados

resultam igual a 1. Embora de forma geral os anais de omuniação não per-

maneçam onstantes por tempo su�iente para que o ompartilhamento do anal

em frações de tempo seja possível, em sistemas reais (WONG et al., 1999) foi

demonstrado em (YU; LUI, 2006) que a solução dual do problema de aloação

de reursos em sistemas multiportadora é arbitrariamente próxima da solução do

problema original quando o número de subportadoras tende a in�nito.

13

Relaxação é empregada visando transformar variáveis de deisão disretas em ontínuas em

um intervalo apropriado.
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Sendo assim, onsidere a versão relaxada da matriz de aloação de subporta-

doras φ ujo domínio Ω é de�nido omo,

φ ∈ Ω
△
=

{

φ ∈ [0, 1]U×N

∣
∣
∣
∣
∣

U∑

i=1

φ
i,k
≤ 1, k = 1, . . . , N

}

(4.86)

A apaidade efetiva do sistema om ompartilhamento temporal, i.e. onsi-

derando a forma relaxada de aloação de subportadora, é de�nido omo,

C
e

(
θ,φ,P

)
=

U∑

i=1

N∑

k=1

−
φ
i,k

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

(4.87)

onde φ
i,k
∈ [0, 1] é o elemento da i-ésima linha e k-ésima oluna da matriz φ.

Como onsequênia, pode-se reesrever o problema de maximização da apaidade

efetiva em (4.85), obtendo a seguinte forma relaxada,

maximizar C
e

(
θ,φ,P

)
=

U∑

i=1

N∑

k=1

−
φ
i,k

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

sujeito à (C.1) :

N∑

k=1

−
φ
i,k

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

≥ Ci,min
e

, ∀i

(C.2) :

U∑

i=1

N∑

k=1

φ
i,k
pi,k ∈ [0, Pmax]

(C.3) :

U∑

i=1

φ
i,k
≤ 1, ∀k = 1, . . . , N

(C.4) : φ
i,k
∈ [0, 1], ∀i = 1, . . . , U e k = 1, . . . , N

(C.5) :

U∑

i=1

Ni = N, Ni ∈ R+ (4.88)

A araterístia do ompartilhamento temporal, i.e. a relaxação do problema,

garante que o problema de otimização (4.88) funione omo um limite superior

da apaidade efetiva do sistema (BOYD; VANDENBERGHE, 2004).

Para prosseguir om a análise do problema (4.88), apresenta-se o seguinte
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lema:

Lema 10 (Conavidade da Capaidade Efetiva). A versão relaxada da função

da apaidade efetiva em sistemas sem linha de visada om anais onde o ganho

em amplitude do anal apresenta distribuição de Rayleigh,

C
e

(
θ,φ,P

)
=

U∑

i=1

N∑

k=1

−
φ
i,k

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

(4.89)

é �nava em P e φ.

Demonstração. Primeiramente, demonstra-se que:

(pi,k, φi,k) = −
φ
i,k

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

(4.90)

é �nava. Uma vez que  é duplamente difereniável o teste de segunda ordem

pode ser apliado para veri�ar sua onavidade. Desta forma, a matriz Hessiana

de  é:

H


=









∂2 (pi,k, φi,k)

∂ p2i,k

∂2 (pi,k, φi,k
)

∂ pi,k ∂ φi,k
∂2 (pi,k, φi,k)

∂ φ
i,k
∂ pi,k

∂2 (pi,k, φi,k
)

∂ φ2

i,k









, (4.91)

onde as derivadas pariais são dadas por,

∂2 (pi,k, φi,k)

∂ φ2
i,k

= 0 (4.92)

∂2 (pi,k, φi,k)

∂ pi,k ∂ φi,k

=

(N0B + pi,k) EAi

[
N0B

pi,k

]

− (N0B)EAi−1

[
N0B

pi,k

]

θi (pi,k)
2 EAi

[
N0B

pi,k

]
(4.93)



228

∂2 (pi,k, φi,k
)

∂ φ
i,k
∂ pi,k

=

(N0B + pi,k) EAi

[
N0B

pi,k

]

− (N0B)EAi−1

[
N0B

pi,k

]

θi (pi,k)
2 EAi

[
N0B

pi,k

]

(4.94)

∂2 (pi,k, φi,k
)

∂ p2i,k
=

φ
i,k

θi (pi,k)
2EAi

[
N0B

pi,k

]2

(

e
− 2N0B

pi,k pi,k

−e−
N0B

pi,k (N0B + (2− Ai)pi,k)EAi

[
N0B

pi,k

]

− (2N0B + Aipi,k)EAi

[
N0B

pi,k

]2
)

(4.95)

De aordo om o teorema 1.10 na página 11 do trabalho de (BERMAN; Shaked-

-Monderer, 2003), os seguintes enuniados são equivalentes:

1. H


é uma matriz semide�nida negativa;

2. Todos os menores prinipais

14

de H


são não positivos;

Portanto, a não positividade dos dois menores prinipais de H


é su�iente para

demonstrar que H


é semide�nida negativa. Sendo assim, onsidere os dois me-

nores prinipais da matriz H


∂2 (pi,k, φi,k
)

∂ p2i,k
(4.96)

−
(
∂2 (pi,k, φi,k

)

∂ φ
i,k
∂ pi,k

)(
∂2 (pi,k, φi,k

)

∂ pi,k ∂ φi,k

)

= −
(
∂2 (pi,k, φi,k

)

∂ φ
i,k
∂ pi,k

)2

(4.97)

De fato o segundo menor prinipal (4.97) é não positivo. Determinar a não positi-

vidade do primeiro menor prinipal (4.96), porém, é uma tarefa difíil. Considere,

sem perda da generalidade, que φi,k = 1. A �gura 28 apresenta a região para os

parâmetros Ai, N0B e pi,k onde o menor prinipal é não positivo.

Isto signi�a que, para uma oleção razoável de valores numérios prátios de

14

Os menores prinipais de uma matriz quadrada são os determinantes de todas as submatri-

zes obtidas pela remoção de uma oluna i e uma linha j da matriz original tal que i = j, além

do determinante da matriz original.
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Figura 28: Região do espaço {Ai × N0 × pi,k} onde o menor prinipal (4.96) da
matriz Hessiana da função  é não positivo.

pi,k, Ai e N0 o menor prinipal de H

é não positivo.

Desta forma, a matriz Hessiana de  é semide�nida negativa para um onjunto

de parâmetros enontrados em enários prátios de teleomuniações. Sendo as-

sim, de aordo om a ondição de segunda ordem para a onavidade de funções,

apresentada no Teorema 14 no Apêndie A, isto implia na onavidade de .

Finalmente, de aordo om (BOYD; VANDENBERGHE, 2004, Página 79) a

operação de soma ponderada não negativa de funções �navas é uma função

�nava. Portanto, uma vez que (·) em (4.90) é �nava, então:

C
e

(
θ,φ,P

)
=

U∑

i=1

N∑

k=1

(pi,k, φi,k) (4.98)

a função da apaidade efetiva do sistema C
e

(
θ,φ,P

)
é �nava em φ e P.
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Note que o problema �navo (4.88) satisfaz a ondição de Slater (apresentada

na de�nição 18), i.e. existe um pi,k e φi,k
que satisfazem as ondições (C.1), (C.2)

e (C.3) de forma estrita (SLATER, 1950). Logo, é possível resolver o problema

dual de (4.88) para obter a solução primal om gap de dualidade G nulo. Desta

forma, de�ne-se o Lagrangiano em P e φ do problema de otimização (4.88):

L(P,φ,ν) =
U∑

i=1

N∑

k=1

−
φ
i,k

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

+

U∑

i=1

νi

(
N∑

k=1

−
φ
i,k

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

− Ci,min
e

)

+ν0

(

Pmax −
U∑

i=1

N∑

k=1

φ
i,k
pi,k

)

(4.99)

onde ν = [ν0, ν1, . . . , νU ] é o vetor de variáveis duais. Adiionalmente, a seguinte

relação é verdadeira

15

:

argmin
ν

sup
P,φ
L(P,φ, ν) ≡ argmax

P,φ
C
e

(θ,φ,P) (4.100)

Considerando a de�nição (4.99), a relação em (4.100) é desenvolvida,

sup
P,φ

L(P,φ,ν) = argmax
P,φ

U∑

i=1

N∑

k=1

−φ
i,k

θi
log

(

N0B
pi,k

e
N0B

pi,k EAi

[
N0B
pi,k

])

+
U∑

i=1

νi

(
N∑

k=1

−φ
i,k

θi
log

(

N0B
pi,k

e
N0B

pi,k EAi

[
N0B
pi,k

])

− Ci,min
e

)

+ν0

(

Pmax −
U∑

i=1

N∑

k=1

φ
i,k
pi,k

)

= argmax
P,φ

U∑

i=1

N∑

k=1

[

−φ
i,k

(νi+1)

θi
log

(

N0B
pi,k

e
N0B

pi,k EAi

[
N0B
pi,k

])

− ν0φi,k
pi,k

]

(4.101)

15

Esta relação foi estabeleida utilizando um problema onvexo genério no apítulo 3 (Veja

a relação 3.40) e aqui é estendido para o problema (4.88).
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e leva à seguinte onlusão: o problema dual,

argmin
ν

sup
P,φ
L(P,φ,ν) (4.102)

pode ser soluionado resolvendo-se UN subproblemas da forma:

argmax
pi,k,φi,k

−
[

ν0φi,k
pi,k +

φ
i,k
(νi + 1)

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])]

(4.103)

e, posteriormente, atualizando-se o vetor de variáveis duais ν. Uma vez que o

problema (4.103) está na forma �nava padrão é possível utilizar as odições de

KKT (Teorema 4) para enontrar a solução ótima. Sendo assim, para um vetor

�xo ν a aloação de potênia para o usuário i na k-ésima subportadora pode ser

obtida através de:

∂ L
(
P,φ,ν

)

∂ pi,k

∣
∣
∣
∣
∣
pi,k=p∗

i,k

= 0, (4.104)

quando φ
i,k

= 1. Esta ondição é satisfeita quando:

−ν0(pi,k)2 +
pi,k(νi + 1)

θi
+
N0B(νi + 1)

θi



1−
EAi−1

[
N0B
pi,k

]

EAi

[
N0B
pi,k

]



 = 0 (4.105)

O ponto que satisfaz (4.105) pode ser omputado através do método de Newton.

Uma vez que a potênia de transmissão ótima tenha sido alulada, a aloação

de subportadoras pode ser determinada usando ondições de primeira ordem no

Lagrangiano, i.e.

∂ L(P,φ,ν)
∂φ

i,k

= −(νi + 1)

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

− ν0pi,k

= Φi,k







< 0 se φ∗
i,k

= 0,

= 0 se φ∗
i,k
∈ (0, 1),

> 0 se φ∗
i,k

= 1

(4.106)

Note que em (4.106) a derivada é independente do valor de φ
i,k

e portanto o
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seu valor india a taxa de variação do Lagrangiano, ou ainda, que: (1) a solução

(valor ótimo) oorre nos limites da região fatível e portanto o Lagrangiano deve

ser deresente dentro da região fatível, i.e. o intervalo [0, 1]; (2) a derivada é

nula e, portanto, a aloação de subportadora ótima é obtida no intervalo [0, 1].

Uma vez que apenas um usuário pode transmitir em ada subportadora a seguinte

ondição pode ser apliada de forma iterativa dentro do algoritmo de aloação de

reursos om intuito de aloar a subportadora ao usuário que apresenta a maior

taxa de variação do Lagrangiano, matematiamente:

φi,k =







1, se Φi,k = max [Φk]

0, aso ontrário

(4.107)

onde Φk = [Φ1,k, . . . ,ΦU,k].

As variáveis duais podem ser atualizadas utilizando-se o método do subgran-

diente, onforme:

ν0[t + 1] =

[

ν0[t]− αν0[t]

(
∂ L(P,φ,ν)

∂ν0

)]+

=

[

ν0[t]− αν0 [t]

(

Pmax −
U∑

i=1

N∑

k=1

φ
i,k
pi,k

)]+

(4.108)

νi[t + 1] =

[

νi[t]− ανi[t]

(
∂ L(P,φ,ν, ν0)

∂νi

)]+

=

[

νi[t]− ανi[t]

(
N∑

k=1

−
φ
i,k

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

− Ci,min
e

)]+

(4.109)

para i = 1, . . . , U , onde t é o indexador de iteração, ανj é o step-size para a

variável νj no método do subgradiente e [·]+ = max (0, ·).

O pseudoódigo para a maximização da apaidade efetiva do enlae direto
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de um sistema OFDMA é apresentado no algoritmo 4.4.

Algoritmo 4.4 Algoritmo iterativo de maximização da apaidade efetiva

(AIMCE)

Entrada:

Dado o problema de otimização (4.88), uma preisão ǫ,
número máximo de iterações Idd e os step-sizes ανj

Saída:

Solução do problema (4.88): (P∗,φ∗)
Iníio:

1: Iniialize P e φ om valores aleatório fatíveis;

2: t← 1
3: Enquanto t ≤ Idd e |max (ν[t+ 1]− ν[t])| ≥ ǫ Faça
4: Para i=1 ← 1 Até U Faça

5: Para k=1 ← 1 Até N Faça

6: Enontre pi,k que satisfaz (4.105);
7: Fim Para

8: Obtenha a aloação ótima de subportadora por (4.106) e (4.107);

9: Fim Para

10: Atualize as variáveis duais utilizando (4.108) e (4.109)

11: t← t + 1
12: Fim Enquanto

4.2.2 Maximização da E�iênia Energétia Efetiva em Sis-

temas OFDMA

O oneito de e�iênia energétia efetiva está diretamente ligado à apa-

idade efetiva do sistema. A e�iênia energétia efetiva é a máxima taxa de

transmissão por unidade de energia que um sistema pode prover onsiderando

um atraso máximo tolerável e uma probabilidade de violação deste atraso, am-

bos, representados através de um expoente de qualidade de serviço estatístia

θi. Matematiamante a e�iênia energétia efetiva foi apresentada na equação

(2.87) e é onvenientemente reproduzida abaixo,

ξ
e

=

U∑

i=1

N∑

k=1

−φi,k

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

T

(

P


+
U∑

i=1

N∑

k=1

̺ φi,k pi,k +
U∑

i=1

N∑

k=1

(ϑ+ υ)φi,k ri,k

)
(4.110)
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Uma vez que neste trabalho o onsumo de potênia de transmissão e dos

iruitos no transmissor/reeptor são onsiderados independentes das taxas de

transmissão, i.e., ϑ = υ = 0, a equação aima pode ser simpli�ada,

ξ
e

=
C
e

(θ,φ,P)

P
t

(φ,P)
=

U∑

i=1

N∑

k=1

−φi,k

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

T

(

P


+
U∑

i=1

N∑

k=1

̺ φi,k pi,k

)
(4.111)

Sendo assim, o problema de otimização que busa maximizar a e�iênia

energétia efetiva do enlae direto de sistemas OFDMA om restrições de apai-

dade efetiva mínima a ser garantida e potênia máxima de transmissão é desrito

formalmente omo:

maximizar ξ
e

=

U∑

i=1

N∑

k=1

−φi,k

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

T

(

P


+
U∑

i=1

N∑

k=1

̺ φi,k pi,k

)

sujeito à (C.1) :

N∑

k=1

−φi,k

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

≥ Ci,min
e

, ∀i

(C.2) :

U∑

i=1

N∑

k=1

φi,kpi,k ∈ [0, Pmax]

(C.3) :

U∑

i=1

φi,k ≤ 1, ∀k = 1, . . . , N

(C.4) : φi,k ∈ {0, 1}, ∀i = 1, . . . , U e k = 1, . . . , N

(C.5) :

U∑

i=1

Ni = N, Ni ∈ Z+ (4.112)

Note que a ondição (C.1) é referente à apaidade efetiva mínima a ser ga-

rantida para ada usuário, (C.2) é a restrição de potênia máxima de transmissão,

(C.3) garante que apenas um usuário transmita por subportadora, (C.4) india

que a variável de aloação de subportadora φi,k é binária e, �nalmente, (C.5),
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onde Ni é o número de subportadoras aloadas para o usuário i, garante que

todas as subportadoras estão ativas.

O problema de otimização aima é do tipo inteiro misto e portanto, onforme

visto na seção anterior, é razoável relaxar o problema para a sua forma ontí-

nua, uma vez que este é um limite superior para o problema original (BOYD;

VANDENBERGHE, 2004). Desta forma, onsiderando φ
i,k
∈ [0, 1] o seguinte

problema de otimização ontínuo será tratado:

maximizar ξ
e

=

U∑

i=1

N∑

k=1

−
φ
i,k

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

T

(

P


+
U∑

i=1

N∑

k=1

̺ φ
i,k
pi,k

)

sujeito à (C.1) :

N∑

k=1

−
φ
i,k

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

≥ Ci,min
e

, ∀i

(C.2) :

U∑

i=1

N∑

k=1

φ
i,k
pi,k ∈ [0, Pmax]

(C.3) :

U∑

i=1

φ
i,k
≤ 1, ∀k = 1, . . . , N

(C.4) : φ
i,k
∈ [0, 1], ∀i = 1, . . . , U e k = 1, . . . , N

(C.5) :

U∑

i=1

Ni = N, Ni ∈ R+ (4.113)

Uma vez que a e�iênia energétia efetiva ξ
e

é a razão entre uma função

�nava e uma função a�m o seguinte lema é apresentado:

Lema 11 (Quase Conavidade da E�iênia Energétia Efetiva). A função da

e�iênia energétia efetiva:

ξ
e

=

U∑

i=1

N∑

k=1

−
φ
i,k

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

T

(

P


+
U∑

i=1

N∑

k=1

̺ φ
i,k
pi,k

)
(4.114)

é quase �nava em P e φ.
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Demonstração. Do lema 10 segue que o numerador de ξ
e

é uma função �nava.

O denominador, por sua vez, é uma função a�m positiva pois T > 0, P


> 0 e

̺ > 0. Logo, de aordo om (AVRIEL et al., 2010, Tabela 5.5 na Página 165)

esta razão é uma função quase �nava.

Sendo assim, é possível apliar o método de Dinkelbah ao problema (4.113).

O problema de otimização paramétrio inerente à (4.113), onsiderando o parâ-

metro q �xo, é,

maximizar Ce(φ,P)− q P
t

(φ,P)

sujeito à (C.1) :

N∑

k=1

−
φ
i,k

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

≥ Ci,min
e

, ∀i

(C.2) :

U∑

i=1

N∑

k=1

φ
i,k
pi,k ∈ [0, Pmax]

(C.3) :

U∑

i=1

φ
i,k
≤ 1, ∀k = 1, . . . , N

(C.4) : φ
i,k
∈ [0, 1], ∀i = 1, . . . , U e k = 1, . . . , N

(C.5) :

U∑

i=1

Ni = N, Ni ∈ R+ (4.115)

onde,

Ce(φ,P) =

U∑

i=1

N∑

k=1

−
φ
i,k

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

(4.116)

P
t

(φ,P) = T

(

P


+
U∑

i=1

N∑

k=1

̺ φ
i,k
pi,k

)

(4.117)

A função F (q) é de�nida omo:

F (q) = max
P∈P,φ∈Ω

[
Ce(φ,P)− q P

t

(φ,P)
]
, (4.118)

onde P é o domínio de potênia do problema de otimização de�nido na equação

(4.84) e Ω o domínio de aloação de subportadoras do problema de otimização
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de�nido na equação (4.86).

O pseudoódigo do algoritmo iterativo de Dinkelbah para maximização da

e�iênia energétia efetiva no enlae direto de sistemas de múltiplo aesso por

divisão ortogonal de frequênia é apresentado no Algoritmo 4.5.

Algoritmo 4.5 Método de Dinkelbah para Sistemas OFDMA (EEE-DINK)

Entrada:

Dado o problema de otimização (4.115) e uma preisão ǫd
Enontre q1 arbitrário que satisfaça F (q1) ≥ 0

Saída:

Solução do problema (4.113): P∗

Iníio:

1: t← 1
2: Repita

3: Resolva o problema (4.115) om q = qt para obter P
∗
t e φ

∗
t

4: qt+1 =
Ce(φ∗

t
,P∗

t )

P
t

(φ∗
t
,P∗

t )
5: t← t + 1
6: Até que |F (qt)| ≤ ǫd

Note que o problema paramétrio em (4.115) possuí as mesmas restrições do

problema de maximização da apaidade efetiva em (4.88), e portanto, satisfaz a

ondição de Slater

16

. Desta forma, é possível utilizar o método de deomposição

dual de Lagrange para resolver o passo 3 no algoritmo iterativo de Dinkelbah

(algoritmo 4.5).

O Lagrangiano do problema (4.115) em relação a P e φ é:

L(P,φ,ν) =

U∑

i=1

N∑

k=1

−
φ
i,k

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

− qt
[

T

(

P


+ ̺

U∑

i=1

N∑

k=1

φ
i,k
pi,k

)]

+
U∑

i=1

νi

(
N∑

k=1

−
φ
i,k

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

− Ci,min
e

)

+ν0

(

Pmax −
U∑

i=1

N∑

k=1

φ
i,k
pi,k

)

(4.119)

16

A ondição de Slater foi apresentada na de�nição 18
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onde ν = [ν0, ν1, . . . , νU ] é o vetor de variáveis duais. Adiionalmente, a seguinte

relação é verdadeira

17

:

argmin
ν

sup
P,φ
L(P,φ,ν) ≡ argmax

P,φ
Ce(φ,P)− q P

t

(φ,P) (4.120)

Considerando a de�nição (4.119), a relação em (4.120) é desenvolvida on-

forme,

sup
P,φ
L(P,φ,ν) = argmax

P,φ

U∑

i=1

N∑

k=1

−
φ
i,k

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

+
U∑

i=1

N∑

k=1

−
νi φi,k

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

−
U∑

i=1

νi Ci,min
e

+

[

ν0Pmax − ν0
(

U∑

i=1

N∑

k=1

φ
i,k
pi,k

)

− qt T ̺

(
U∑

i=1

N∑

k=1

φ
i,k
pi,k

)

− qt T P

]

(4.121)

= argmax
P,φ

U∑

i=1

N∑

k=1

[

−
φ
i,k
(νi + 1)

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

− (ν0 + qt T ̺) φi,k
pi,k

]

e leva à seguinte onlusão: o problema dual,

argmin
ν

sup
P,φ
L(P,φ,ν) (4.122)

pode ser resolvido enontrando-se a solução de UN problemas da forma,

argmax
pi,k,φi,k

[

−
φ
i,k
(νi + 1)

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

− (ν0 + qt T ̺) φi,k pi,k

]

(4.123)

e, posteriormente, atualizando-se o vetor de variáveis duais ν. Novamente, uma

vez que o problema (4.123) está na forma �nava padrão é possível utilizar as

odições de KKT para enontrar a solução ótima. Sendo assim, para um vetor

�xo ν a aloação de potênia para o usuário i na k-ésima subportadora pode ser

17

Esta relação foi estabeleida a partir de um problema onvexo genério no apítulo 3 (Veja

a relação 3.40) e aqui é estendida para o problema (4.115).
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omputada através de:

∂ L(P,φ,ν)
∂pi,k

∣
∣
∣
∣
pi,k=p∗

i,k

= 0 (4.124)

que é equivalente, onsiderando φ
i,k

= 1, a enontrar o ponto pi,k que satisfaz a

seguinte igualdade,

−(ν0 + qtT̺)(pi,k)
2 +

pi,k(νi + 1)

θi
+
N0B(νi + 1)

θi



1−
EAi−1

[
N0B
pi,k

]

EAi

[
N0B
pi,k

]



 = 0 (4.125)

Uma vez que aloação de potênia ótima foi determinada, a aloação de subpor-

tadoras é onduzida. Desta forma, a ondição de otimalidade,

∂L(P∗,φ,ν)

∂φ
i,k

∣
∣
∣
∣
∣
φ
i,k

=φ∗
i,k

= 0 (4.126)

é utilizada para determinar quais usuários são aloados em quais subportadoras.

Considere a derivada parial do Lagrangiano em relação a φ
i,k
, isto é,

∂L(P∗,φ,ν)

∂φ
i,k

=

[

−(νi + 1)

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

− (ν0 − qt T ̺) pi,k
]

= Φi,k







< 0 se φ∗
i,k

= 0,

= 0 se φ∗
i,k
∈ (0, 1),

> 0 se φ∗
i,k

= 1

(4.127)

Note que assim omo no aso do problema de maximização da apaidade efetiva,

a derivada em relação à aloação de subportadora é independente do valor de φ
i,k

e portanto o seu valor representa a taxa de variação do Lagrangiano, ou ainda,

india que: (1) a solução (valor ótimo) oorre nos limites da região fatível e

portanto o Lagrangiano deve ser deresente dentro da região fatível, i.e. o

intervalo [0, 1]; (2) a derivada é nula e, portanto, a aloação de subportadora

ótima é obtida no intervalo [0, 1]. Uma vez que apenas um usuário pode transmitir

em ada subportadora é onveniente aloar a subportadora para o usuário que

apresenta a maior taxa de variação do Lagrangiano. Sendo assim, a seguinte

ondição pode ser apliada de forma iterativa dentro do algoritmo de aloação de
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reursos:

φ
i,k

=







1, se Φi,k = max(Φn)

0, aso ontrário

(4.128)

As variáveis duais podem ser atualizadas utilizando-se o método do subgrandi-

ente, onforme:

ν0[t + 1] =

[

ν0[t]− αν0[t]

(
∂ L(P,φ,ν)

∂ν0

)]+

=

[

ν0[t]− αν0 [t]

(

Pmax −
U∑

i=1

N∑

k=1

φ
i,k
pi,k

)]+

(4.129)

νi[t + 1] =

[

νi[t]− ανi[t]

(
∂ L(P,φ,ν, ν0)

∂νi

)]+

=

[

νi[t]− ανi[t]

(
N∑

k=1

−
φ
i,k

θi
log

(
N0B

pi,k
e

N0B

pi,k EAi

[
N0B

pi,k

])

− Ci,min
e

)]+

(4.130)

para i = 1, . . . , U , onde t é o indexador de iteração, ανj é o step-size para a

variável νj no método do subgradiente e [·]+ = max (0, ·). O algoritmo 4.6 apre-

senta o pseudoódigo para o proedimento baseado na deomposição dual de

Lagrange, responsável por soluionar o problema paramétrio (4.115) no passo 3

do algoritmo iterativo de Dinkelah para o problema de maximização da e�iênia

energétia efetiva no enlae direto de redes OFDMA (algoritmo 4.5).
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Algoritmo 4.6 Algoritmo iterativo para maximização da e�iênia energétia

efetiva (AIMEEE)

Entrada:

Dado o problema de otimização (4.115), uma preisão ǫ,
número máximo de iterações Idd e os step-sizes ανj

Saída:

Solução do problema (4.115): (P∗,φ∗)
Iníio:

1: Iniialize P e φ om valores aleatório fatíveis, e t← 1
2: Enquanto t ≤ Idd e |max (ν[t+ 1]− ν[t])| ≥ ǫ Faça
3: Para i=1 ← 1 Até U Faça

4: Para k=1 ← 1 Até N Faça

5: Enontre pi,k que satisfaz (4.124);
6: Fim Para

7: Obtenha a aloação ótima de subportadora por (4.127) e (4.128);

8: Fim Para

9: Atualize as variáveis duais utilizando (4.129) e (4.130)

10: t← t + 1
11: Fim Enquanto
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5 RESULTADOS NUMÉRICOS DE

SIMULAÇ�O PARA OS PROBLEMAS DE

OTIMIZAÇ�O

Com o intuito de failitar a ompreensão e análise dos resultados, este apí-

tulo está subdivido em três grandes partes, relativas aos três prinipais problemas

tratados neste trabalho de doutorado: a primeira seção apresenta os enários de

simulação e resultados numérios para o problema de maximização da e�iênia

energétia no enlae reverso de sistemas MC-DS/CDMA ooperativos

1

. A se-

gunda seção apresenta o enário e disute os resultados numérios relaionados

ao problema de maximização da apaidade efetiva no enlae direto de redes de

múltiplo aesso por divisão de frequênias ortogonais

2

. Finalmente, a tereira

e última seção apresenta os enários e resultados numérios de simulação para

o problema de maximização da e�iênia energétia efetiva do enlae direto de

sistemas OFDMA

3

.

5.1 Análise Numéria para o Problema de Maxi-

mização da E�iênia Energétia em Sistemas

MC-DS/CDMA Cooperativos

Foram apresentados no apítulo 4 seis formas distintas de solução para o

problema de maximização da e�iênia energétia em redes MC-DS/CDMA oo-

1

Problema desrito na seção 4.1.3.

2

Problema desrito na seção 4.2.1.

3

Problema desrito na seção 4.2.2.
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perativas onsiderando reeptores multi-usuário lineares:

1. DinkOpt: Solução entralizada baseada no algoritmo de Dinkelbah utili-

zando programação onvexa disiplinada (DINKELBACH, 1967; GRANT;

BOYD, 2014);

2. EE-IWFA: Solução distribuída baseada em teoria de jogos om o ontrole

de potênia realizado pelo algoritmo iterativo de water-�lling (SAMPAIO

et al., 2014);

3. EE-VDPCA: Solução distribuída baseada em teoria de jogos om o on-

trole de potênia realizado pelo algoritmo distribuído de ontrole de potên-

ia utilizando o equilíbrio de Verhulst (SAMPAIO et al., 2014);

4. EE-MDPCA: Solução distribuída baseada em teoria de jogos om o on-

trole de potênia realizado pelo algoritmo distribuído de ontrole de potên-

ia utilizando o equilíbrio de Verhulst. O problema original é transformado

em um problema uniportadora e a aloação de potênia é feita de forma

uniforme ao longo das subportadoras (SAMPAIO et al., 2014);

5. FA: Solução entralizada utilizando o algoritmo dos vaga-lumes (ADANYIA

et al., 2015);

6. PSO: Solução entralizada utilizando o algoritmo de otimização por enxame

de partíulas;

Sendo assim, é onveniente dividir esta seção em duas partes: a primeira trata

dos algoritmos distribuídos disutindo os seus resultados e a segunda trata dos al-

goritmos entralizados. Os enário 1 e 2, desritos nas seções a seguir onsideram

um rede MC-DS/CDMA ooperativa ujos ativos (terminais móveis, retransmis-

sor e estação rádio-base) estão geogra�amente dispostos de aordo om a �gura
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26. Os usuários são posiionados de forma aleatória onsiderando uma distribui-

ção uniforme em toda a área de obertura do retransmissor, onforme expliação

na seção 4.1.3.

5.1.1 Abordagens Distribuídas

Primeiramente, serão abordados os três algoritmos distribuídos: o EE-IWFA,

EE-VDPCA e EE-MDPCA. Para avaliar o desempenho dos mesmos onsidere o

enário de teleomuniações apresentado na tabela 2.

Tabela 2: Parâmetros Para o Cenário 1

Parâmetros Valores Adotados

Sistema MC-DS/CDMA

Potênia de Ruído AWGN σ2 = −90 [dBm℄
Potênia dos Ciruitos do Usuário P



= 0, 1 [W℄

Potênia dos Ciruitos do Retransmissor P


r

= 0, 5 [W℄

Potênia Disponível no Retransmissor p
r

= 30 [W℄

Ine�iênia dos Ampli�adores ̺i = ̺
r

= 2, 5, para i = 1, . . . , U

Taxa de odi�ação ℓ =
3

4
Comprimento da Sequênia Fi = 128, para todo i = 1, . . . , U
Reeptor Linear Desorrelaionador

Bits por Paote V ∈ {1, 10, 20, 50, 100}
Número de Subportadoras N = 16
Matriz de Ampli�ação Uniforme, A = IF (

p
r

FN
)

Banda das Subportadoras B = 1 MHz

Potênia Máxima Pi,max = 125 [mW℄

Número de Usuários U ∈ {5; 20}
Modelo de Canal

Perda de Perurso proporional a d−2

Sombreamento σ2 = 6 dB
obtido a partir da eq. (1.5)

Desvaneimento Rayleigh

Parâmetros para o EE-VDPCA

αv 0, 5
Número de Iterações 50

Parâmetros para o EE-IWFA

Número de Iterações 50
Parâmetros para o Algoritmo EE-MDPCA

Número de Iterações 1000
ǫ 10−6
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Observação 4 (Matriz de Ampli�ação). A �m de reduzir ao máximo a omple-

xidade de onstrução do retransmissor e, ao mesmo tempo, reduzir a potênia on-

sumida pelos iruitos do retransmissor, admite-se que a matriz de ampli�ação

do sinal no retransmissor ampli�a o sinal de forma uniforme, i.e. A = IF (
p
r

FN
),

onde F é o tamanho da sequênia de espalhamento, N o número de subportadoras,

IF é a matriz identidade de ordem F e p
r

é a potênia disponível no retransmissor

(ZAPPONE; BUZZI; JORSWIECK, 2011).

Observação 5 (Esolha do Detetor). Neste trabalho apenas o detetor multi-

usário linear denominado desorrelaionador, apresentado no apítulo 2, foi on-

siderado. Esta deisão foi tomada uma vez que o desorrelaionador não ne-

essita do onheimento das ondições de anal, apenas da inversa da matriz de

orrelação das sequênias de espalhamento, que pode ser omputada pela estação

rádio-base e distribuída para os usuários sem a neessidade de atualização, om

exeção de quando oorrer a admissão ou a saída de um usuário da rede. Esta

araterístia permite a implementação do algoritmos de forma distribuída. Adi-

ionalmente, de aordo om (MESHKATI; SCHWARTZ; MANDAYAM, 2005)

o desorrelaionador apresenta um desempenho ligeiramente inferior ao detetor

MMSE em termos de e�iênia energétia. Finalmente, o trabalho de (BETZ;

POOR, 2008) apresenta que a solução para a abordagem de teoria de jogos em

sistemas DS/CDMA utilizando o desorrelaionador é Pareto ótima

4

enquanto

que para o bano de �ltros asados simples essa ondição não é satisfeita.

Outros parâmetros importantes que preisam ser de�nidos são os requisitos

de qualidade de serviço de ada usuário, relaionados à taxa de transmissão de

informação mínima, e também a ordem de modulação de ada usuário. Sendo

assim, onsidere as seguintes lasses de usuários:

4

Em teoria de jogos, uma solução é dita Pareto ótima quando nenhum ganho de utilidade

pode ser obtido para um determinado jogador sem que oorra uma redução maior na utilidade

de outro jogador.
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1. Taxa de transferênia de informação mínima 800Kbps e modulação 4-QAM;

2. Taxa de transferênia de informação mínima 1500Kbps e modulação 16-

QAM;

3. Taxa de transferênia de informação mínima 3000Kbps e modulação 64-

QAM;

O objetivo da ordem de modulação das lasses não é, de fato, impor a ordem

de modulação mas estimar a função de penalidade f(δi,k) que é o omplemento

da taxa de erro de bit média para anais om desvaneimento de pequena esala,

ujos ganhos de amplitude assumem uma distribuição estatístia de Rayleigh.

Sendo assim, quanto maior a taxa de transmissão mínima de um usuário, maior

a probabilidade do mesmo transmitir om altas ordens de modulação.

Sendo assim, a tabela 3 apresenta a quantidade de usuários em ada lasse

para o aso U = 5 e para o aso U = 20:

Tabela 3: Quantidade de Usuários Por Classe para o Cenário 1

Número de Usuários Classe 1 Classe 2 Classe 3

5 2 2 1

20 8 8 4

Com intuito de analisar o desempenho dos algoritmos EE-IWFA, EE-VDPCA

e EE-MDPCA, simulações foram onduzidas no enário 1 de tal forma que os

resultados apresentados adiante são fruto da média dos resultados obtidos pelos

algoritmos em 1000 amostras distintas de ondição de anal. A �gura 29 apresenta

os resultados para o aso U = 5 usuários e a �gura 30 o aso U = 20 usuários,

dispostos onforme a tabela 3.

Em todos os asos apresentados, quando o número de bits por paote rese,

a diferença entre os algoritmos é pratiamente impereptível nas �guras 29 e 30.

Todavia, para valores pequenos de V �a laro que o EE-IWFA possui um de-
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usuários no sistema.
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sempenho superior às demais abordagens propostas tanto em termos de e�iênia

energétia quanto espetral.

A �m de omplementar a análise numéria das �guras 29 e 30, as tabelas

4, 5 e 6 apresentam a relação (em termos perentuais) entre os três algoritmos

de aordo om três �guras de mérito: e�iênia energétia, e�iênia espetral

e potênia média de transmissão por usuário. Esta última, é de�nida omo a

média aritmétia das potênias de transmissão do usuário ao longo de todas as

subportadoras.

Tabela 4: Desempenho em E�iênia Energétia entre os Três Algoritmos.

Parâmetros EE-IWFA (%) EE-VDPCA (%) EE-MDPCA (%)

(Valor de Referênia)

U = 5, V = 1 100 58 96
U = 5, V = 10 100 75 96
U = 5, V = 50 100 92 100
U = 5, V = 100 100 94 100
U = 20, V = 1 100 58 92
U = 20, V = 10 100 81 99
U = 20, V = 50 100 100 100
U = 20, V = 100 100 100 100

Tabela 5: Desempenho em E�iênia Espetral entre os Três Algoritmos.

Parâmetros EE-IWFA (%) EE-VDPCA (%) EE-MDPCA (%)

(Valor de Referênia)

U = 5, V = 1 100 91 91
U = 5, V = 10 100 94 94
U = 5, V = 50 100 98 98
U = 5, V = 100 100 99 100
U = 20, V = 1 100 88 93
U = 20, V = 10 100 91 98
U = 20, V = 50 100 99 100
U = 20, V = 100 100 99 100

Fia evidente, observando as �guras 29 e 30 bem omo as tabelas 4, 5 e 6, que

quando V aumenta signi�ativamente, os algoritmos tendem a aloar a potênia

máxima de transmissão. Sendo assim, é possível a�rmar que V é inversamente

proporional à e�iênia energétia e diretamente proporional a e�iênia espe-
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Tabela 6: Desempenho dos Algoritmos termos de Potênia de Transmissão Média.

Parâmetros EE-IWFA (%) EE-VDPCA (%) EE-MDPCA (%)

(Valor de Referênia)

U = 5, V = 1 100 132 63
U = 5, V = 10 100 124 77
U = 5, V = 50 100 100 100
U = 5, V = 100 100 100 100
U = 20, V = 1 100 137 70
U = 20, V = 10 100 107 80
U = 20, V = 50 100 100 99
U = 20, V = 100 100 100 100

tral.

Analisando as on�gurações onde V = 1, as três abordagens apresentam

diferenças substaniais nos resultados de simulação. Em termos de e�iênia

energétia o EE-VDPCA tem o pior desempenho enquanto o EE-MDPCA atinge

96% da e�iênia energétia do algoritmo baseado na solução de water-�lling.

Por outro lado, em termos de e�iênia espetral, o desempenho das abordagens

é equivalente, om uma pequena vantagem para o EE-IWFA.

Uma vez que os algoritmos são distribuídos, é importante ponderar estes

resultados de aordo om a omplexidade omputaional dos mesmos. Logo, para

analisar tal omplexidade as seguintes hipóteses são tomadas omo verdadeiras:

• O proedimento de ontrole de potênia no enlae reverso é exeutado mil

vezes por segundo;

• Assuma que a janela de otimização é equivalente a um segundo;

• Todos os ganhos de amplitude do anal são onsiderados onstantes durante

a janela de otimização;

• O número máximo de iterações do algoritmo iterativo para maximização da

e�iênia energétia

5

é 1000;

5

Desrito no Algoritmo 4.2.
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• No laço interno do algoritmo iterativo para maximização da e�iênia ener-

gétia apenas uma iteração do algoritmo de ontrole de potênia utilizado

é exeutada;

• Portanto, o número de iterações para todos os métodos é equivalente;

• Uma vez que o algoritmo é distribuído, a rotina de aloação de reursos é

soluionada apenas para o próprio usuário;

• O algoritmo utilizado para omputar o passo 3 do AIMEE é o mesmo para

as três abordagens e portanto sua omplexidade é desonsiderada no álulo;

Sendo assim, a dimensionalidade do problema é reduzida ao número de sub-

portadoras. É fáil observar que o EE-VDPCA e o EE-MDPCA onsistem em

realizar a atualização de aloação de potênia através da equação (4.19), a qual

possui omplexidade omputaional onstante, i.e. o número de operações não

depende do número de subportadoras. Portanto estas rotinas tem omplexidade

O(1). Todavia, o EE-VDPCA utiliza a equaçao (4.19) em ada uma das N sub-

portadora o que implia em um omplexidade omputaional N ×O(1) = O(N).

De aordo om (ZENG; HOO; CIOFFI, 2001) a omplexidade omputaional

do algoritmo EE-IWFA é O(N log(N)) devido ao proesso de ordenação de vetor

na sua rotina.

Considere agora o enário 2, om parâmetros de sistema e anal sumarizados

na tabela 7. Neste enário são de�nidas três lasses de usuários:

1. Taxa de transferênia de informação mínima 256Kbps e modulação 4-QAM;

2. Taxa de transferênia de informação mínima 512Kbps e modulação 16-

QAM;

3. Taxa de transferênia de informação mínima 1024Kbps e modulação 64-

QAM;
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Tabela 7: Parâmetros Para o Cenário 2

Parâmetros Valores Adotados

Sistema MC-DS/CDMA

Potênia de Ruído AWGN σ2 = −90 [dBm℄
Potênia dos Ciruitos do Usuário P



= 0, 1 [W℄

Potênia dos Ciruitos do Retransmissor P


r

= 0, 5 [W℄

Potênia Disponível no Retransmissor p
r

= 25 [W℄

Ine�iênia dos Ampli�adores ̺i = ̺
r

= 2, 5, para i = 1, . . . , U

Taxa de odi�ação ℓ =
3

4
Comprimento da Sequênia Fi = 16, para todo i = 1, . . . , U
Reeptor Linear Desorrelaionador

Bits por Paote V = 1
Número de Subportadoras N = 128
Matriz de Ampli�ação Uniforme, A = IF (

p
r

FN
)

Banda das Subportadoras B = 78 KHz
Potênia Máxima Pi,max = 125 [mW℄

Número de Usuários U = 5
Modelo de Canal

Perda de Perurso proporional a d−2

Sombreamento σ2 = 6 dB
obtido a partir da eq. (1.5)

Desvaneimento Rayleigh

Parâmetros para o PSO

Veloidade máxima Vmax =
Pi,max

10

Inéria ω = 0, 1

de tal forma que 3 usuários são da lasse 1, um usuário é da lasse 2, e um usuário

onstituí a lasse 3.

A �m de estabeleer parâmetros ótimos para c1 e c2 para o PSO e os pa-

râmetros α, β0, γ para a heurístia FA, analisou-se o tamanho da população M

e o número de iterações de ada algoritmo I. A �gura 31 apresenta os resulta-

dos em termos de e�iênia energétia média

6

, em função do número máximo de

iterações, onsiderando ainda três tamanhos distintos de população.

Note que as soluções desritas na �gura 31 quando o tamanho da população

é M = 50 e o número de iterações é I = 500 o PSO obteve uma e�iênia

energétia marginalmente menor que o FA. Este último, por sua vez, atingiu

6

Média tomada em 100 amostras diferentes de matriz de anal.
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Figura 31: E�iênia energétia para diferentes valores de tamanho de população

e número máximo de iterações. Média em 100 amostras de matriz de ganhos de

anal distintas.

aproximadamente 96% da e�iênia energétia máxima. No pior aso (quando

M = 5 e I = 400) o FA obteve aproximadamente 88% da e�iênia máxima,

enquanto o PSO atingiu 87% da máxima EE.

Na �gura 31, c1 = c2 = α = β0 = γ = 1 e o valor de referênia, i.e., a e�i-

ênia energétia máxima (EE Max, na �gura) é obtida utilizando-se o algoritmo

DinkOpt desrito no iníio deste apítulo. Uma vez que o melhor resultado em

termos de e�iênia energétia é obtido quando M = 50 e o número de interaçoes

I = 500, estes parâmetros foram utilizados para enontrar valores apropriados

para os demais parâmetros.

Assim, é possível otimizar os parâmetros do algoritmo FA, i.e. α, β0, γ, por

meio de uma busa não exaustiva e resultados numérios de simulação. Desta

forma, as tabelas 8, 9, 10 ilustram os resultados para um onjunto de valores dos

parâmetros em questão. A partir dos resultados é possível inferir que os valores
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mais apropriados para os parâmetros do algoritmo dos vaga-lumes são β0 = γ = 1

e α = 10−3
.

De forma similar, para o algoritmo de otimização por enxame de partíulas

os valores para diferentes parâmetros c1 e c2 estão apresentados na tabela 11,

e a partir destes onlui-se que c1 = c2 = 2 são os valores mais adequados ao

problema disutido.

Tabela 8: Desempenho em E�iênia Energétia Média para Diferentes parâme-

tros α (FA).

α E�iênia Energétia

1 6, 659× 108

10−1 6, 678× 108

10−2 6, 826× 108

10−3 6, 829× 108

10−4 6, 699× 108

Tabela 9: Desempenho em E�iênia Energétia Média para Diferentes parâme-

tros β0 (FA).
β0 E�iênia Energétia

10 6, 601× 108

2 6, 607× 108

1 6, 829× 108

10−1 6, 829× 108

10−2 6, 205× 108

Tabela 10: Desempenho em E�iênia Energétia Média para Diferentes parâme-

tros α (FA).

γ E�iênia Energétia

10−1 6, 827× 108

10−2 6, 828× 108

1 6, 829× 108

5 6, 829× 108

10 6, 827× 108

5.1.2 Síntese dos Resultados

Para �ns de omparação, os resultados em termos referêniais obtidos através

das 6 soluções propostas para o problema de maximização da e�iênia energé-
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Tabela 11: Desempenho em E�iênia Energétia Média para Diferentes parâme-

tros c1 e c2 (PSO).
c1 c2 E�iênia Energétia

1 1 6, 651× 108

2 1 6, 661× 108

3 1 6, 660× 108

2 2 6, 665× 108

1 3 6, 661× 108

tia em sistemas ooperativos om múltiplas subportadoras ortogonais e múltiplo

aesso por divisão de ódigo de sequênia direta são sintetizados na tabela 12,

onsiderando que V = 1, U = 5 e o número de iterações totais é equivalente

entre todos os algoritmos. A tabela sintetiza as expressões de omplexidade e os

valores aproximados das frações médias de e�iênia energétia máxima para 100

realizações independentes de matriz de anal.

Tabela 12: Desempenho em Porentagem da E�iênia Energétia Ótima (Valores

Aproximados).

Algoritmo % do Valor da E�iênia Energétia Ótima Complexidade

DinkOpt 100 -

EE-IWFA 99 O(N log(N))
EE-VDPCA 57 O(N)
EE-MDPCA 96 O(1)
FA 96 O(M2)
PSO 95 O(M)
M - Tamanho da população utilizada no método heurístio;

N - Número de subportadoras do sistema MC-DS/CDMA;

A ordem de omplexidade para os algoritmos FA e PSO foi obtida através da

observação direta dos laços presentes nos algoritmos 3.2 e 3.3.

5.2 Resultados e Disussões para o Problema de

Maximização da Capaidade Efetiva em Sis-

temas OFDMA

Antes de avaliar o desempenho do algoritmo para maximização da apaidade

efetiva, é importante rever o signi�ado do expoente de qualidade de serviço
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estatístia θ. Conforme de�nido na seção 2.2.1, θ quando relaionado a um atraso

máximo tolerável dmax é de�nido omo,

θ = − log(Pr(D ≥ dmax))

dmax
(5.1)

A �gura 32 apresenta a relação entre o atraso máximo tolerável dmax e a

probabilidade de violação P
r

(D ≥ dmax) para os quais o valor de θ enontra equi-

valênia. Desta forma, para uma probabilidade de violação �xa (linha traejada

vermelha na �gura 32) quanto maior é o atraso dmax menor é o valor do expo-

ente de QoS. De forma análoga, para um atraso �xo (linha traejada azul na

�gura 32), quanto maior a probabilidade de violação para um atraso arbitrário

D, P
r

(D ≥ dmax), menor é o valor do expoente de QoS.
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Figura 32: Relação entre os valores do expoente de qualidade de serviço estatístia

θ, o atraso máximo tolerável em bits, dmax, e a probabilidade de violação do atraso

máximo para um atraso arbitrário D, P
r

(D ≥ dmax).

Uma vez que a apaidade efetiva é uma função deresente em relação ao
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Figura 33: Capaidade efetiva em função do expoente de qualidade de serviço

estatístia para um enário arbitrário.

valor de θ (veja �gura 33 obtida a partir da equação (2.84)), é possível onluir

que: para um atraso máximo �xo tolerável, quanto maior a probabilidade de

violação do limite, maior é a apaidade efetiva do sistema. Por outro lado,

para uma probabilidade �xa de violação do atraso máximo, quanto maior é o

atraso tolerável maior é a apaidade efetiva do sistema. Em outras palavras:

quando menos restritivas forem as ondições de qualidade de serviço, maior será

a apaidade efetiva. Ou seja, quando o atraso máximo tolerável tende ao in�nito

ou quando a probabilidade de violação tende a 1, a apaidade efetiva do sistema

tende ao in�nito.

Uma vez detalhados os oneitos pertinentes e o que representa o expoente de

QoS estatístia em relação à apaidade efetiva, atraso máximo e probabilidade

de violação do mesmo, é possível avaliar o desempenho do algoritmo proposto

para maximização da apaidade efetiva (Algoritmo AIMCE, Algoritmo 4.4),

bem omo observar a araterístia �nava da apaidade efetiva. Para isto um
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estudo em enário simples foi onduzido. A tabela 13 apresenta os valores dos

parâmetros de simulação adotados para o enário 3.

Tabela 13: Parâmetros de Simulação para o Cenário 3

Parâmetro Valor Adotado

Banda Total do Sistema W = 100 [KHz℄
Número de Subportadoras N = 3
Banda de ada Subanal B =W/N = 33, 3 [KHz℄
Período de Transmissão do Quadro T = 667 [µseg℄
Densidade Espetral de Potênia do Ruído N0 = 10−12

[W/Hz℄

Potênia Máxima de Transmissão Pmax = 1 [W℄

Número de Usuários no Sistema U = 2
Expoente de QoS dos Usuários θ1 = 0, 1 e θ2 = 0, 25

Uma vez que o expoente de QoS do usuário 1 é menor que o do usuário 2,

e que o objetivo é a maximização da apaidade efetiva, é razoável onsiderar

que 2 das 3 subportadoras do sistema estão destinadas ao usuário 1. Agora,

onsidere que para uma determinada potênia de transmissão p2,3 (a potênia de

transmissão do usuário 2 na subportadora 3), p1,1 = p1,2 = (Pmax − p2,3)/2. Isto

é, a potênia de transmissão em ada subportadora do usuário 1 é equivalente

à metade da diferença entre a potênia máxima de transmissão e a potênia de

transmissão para a subportadora do usuário 2.

A �gura 34 apresenta a apaidade efetiva do sistema omo função da po-

tênia de transmissão do usuário 2. As linhas vertiais traejadas em azul, verde

e vermelho apresentam os valores mínimos de potênia para o usuário 2 que sa-

tisfazem a apaidade mínima efetiva indiada por Cmin. A apaidade efetiva

mínima é uma medida de qualidade de serviço que desreve a menor apaidade

efetiva om a qual um usuário do sistema deve transmitir. Note que o valor de

Cmin delimita uma reta - para o aso bidimensional ilustrado - e para o domínio

do problema delimita um hiperplano separador. Adiionalmente, é importante

observar que para Cmin = 67 bits por quadro, o valor da apaidade efetiva má-

xima do sistema não se altera. Todavia, om restrições mais exigentes omo
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Cmin = 70 ou Cmin = 72 bits por quadro, o ponto de máximo (írulo vermelho)

não pertene ao domínio do problema e a solução passa, então, a ser diferente do

aso Cmin = 67.
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Figura 34: Capaidade efetiva em função da potênia de transmissão do usuário

2, enário 3 (valores de parâmetros de�nidos na tabela 13).

De fato, esta informação pode ser veri�ada na tabela 14, a qual apresenta as

soluções ótimas em termos de potênia de transmissão e apaidade efetiva para

o enário 3 onsiderando os 3 diferentes requisitos mínimos de apaidade efetiva

apresentados na �gura 34.

Uma fato importante a ser onsiderado sobre a tabela 14 é a diferença de po-

tênia do usuário 2 para Cmin = 67 e para Cmin = 72. Note que para aumentar 2, 5

bits por quadro na apaidade efetiva do usuário 2 (de 69, 5 para 72) é neessário

aproximadamente o dobro de potênia (aumento de 0, 1667 para 0, 3118).

Para ilustrar o funionamento do algoritmo de maximização da apaidade

efetiva baseado na deomposição dual de Lagrange, as �guras 35, 36 e 37 apre-



260

Tabela 14: Solução Ótima do Problema de Maximização da Capaidade Efetiva

(CE) Para o Cenário 3

Parâmetro Cmin = 67 Cmin = 70 Cmin = 72

Potênia Total Ótima do Usuário 1 [W ] 0, 8333 0, 8109 0, 6882
Potênia Total Ótima do Usuário 2 [W ] 0, 1667 0, 1891 0, 3118
Potênia Total de Transmissão [W ] 1 1 1
CE Total do Usuário 1 [bits/quadro] 342, 66 342, 11 338, 91
CE Total do Usuário 2 [bits/quadro] 69, 50 70 72
CE Total do Sistema [bits/quadro] 412, 16 412, 11 410, 91
Os valores de CE apresentados nesta tabela ilustram a solução do problema de

otimização (4.113) e não apresentam valores pratiáveis, i.e. números inteiros

sentam a evolução do algoritmo, iteração-por-iteração, para os asos Cmin = 67

(�gura 35), Cmin = 70 (�gura 36) e Cmin = 72 (�gura 37). A preisão onsiderada

é de ǫ = 10−6
; todas as váriaveis duais são iniiadas om valor unitário; a aloa-

ção de potênia iniial é uniforme e a aloação de subportadora iniial é feita de

forma aleatória. Adiionalmente, os valores indiados omo ótimos foram obtidos

através de busa exaustiva.

Cada �gura apresenta dois grá�os, sendo um relativo à evolução da aloação

de potênia e outro um relação à evolução da apaidade efetiva do sistema. Note

que, quanto mais restritiva a ondição de apaidade efetiva mínima mais lenta

é a onvergênia do algoritmo: o algoritmo atinge a onvergênia om preisão

ǫ em 62 iterações para Cmin = 67, 250 iterações para Cmin = 70 e 600 iterações

para Cmin = 72.

Duas araterístias são notórias no problema de maximização da apaidade

efetiva onsiderado: a primeira é que nenhuma informação a respeito do anal é

neessária para o gereniamento dos reursos (potênia e espetro). A segunda é

que este fato implia que enários onde o número de subportadoras é maior que

o número de usuários (N > U) admitem múltiplas soluções equivalentes. Isto é

verdade pelo fato da apaidade de um usuário não depender da subportadora

em que o mesmo transmite uma vez que todos os anais são independentes e
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identiamente distribuídos.

Sem perda da generalidade onsidere o enário 3, por exemplo, e onsidere

que Cmin = 1. Existem oito ombinações diferentes de polítias de aloação de

subportadoras, desritas omo:

a) φ =






1 1 1

0 0 0




 , b) φ =






0 0 0

1 1 1






c) φ =






0 1 1

1 0 0




 , d) φ =






1 0 0

0 1 1






e) φ =






0 0 1

1 1 0




 , f) φ =






1 1 0

0 0 1






g) φ =






0 1 0

1 0 1




 , h) φ =






1 0 1

0 1 0




 (5.2)

As matrizes de aloação de subportadora a) e b) podem ser desartadas uma

vez que elas não satisfazem à restrição de apaidade efetiva mínima, indepen-

dente da aloação de potênia, pois nestas matrizes apenas um usuário transmite.

A orrespondente apaidade efetiva do sistema em função da potênia total de

transmissão do usuário 2 (θ2 = 0.25) é apresentada na �gura 38. Note que em

todas as matrizes onde o usuário 1 tem duas subportadoras destinadas a ele e 1 ao

usuário 2 (d,e,g), a função da apaidade efetiva do sistema em relção a potênia

de transmissão do usuário 2 é equivalente. Da mesma forma, quando duas sub-

portadoras são destinadas ao usuário 2 e uma subportadora ao usuário 1 (,g,h),

a apaidade efetiva do sistema em função da potênia total de transmissão do

usuário

7

2 é equivalente.

Embora a apaidade efetiva seja uma medida estatístia que garante uma

7

A soma das potênias do usuário 2 nas duas subportadoras reservadas para sua transmissão.
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Figura 35: Evolução do algoritmo de maximização da apaidade efetiva baseado

na deomposição dual de Lagrange: (a) em termos de potênia total de transmis-

são por usuário; (b) em termos de apaidade efetiva total do sistema. Cenário

3 om Cmin = 67.
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Figura 36: Evolução do algoritmo de maximização da apaidade efetiva baseado

na deomposição dual de Lagrange: (a) em termos de potênia total de transmis-

são por usuário; (b) em termos de apaidade efetiva total do sistema. Cenário

3 om Cmin = 70.
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Figura 37: Evolução do algoritmo de maximização da apaidade efetiva baseado

na deomposição dual de Lagrange: (a) em termos de potênia total de transmis-

são por usuário; (b) em termos de apaidade efetiva total do sistema. Cenário

3 om Cmin = 72.
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Figura 38: Capaidade efetiva em função da potênia total de transmissão do

usuário 2 para diferentes polítias de aloação de subportadoras desritas em

(5.2).

erta tolerânia ao atraso om um determinado nível de on�ança

8

, é importante

analisar a aloação de potênia e subportadoras do ponto de vista instantâneo.

Desta forma, onsiderando a aloação de potênia e subportadora ótima para o

enário 3 om Cmin = 67, a �gura 39 ilustra os resultados instantâneos de taxa de

transmissão para o usuário 2. Na �gura 39 (a) o ganho de potênia do anal do

usuário 2 (|h2|2) em função do tempo (quadros) é apresentado. As �guras 39(b) e

39() apresentam as taxas instantâneas de transmissão e, de forma espeí�a em

() é veri�ada a oorrênia de uma violação de qualidade de serviço, i.e., a taxa

instantânea é menor que a apaidade efetiva do anal. Nesta oasião os bits que

não foram transmitidos são enviados para uma �la e aguardam a transmissão no

próximo quadro.

De aordo om as simulações realizadas para o enário 3 e onsiderando um

8

O nível de on�ança está relaionado ao oposto da probabilidade de violação do atraso

máximo.
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Figura 39: (a) Ganho de potênia para a subportadora do usuário 2 no enário

3. (b) e () Taxa instantânea para a potênia ótima do usuário 2 que maximiza

a apaidade efetiva do sistema. Em () existe a oorrênia de uma violação

de QoS. Note que as �guras (b) e () estão relaionadas à realizações de anal

diferentes.
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ambiente de baixa e alta mobilidade, violações de qualidade de serviço oorrem,

em média, uma vez a ada 6× 105 quadros. Considerando que ada quadro dura

667µsegundos, isto equivale a uma vioalação de QoS a ada 400 segundos, em

média.

O enário 4 sumarizado na tabela 15 foi utilizado omo base para visuali-

zar e veri�ar a funionalidade do algoritmo proposto uma vez que em enários

realistas o número de dimensões (usuários e subportadoras) é elevado demais

para que uma análise minuiosa seja feita. Todavia, observar a onvergênia e o

omportamento do algoritmo em enários realistas é de fundamental importânia

para garantir a robustez de funionamento e de desempenho. Desta forma, a ta-

bela 15 apresenta os valores dos parâmetros de um enário de sistemas OFDMA

tipiamente enontrados em sistemas de quarta geração (LTE/WiMAX).

Tabela 15: Parâmetros de Simulação do Cenário 4

Parâmetro Valor Adotado

Banda Total do Sistema W = 20 [MHz℄

Número de Subportadoras N = 64
Número de Usuários no Sistema U = 40
Expoente de QoS dos Usuários Aleatório, U(0, 1]
Capaidade Efetiva Mínima Ci,min

e = 1 [bits/quadro℄, ∀i
Banda de ada Subportadora B =W/N = 312, 5 [KHz℄
Périodo de Transmissão do Quadro T = 667 [µseg℄
Densidade Espetral de Potênia do Ruído N0 = 10−12

[Watts/Hertz℄

Potênia Máxima de Transmissão Pmax = 20 [Watts℄

U(0, 1] india um proesso estoástio de distribuição

uniforme no intervalo (0, 1].

Considerando a iniialização da aloação de potênia de forma uniforme; de

subportadoras de forma aleatória; variáveis duais unitárias e uma preisão ǫ =

10−6
, a �gura 40 apresenta um aso de evolução típia de aloação de potênia e

subportadora, no ontexto do enário 4.

Note que na �gura 40, ao ontrário das �guras para o enário 3 (�guras 35-

37), não foi possível determinar o patamar da solução ótima pois existem, para
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o enário 4, 240 matrizes distintas de aloação de subportadora. Isto equivale a

aproximadamente 1012 possibilidades o que torna a busa exaustiva omputaio-

nalmente proibitiva, orroborando om a lassi�ação NP-Hard do problema de

maximização da apaidade efetiva em redes OFDMA.

5.3 Resultados e Disussões para o Problema de

Maximização da E�iênia Energétia Efetiva

em Sistemas OFDMA

A �m de ilustrar as araterístias do problema da maximização da e�iênia

energétia efetiva e avaliar o desempenho da metodologia proposta, simulações

foram onduzidas utilizando a plataforma MatLab 8.3. De forma semelhante à

análise apresentada na seção anterior, analisa-se um enário simples, primeira-

mente para se obter uma melhor visualização aera do problema. Sendo assim

a tabela 16 apresenta os parâmetros de simulação para o enário 5.

Tabela 16: Parâmetros de Simulação para o Cenário 5

Parâmetro Valor Adotado

Banda Total do Sistema W = 100 [KHz℄
Número de Subportadoras N = 3
Banda de ada Subanal B =W/N = 33, 3 [KHz℄
Período de Transmissão do Quadro T = 667 [µseg℄
Densidade Espetral de Potênia do Ruído N0 = 10−12

[W/Hz℄

Potênia Máxima de Transmissão Pmax = 1 [W℄

Número de Usuários no Sistema U = 2
Expoente de QoS dos Usuários θ1 = 0, 1 e θ2 = 0, 25
Capaidade Efetiva Mínima por Usuário C i,min

e = 1 [bits/quadro℄, ∀i
Ine�iênia do Ampli�ador de Potênia ̺ = 2, 5
Potênia Consumida por Ciruitos P



= 100 [mW℄

A e�iênia de ampli�adores de potênia em algumas redes e topologias pode

hegar a 40%, omo no trabalho de (FISCHER, 2008) e (ARNOLD et al., 2010).

Isto justi�a a utilização do parâmetro de ine�iênia do ampli�ador de potênia

equivalente a ̺ = 2, 5.
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A �m de observar a relação entre e�iênia energétia efetiva e apaidade

efetiva apresenta-se a �gura 41. Uma vez que θ1 < θ2, duas subportadoras são

aloadas para o usuário 1 enquanto apenas uma é utilizada pelo usuário 2. Além

das urvas de nível e da superfíie referentes à e�iênia energétia efetiva, a

�gura apresenta a linha traejada que india as polítias de aloação de potênia

para as quais a apaidade efetiva é máxima, i.e., para um dado Pmax arbitrário

a linha preta traejada india a distribuição ótima de potênia que garante a

apaidade efetiva máxima e uja soma é equivalente a Pmax.

Note na �gura 41 que a linha da apaidade efetiva máxima não está distante

do ponto de máxima e�iênia energétia efetiva. Isto india que a relação de

ompromisso entre a e�iênia energétia efetiva e a apaidade efetiva é estreita

em sistemas operando sob um regime restrito de potênia. Em outras palavras,

para um Pmax su�ientemente pequeno, a diferença entre o ponto que garante a

e�iênia energétia efetiva máxima e a apaidade efetiva máxima é pequena (da

ordem de milésimos de watts em ada dimensão), neste enário.

Para demonstrar o desempenho do algoritmo para maximização da e�iênia

energétia efetiva proposto

9

a �gura 42 apresenta a evolução do algoritmo de

Dinkelbah para maximização da e�iênia energétia efetiva no enlae direto de

sistemas OFDMA no enário 5. A preisão do algoritmo nas simulações da �gura

42 é ǫ = 10−6
. Note que o algoritmo onverge de forma rápida (7 iterações)

para a e�iênia energétia efetiva máxima. De fato, após a quarta iteração as

alterações do nível de potênia já são da ordem de unidades de miliwatts.

A �m de analisar um enário realista, a tabela 17 apresenta os valores de

parâmetros adotados onsiderando um enário omumente enontrado em redes

de quarta geração omo LTE e WiMAX.

A �gura 43 apresenta a evolução do algoritmo AIMEEE no enário 6. Note

9

AIMEEE apresentado no Algoritmo 4.5
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Figura 41: Curvas de nível e superfíie tridimensional para a e�iênia energétia

efetiva. A linha traejada apresenta a ombinação de valores de potênia de

transmissão para o usuário 1 e 2 onde a apaidade efetiva é máxima.



272

1 2 3 4 5 6 7
10

5

10
6

10
7

(a) Eficiência Energética Efetiva para cada Iteração − Cenário 5

Iteração do Algoritmo de Dinkelbach

E
fic

iê
nc

ia
 E

ne
rg

ét
ic

a 
E

fe
tiv

a 
[b

its
/J

ou
le

]

 

 

5 5.5 6 6.5 7

3.8119

3.8119

3.8119

3.812

3.8121
x 10

6

EEE [t]
Max EEE

1 2 3 4 5 6 7
10

−3

10
−2

10
−1

10
0

(b) Potência Total de Transmissão a cada Iteração − Cenário 5

Iteração do Algoritmo de Dinkelbach

P
ot

ên
ci

a 
T

ot
al

 d
e 

T
ra

ns
m

is
sã

o 
[W

]

4 4.5 5 5.5 6 6.5 7

3.8

3.9

4
x 10

−3

Figura 42: (a) E�iênia energétia efetiva e (b) potênia total de transmissão

em ada iteração do algoritmo 4.5 para o enário 5 (tabela 16).
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Figura 43: (a) E�iênia energétia efetiva e (b) potênia total de transmissão

em ada iteração do algoritmo 4.5 para o enário 6 (tabela 17).
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Tabela 17: Parâmetros de Simulação para o Cenário 6

Parâmetro Valor Adotado

Banda Total do Sistema W = 20 [MHz℄

Número de Subportadoras N = 128
Banda de ada Subanal B =W/N = 156.25 [KHz℄
Período de Transmissão do Quadro T = 667 [µseg℄
Densidade Espetral de Potênia do Ruído N0 = 10−12

[W/Hz℄

Potênia Máxima de Transmissão Pmax = 20 [W℄

Número de Usuários no Sistema U = 50
Expoente de QoS dos Usuários Aleatório, θj = U(0, 1]
Capaidade Efetiva Mínima C i,min

e

= 1 [bits/quadro℄, ∀i
Ine�iênia do Ampli�ador de Potênia ̺ = 2.5
Potênia Consumida por Ciruitos P



= 100 [W℄

que, embora a omplexidade do problema de maximização da e�iênia energétia

efetiva no enário 6 seja maior que no enário 5, dada sua dimensionalidade ele-

vada quando omparada àquela do enário 5, o algoritmo onverge om o mesmo

número de iterações do enário 5. Sendo assim é possível onjeturar que a in-

�uênia da dimensão do problema (número de usuários e subportadoras) tem

baixo impato na veloidade de onvergênia do algoritmo de aloação onjunta

de potênia e subportadora proposto, o AIMEEE. Para orroborar om esta a�r-

mação apresenta-se a tabela 18 om o número médio de iterações neessárias

para a onvergênia, onsiderando os valores de parâmetros do enário 6 e dife-

rentes ombinações de números de usuários e subportadoras. Note que de fato a

diferença entre as três on�gurações apresentadas em termos de iterações nees-

sárias à onvergênia não sofrem grandes alterações onforme a omplexidade do

problema aumenta.

É importante observar que três parâmetros têm impato signi�ativo na fun-

Tabela 18: Número de Iterações Neessárias à Convergênia para o Algoritmo

AIMEEE

# de Usuários # de Subportadoras # de Iterações

U = 2 N = 3 5, 97
U = 10 N = 16 6, 86
U = 20 N = 32 7, 41
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ção de e�iênia energétia: o expoente de qualidade de serviço estatístia, a

ine�iênia do ampli�ador de potênia e a potênia onsumida pelos iruitos.

Sendo assim, para efeito de omparação om o enário 5 apresenta-se o enário 7

ujos valores de parâmetros do sistema estão desritos na tabela 19.

Tabela 19: Parâmetros de Simulação para o Cenário 7

Parâmetro Valor Adotado

Banda Total do Sistema W = 100 [KHz℄
Número de Subportadoras N = 2
Banda de ada Subanal B =W/N = 50 [KHz℄
Período de Transmissão do Quadro T = 667 [µseg℄
Densidade Espetral de Potênia do Ruído N0 = 10−12

[W/Hz℄

Potênia Máxima de Transmissão Pmax = 1 [W℄

Número de Usuários no Sistema U = 2
Expoente de QoS dos Usuários θ1 = 0, 1 e θ2 = 0, 25
Capaidade Efetiva Mínima por Usuário Cmin = 1 [bit/quadro℄
Ine�iênia do Ampli�ador de Potênia ̺ = 2, 5
Potênia Consumida por Ciruitos P



= 100 [mW℄

A �gura 44 apresenta os valores de potênia de transmissão ótima que garan-

tem a máxima e�iênia energétia efetiva para diferentes valores de expoente de

qualidade de serviço estatístia. Para a urva do enário 5 são onsiderados os

parâmetros da tabela 16 om exeção do valor de θ2. Adiionalmente, o usuário

2 transmite em apenas uma subportadora.

Já para a urva do enário 6, o usuário 2 também transmite apenas om uma

subportadora, e os parâmetros da tabela 17, om exeção de θ2, são onsiderados

nas simulações. Uma vez que o resimento de θ implia em maiores restrições de

qualidade de serviço, i.e. menor tolerânia ao atraso e/ou maior on�abilidade

10

,

é possível a�rmar que quanto mais restritiva for a ondição de transmissão em

termos de requisitos de QoS menor é a potênia de transmissão neessária para

atingir a e�iênia energétia efetiva máxima do sistema. De fato, a potênia

ótima que maximiza a e�iênia energétia efetiva deai exponenialmente om o

aumento das restrições relativas à tolerânia ao atraso. Isto pode ser observado

10

Ou seja, menor probabilidade de violação da restrição de atraso máximo.
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Figura 44: Potênia de transmissão ótima em função dos valores de expoente de

qualidade de serviço estatístia θ; para o usuário número 2, nos enário 5 e 7,

onsiderando que o mesmo transmite em apenas uma subportadora.

de forma expedita na �gura 44, na qual a potênia de transmissão do usuário 2,

que garante a e�iênia energétia efetiva máxima, deai de forma exponenial

om o resimento do valor do expoente de qualidade de serviço estatístia θ2. De

forma semelhante à �gura 44, a �gura 45 apresenta os valores ótimos de potênia

para o usuário 2 que maximizam a e�iênia energétia efetiva do sistema em

função da ine�iênia do ampli�ador de potênia.

Duas onlusões podem ser elaboradas a partir da �gura 45. A primeira é que

quanto maior é a ine�iênia do ampli�ador, menor é a potênia neessária para

se atingir a máxima e�iênia energétia efetiva. A segunda onlusão é que esse

deaimento é exponenial iniialmente (para valores de e�iênia do ampli�ador

maiores que 50%), passando a apresentar omportamento assintótio do tipo

linear quando a e�iênia do ampli�ador vai a zero.

O último parâmetro a ser analisado é a potênia onsumida pelos iruitos
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Figura 45: Potênia de transmissão ótima em função da ine�iênia do ampli�-

ador ̺ para o usuário número 2, nos enários 5 e 7, onsiderando que o mesmo

transmite em apenas uma subportadora.

do transmissor P


. A �gura 46 apresenta a potênia ótima para o usuário 2 nos

enários 5 e 6 de forma semelhante aos resultados apresentados nas �guras anteri-

ores, i.e. onsiderando todos os parâmetros das tabelas 16 e 17 �xos om exeção

da potênia onsumida pelos iruitos. Adiionalmente, o usuário 2 transmite em

apenas uma subportadora.

Observe que ao ontrário dos demais parâmetros analisados (θ e ̺) o aumento

da potênia onsumida nos iruitos implia no aumento da potênia ótima de

transmissão que maximiza e�iênia energétia efetiva. É possível ainda veri-

�ar que esse resimento é linear em relação a P


e que a taxa deste mesmo

resimento depende dos demais parâmetros do sistema (banda, ine�iênia do

ampli�ador e expoente de qualidade de serviço).

Essa araterístia é importante uma vez que a diferença de gastos de po-

tênia om os iruitos utilizados é muito diferente quando estação rádio base e
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Figura 46: Potênia de transmissão ótima em função da potênia onsumida

pelos iruitos do transmissor P


para o usuário número 2, nos enários 5 e 7,

onsiderando que o mesmo transmite em apenas uma subportadora.

unidade móvel são omparadas. Por exemplo, no trabalho de (LOODARICHEH;

MALLICK; BHARGAVA, 2014), a potênia onsumida pelos iruitos na estação

rádio base é mil vezes maior que a potênia onsumida no terminal móvel. Esta

diferença implia em um desvio de potênia ótima para transmissão signi�ativo,

que pode ainda ser agravado pelos demais parâmetros do sistema, i.e., dados os

parâmetros do sistema, a taxa de resimento da potênia ótima de transmis-

são em relação a P


pode ser grande o su�iente para que o ponto de máximo

da função de e�iênia energétia efetiva do sistema esteja fora do domínio do

problema.

Portanto, �a evidente que o projeto de redes de omuniação sem �o ener-

getiamente e�ientes vai além dos problemas de aloação de reursos. Construir

ampli�adores e�ientes e reduzir o onsumo de potênia nos iruitos, prini-

palmente da estação rádio-base, é de fundamental importânia para o aumento
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global da e�iênia energétia da rede.
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6 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS

Esta Tese tratou de problemas de aloação de reursos em redes de omunia-

ção sem �o de múltiplo aesso em dois diferentes enários e topologias: o primeiro

abordou o ontrole de potênia no enlae de subida de sistemas ooperativos MC-

DS/CDMA e o segundo da aloação de potênia e espetro no enlae de desida

de sistemas OFDMA. Foram propostas soluções para os problemas de otimização

de aloação de potênia e de subportadoras sujeitos, ou não, ao atendimento de

qualidade de serviço, taxa de transmissão mínima e de atraso estatístio máximo

tolerável.

Esta Tese de doutorado apresentou um total de sete soluções distintas para

três diferentes problemas de aloação de reursos em redes sem �o de múltiplo

aesso. Espei�amente, soluções para os seguintes problemas de otimização fo-

ram propostas:

• Maximização da e�iênia energétia em sistema ooperativos om múlti-

plas subportadoras ortogonais om múltiplo aesso por divisão de ódigo de

sequênia direta - MC-DS/CDMA;

• Maximização da apaidade efetiva em sistemas de múltiplo aesso por divi-

são de frequênias ortogonais om garantias de qualidade de serviço estatís-

tia representada por atraso máximo tolerável e a probabilidade de violação

do mesmo;
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• Maximização da e�iênia energétia efetiva de sistemas OFDMA;

Para o primeiro problema de otimização foram propostas ino metodolo-

gias para soluioná-lo: três métodos distribuídos, baseados em teoria de jogos e

dois métodos entralizados, baseados em métodos heurístios. Entre os ino, o

método EE-MDPCA que onsidera a média de ganhos dos anais meree desta-

que, pois, o ompromisso entre omplexidade e desempenho que este apresenta

é promissor. Com omplexidade onstante e atingindo 96% do valor da solução

ótima om pouo mais da metade da potênia de transmissão média dos demais

métodos, esta abordagem apresenta todas as araterístias desejadas em um

algoritmo distribuído de aloação de reursos.

De forma geral, para todos os algoritmos distribuídos, o número de bits por

paote tem um impato signi�ativo no desempenho do sistema, i.e. quanto

maior o número de bits por paote maior é a potênia neessária para garantir

a máxima e�iênia energétia. Logo, aumentar este parâmetro induz o método

de otimização a busar a máxima e�iênia espetral em detrimento da e�iênia

energétia.

O segundo problema tratado, da maximização da apaidade efetiva no enlae

direto de sistemas OFDMA, foi soluionado utilizando uma versão relaxada do

problema original assoiado ao método de deomposição dual de Lagrange. Utili-

zando exemplos numérios demonstrou-se o funionamento do algoritmo proposto

em situações om restrições leves e em regimes rigorosos de qualidade de serviço

estatístia. O algoritmo proposto mostrou-se apaz de resolver o problema de

otimização de forma e�iente para ambos os asos.

Adiionalmente, om o intuito de ompreender o signi�ado prátio da apa-

idade efetiva, simulações foram onduzidas a �m de veri�ar a frequênia om

que aonteiam violações da restrição da qualidade de serviço estatístia. Para
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o enário de simulação proposto, estas violações oorrem, em média, uma vez a

ada 400 segundos, o que do ponto de vista prátio torna a metodologia proposta

implementável nos padrões de tenologia atuais e futuros (sistemas de quarta e

quinta geração).

O tereiro problema investigado nesta Tese de doutorado refere-se à maximi-

zação da e�iênia energétia efetiva, i.e., a maior e�iênia energétia que pode

ser garantida pelo transmissor de um sistema OFDMA dado um atraso máximo

tolerável e uma probabilidade de violação de atraso na entrega de informação.

Para resolver este problema fez-se uso do método de Dinkelbah para então so-

luionar o problema paramétrio através do método de otimização baseado na

deomposição dual de Lagrange.

Um estudo sobre o impato de parâmetros do sistema inerentes ao projeto e

à onstrução de equipamentos de qualidade foi ofereido e desenvolvido. Foram

analisados o impato da e�iênia do ampli�ador de potênia, da tolerânia e

intolerânia ao atraso e, �nalmente, da potênia onsumida pelos iruitos da

estação rádio base. Quanto ao método proposto para a solução do problema de

otimização, foi possível observar que o mesmo onverge rapidamente, mesmo em

enários omplexos e realistas enontrados nos sistemas de quarta geração atuais

(LTE e WiMAX).

A araterístia que pode ser onsiderada a mais importante da proposta

de solução para os dois últimos problemas investigados é o fato da aloação de

reursos ser onduzida sem a neessidade de onheimento das ondições de anal.

Esta araterístia permite que o gereniamento do sistema seja simpli�ado uma

vez que a efetiva aloação de reursos não requer nenhum tipo de realimentação

e/ou estimador. Adiionalmente, a ausênia de troa de informações de ontrole

do sistema entre a estação rádio-base e terminais móveis permite uma maior,

mesmo que marginal, e�iênia espetral quando omparado aos algoritmos de
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aloação de reursos mais tradiionais, os quais neessitam de realimentação e/ou

troa de informação entre os ativos da rede, tendo em vista gereniar os reursos

disponíveis de forma e�iente.

Sendo assim, a ontribuição desta Tese de doutorado pode ser sumarizada

nos seguintes pontos:

1. Proposta e araterização de um algoritmo distribuído para maximização

da e�iênia energétia no enlane reverso de sistemas ooperativos MC-

DS/CDMA utilizando teoria de jogos e o algoritmo iterativo de water-�lling;

2. Proposta e araterização de um algoritmo distribuído para maximização

da e�iênia energétia no enlane reverso de sistemas ooperativos MC-

DS/CDMA utilizando teoria de jogos e o algoritmo distribuído de ontrole

de potênia baseado no equilíbrio de Verhulst;

3. Proposta e araterização de um algoritmo distribuído para maximização

da e�iênia energétia no enlane reverso de sistemas ooperativos MC-

DS/CDMA onsiderando o sistema omo um DS/CDMA onvenional, e

realizando aloação de potênia uniforme em todas as subportadoras;

4. Proposta e araterização de um algoritmo entralizado para maximização

da e�iênia energétia no enlane reverso de sistemas ooperativos MC-

DS/CDMA utilizando o método heurístio baseado no omportamento de

vaga-lumes;

5. Proposta e araterização de um algoritmo entralizado para maximização

da e�iênia energétia no enlane reverso de sistemas ooperativos MC-

DS/CDMA utilizando a otimização heurístia por enxame de partíulas;

6. Proposta e araterização de um algoritmo entralizado para a maximi-

zação da apaidade efetiva do enlae direto de sistemas OFDMA sem a
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neessidade de onheimento da ondição instantânea do anal;

7. Proposta e araterização de um algoritmo entralizado para a maximização

da e�iênia energétia efetiva do enlae direto de sistemas OFDMA sem a

neessidade de onheimento da ondição instantânea do anal;

Durante o desenvolvimento do trabalho foram identi�ados temas e problemas

ainda em aberto, ou não resolvidos satisfatoriamente na literatura, que podem

ser onsiderados em trabalhos futuros, tais omo:

1. Análise da apaidade efetiva em anais de múltiplo aesso sujeitos à inter-

ferênia utilizando omo base o trabalho de (WU; NEGI, 2003);

2. Desrição e proposta de soluções promissoras do ponto de vista de imple-

mentação para os problemas relaionados à apaidade efetiva no domínio

disreto utilizando ténias mais so�stiadas, tais omo modulação adap-

tativa, om base em trabalhos de aloação de reursos no domínio disreto

em sistemas multiportadora omo (CAMPELLO, 1998);

3. Inorporação dos efeitos da perda de perurso e do sombreamento ao mo-

delo de apaidade efetiva proposto; solução dos problemas relaionados à

maximização da apaidade efetiva e da e�iênia energétia efetiva onside-

rando tais efeitos do anal empregando ténias omo método de Dinkelbah

e deomposição dual de Lagrange;

4. Tratamento dos problemas de ontrole de potênia e seleção do retransmis-

sor de forma onjunta em redes ooperativas MC-DS/CDMA om base nos

trabalhos de (KHAYATIAN; SAADAT; ABOUEI, 2013).
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APÊNDICE A -- FUNDAMENTOS DE

ANÁLISE CONVEXA

Nesta seção são apresentados os oneitos e de�nições básias relaionadas à

análise onvexa: funções e onjuntos onvexos, operações om onjuntos e fun-

ções que preservam a onvexidade, ondições de primeira e segunda ordem para

onvexidade de funções e funções quase onvexas.

A.1 Conjuntos Convexos

De�nição 22 (Conjunto Convexo). Um onjunto C ⊆ Rn
é onvexo se o seg-

mento de reta entre quaisquer dois pontos de C está ontido em C. Ou seja, para

quaisquer x, y ∈ C e qualquer λ ∈ [0, 1] tem-se que:

λx+ (1− λ)y ∈ C (A.1)

São exemplos simples de onjuntos onvexos (BOYD; VANDENBERGHE,

2004):

• O onjunto vazio, ∅;

• Conjuntos unitários, {x} ∈ Rn
;

• O onjunto dos números reais, R;

• Qualquer reta;
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• Qualquer segmento de reta;

• Um intervalo fehado em R;

A �m de ilustrar a diferença entre onjuntos onvexos e não onvexos a �gura

47 é apresentada. O onjunto (a) na �gura é um exemplo de onjunto onvexo,

uma vez que para quaisquer pontos x e y o segmento de reta entre eles pertene

ao onjunto. Já o onjunto (b) é não onvexo uma vez que o ponto c que pertene

ao segmento de reta entre x e y não pertene ao onjunto.

Figura 47: Exemplo de Conjunto onvexo e não onvexo: o onjunto (a) é onvexo

pois quaisquer que sejam os pontos x e y, todo o segmento de reta entre eles per-

tene ao onjunto. O onjunto (b) não é onvexo, onforme demonstra o ponto c

que não pertene ao onjunto. Fonte: adaptado de (BOYD; VANDENBERGHE,

2004).

Existem operações om onjuntos que preservam a onvexidade; sendo assim,

onsidere C1 e C2 onjuntos onvexos no Rn
. Os seguintes onjuntos também são

onvexos (BOYD; VANDENBERGHE, 2004, Seção 2.3 - Páginas 35-42):

1. C1 ∩ C2 (interseção);

2. C1 + C2 = {x+ y |x ∈ C1, y ∈ C2} (união);
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3. αC1 = {αx |x ∈ C1}, om α ∈ R (esalonamento);

4. f(C1) = {f(x) |x ∈ C1} se, e somente se, f : Rn → Rm
for uma função

a�m, i.e. se f(x) = Ax + b, om b ∈ Rm
e A ∈ Rm×n

(ombinação das

propriedades 2 e 3);

Além das quatro operações enumeradas anteriormente outras duas funções

preservam a onvexidade de onjuntos. A primeira função é a função perspetiva

de�nida omo P : Rn+1 → Rn
ujo domínio é domP = Rn×R++ (om R++ =

{x ∈ R++ | x > 0}) e P (z, t) = z/t. O objetivo da função perspetiva é normalizar

um vetor de tal forma que a última dimensão torne-se um e seja removida do vetor

(BOYD; VANDENBERGHE, 2004). Para ilustrar o funionamento da função

perspetiva apresenta-se o seguinte exemplo:

Exemplo 3. A função perspetiva pode ser interpetrada omo a ação do orifíio

em uma âmera esura: este tipo primitivo de âmera fotográ�a gera a partir da

luz presente no ambiente (R3
) uma imagem bidimensional (R2

). Considerando

que a âmera tenha apenas um orifíio na origem e que dentro da âmera existe

uma plano para a formação da imagem em z3 = −1, um objeto no ponto z aima

da âmera (z3 > 0) forma uma imagem no ponto −(z1/z3; z2/z3; 1) do plano

de imagem. Portanto, retirando-se a última oordenada do vetor uma vez que

a mesma sempre será −1 para qualquer imagem formada a partir de um objeto

aima da âmera, é possível a�rmar que qualquer objeto em um ponto ̥ aparee

em y = −(z1/z3; z2/z3) = −P (z, z3) no plano de imagens (BOYD; VANDEN-

BERGHE, 2004, Observação 2.1 na página 39). Um interpretação geométria

para a função perspetiva é apresentada na �gura 48.

Desta forma, onsidere um onjuto arbitrário C. Se C ⊆ domP é on-

vexo, então a imagem P (C) = {P (z, zn+1) | z ∈ C} também é onvexa (BOYD;

VANDENBERGHE, 2004).
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Figura 48: Interpretação da função perspetiva utilizando o oneito de âmera

esura. A linha em z3 = 0 é opaa om exeção do orifíio na origem. Os raios de

luz emitidos ou re�etidos por objetos fora da âmera, representados pelas �exas,

atingem o plano z3 = −1 formando uma imagem bidimensional. O mapeamento

da posição do objeto para sua posição na imagem está relaionada a função

perspetiva. Fonte: adaptado de (BOYD; VANDENBERGHE, 2004).

Outra função que preserva a onvexidade de um onjunto são as funções line-

ares fraionais onstruídas pela operação de omposição da função de perspetiva

om uma função a�m. Sem perda da generalidade, onsidere g : Rn → Rm+1

uma função a�m de�nida omo:

g(x) =






A

cT




 x +






b

d




 (A.2)

onde A ∈ Rm×n
, b ∈ Rm

, c ∈ Rn
e d ∈ R. A função f : Rn → Rm

de�nida por

f = P ◦ g ou seja f(x) = (Ax+ b)/(cTx+ d) om dom f = {x | cTx+ d > 0} é

hamada de função linear fraional.

Desta forma, seja C ∈ Rn
um onjunto arbitrário. Se C ∈ dom f , i.e.

∀x ∈ C, cTx + d > 0, então f(C) = {f(x) |x ∈ C} é um onjunto onvexo

(BOYD; VANDENBERGHE, 2004, Página 42).

Outro oneito importante em análise onvexa é o de envoltória onvexa;

segundo (ROCKAFELLAR, 1970; BOYD; VANDENBERGHE, 2004):
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De�nição 23 (Envoltória Convexa). A envoltória onvexa de um onjunto ar-

bitrário é o menor onjunto onvexo que ontém tal onjunto, i.e. a envoltória

onvexa de um onjunto C ∈ Rn
é o onjunto de todas as ombinações onvexas

de elementos do onjunto C, i.e. para λ1+ . . .+λk = 1, om λi ≥ 0, i = 1, . . . , k,

a envoltória onvexa de C, denominada convC é de�nida omo:

convC = {λ1x1 + . . .+ λkxk |xi ∈ C, i = 1, . . . , k; λ1 + . . .+ λk = 1} (A.3)

A envoltória onvexa pode ser interpretada, também, omo a interseção de todos

os onjuntos onvexos que ontém C, i.e. convC = ∩ki=1Si, onde C ⊆ Si, i =

1, . . . , k e Si é onvexo para i = 1, . . . , k.

Para ilustrar a o oneito de envoltória onvexa a �gura 49 é apresentada a

seguir.

Figura 49: Exemplos de envoltórias onvexas no R2
: em a) a envoltória onvexa

do onjunto omposto pelos pontos em preto é o pentágono sombreado. Já em

b) o onjunto delimitado pela linha ontínua que lembra o formato de um rim

tem sua envoltória onvexa delimitada pela área sombreada. Fonte: (BOYD;

VANDENBERGHE, 2004, Figura 2.3 na Página 24)
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A.2 Funções Convexas

De aordo om (ROCKAFELLAR, 1970) e (BOYD; VANDENBERGHE,

2004), funções onvexas são de�nidas omo:

De�nição 24 (Função Convexa). Uma função f : Rn → R é onvexa se o

domínio de dom f é um onjunto onvexo e se para todo x,y ∈ dom f , e λ ∈

[0, 1], tem-se:

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) (A.4)

Uma possível interpretação geométria do oneito de função onvexa é que dado

dois pontos quaisquer do domínio da função, o segmento de reta entre estes pontos

jaz aima dos valores da função onvexa. A �gura 50 apresenta um exemplo de

função onvexa e ilustra a interpretação geométria aqui desrita.

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
Exemplo da interpretação geométrica de função convexa

x

f(
x)

x = 0.4
f(x) = 0.016

λf(x) + (1 − λ)f(y)

y = 0.6
f(y) = 0.36

f(λx + (1 − λ)y)

Figura 50: A função f de�nida omo f : R → R, f(x) = x2 é um exemplo

de função onvexa. Os pontos (−0, 4, 0; 016) e (0, 6; 0, 36) são destaados e o

segmento de reta entre tais pontos (desrito pela equação λf(x) + (1 − λ)f(y)

om λ ∈ [0, 1]) está aima da urva da função f entre x e y, indiada na �gura

pela equação f(λx+ (1− λ)y) om λ ∈ [0, 1].
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Para failitar a ompreensão do oneito de função onvexa apresenta-se a

de�nição do epigrafo de uma função (ROCKAFELLAR, 1970, Seção 4 na Página

23).

De�nição 25 (Epigrafo). Seja f : Rn → R uma função arbitrária. O epigrafo

de f , denominado epi f é um subonjunto de Rn+1
de�nido omo:

epi f = {(x, y) |x ∈ dom f, y ∈ R, y ≥ f(x)} (A.5)

Geometriamente, o epigrafo é o onjunto de todos os pontos aima do grá�o da

função. Para ilustrar essa interpretação é apresentada a �gura 51.

Figura 51: A área sombreada é um exemplo de epigrafo da função f : [−1, 1]→

[0, 1], f(x) = x2.

Observação 6. Seja f : Rn → R uma função arbitrária. Então f é onvexa em

Rn
se epi f é um subonjunto de Rn+1

e epi f é um onjunto onvexo (ROCKA-

FELLAR, 1970).

Um oneito de fundamental importânia para esta Tese é o oneito de

onavidade de funções. Uma função �nava é uma função ujo negativo é
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onvexo, i.e. f é �nava se −f é onvexa (ROCKAFELLAR, 1970). Uma

interpretação geométria para as diferenças entre funções �navas e onvexas é

apresentada na �gura 52.
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0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
 a) Função convexa no intervalo [−1,1].
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 b) Função côncava no intervalo [−1,1]
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c) Função côncava no intervalo [1,10]
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x 10

4 d) Função convexa no intervalo [1,10]

x

f(
x)

Figura 52: Interpretação geométria da diferença entre funções onvexas (a) e

(d) e �navas (b) e (c).

Uma inequação importante para o estudo de análise onvexa é a Desigualdade

de Jensen, que é obtida a partir da generalização da desigualdade na equação

(A.4) para ombinações onvexas (ROCKAFELLAR, 1970, Teorema 4.3, Página

25):

Teorema 12 (Desigualdade de Jensen). Seja f uma função arbitrária tal que

f : Rn → R. Logo, f é onvexa se, e somente se

f(λ1x1 + . . . + λmxm) ≤ λ1f(x1) + . . . + λmf(xm) (A.6)

para qualquer λ1 ≥ 0, . . . , λm ≥ 0 e λ1 + . . . + λm = 1.
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Embora todas as de�nições, observações e teoremas aera de funções onve-

xas apresentados até aqui sejam su�ientes para de�nir se uma função é onvexa,

existem, no aso de funções difereniáveis ondições de primeira e segunda ordem

que permitem a averiguação da onvexidade de forma mais imediata. Os teore-

mas 13 e 14 abaixo foram extraídos de (BOYD; VANDENBERGHE, 2004, 3.1.3 e

3.1.4 nas Páginas 69-71) e (ROCKAFELLAR, 1970, Teorema 4.4 na Página 26).

Teorema 13 (Condição de Primeira Ordem). Suponha que f : Rn → R seja

uma função difereniável, i.e. o gradiente ∇f existe em ada ponto em dom f .

Então, f será onvexa se, e somente se, dom f for onvexo e

f(y) ≥ f(x) +∇f(x)T (y− x) (A.7)

for válido para todo x,y ∈ dom f .

Demonstração. Considere iniialmente o aso em que n = 1. Demonstra-se então

que uma função difereniável f : R→ R é onvexa se, e somente se

f(y) ≥ f(x) + f ′(x)(y − x) (A.8)

para todo x e y no domínio de f . Assuma que a função f é onvexa e que

x, y ∈ dom f . Uma vez que o domínio da função é onvexo, pode-se onluir que

para todo λ ∈ (0, 1], λy + (1− λ)x ∈ dom f e da onvexidade de f sabe-se que

f(λy + (1− λ)x) ≤ λf(y) + (1− λ)f(x) (A.9)
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rearranjando os termos da equação aima

f(λy + (1− λ)x) ≤ λf(y) + (1− λ)f(x)

f(x+ λ(y − x)) ≤ f(x) + λ(f(y)− f(x))

f(x+ λ(y − x))− f(x) ≤ λ(f(y)− f(x)) (A.10)

f(x+ λ(y − x))− f(x)
λ

≤ (f(y)− f(x))

f(y) ≥ f(x) +
f(x+ λ(y − x))− f(x)

λ

Considere a função g(λ) = f(x + λ(y − x)). É possível reesrever a última

inequação em (A.10) de aordo om a função g:

f(y) ≥ f(x) +
g(λ)− g(0)

λ
(A.11)

tomando o limite de quando λ→ 0 em ambos lados:

f(y) ≥ f(x) + lim
λ→0

g(λ)− g(0)
λ

f(y) ≥ f(x) + g′(0) (A.12)

Uma vez que g′(λ) = f ′(x+λ(y−x))(y−x), substituindo g′(0) na equação aima

obtêm-se:

f(y) ≥ f(x) + f ′(x)(y − x) (A.13)

justamente a inequação que se desejava demonstrar. Seguindo este mesmo rai-

oínio é possível estender esta prova ao aso genério onde f : Rn → R. Neste

aso, onsidere x,y ∈ dom f e que f é onvexa. Da de�nição de onvexidade e

rearranjando a inequação omo em (A.10):

f(y) ≥ f(x) + g′(0) (A.14)

Diferente do aso n = 1, a derivada de g é de�nida omo g′(λ) = ∇xf(x+ λ(y−
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x))(y − x). Substituindo g′(0) na equação aima:

f(y) ≥ f(x) +∇xf(x)
T (y − x) (A.15)

exatamente o que queria ser demonstrado. Isto onlui a parte da neessidade da

ondição ser satisfeita para que a função seja onvexa. É neessário ainda provar

a su�iênia desta ondição. Considere f : Rn → R que satisfaz a ondição

em (A.7). Sejam x,y ∈ dom f e λ ∈ [0, 1] de tal forma que z = λx + (1 − λ)y.

Note que omo o domínio de f é onvexo então z ∈ dom f . Adiionalmente, omo

assumiu-se que f satisfaz (A.7), então as seguintes desigualdades são verdadeiras:

f(x) ≥ f(z) +∇zf(z)
T (x− z) f(y) ≥ f(z) +∇zf(z)

T (y − z) (A.16)

Agora, multipliando as inequações aima por λ e (1 − λ), respetivamente, e

somando-se os resultados obtêm-se:

λf(x) + (1− λ)f(y) ≥ f(z) +∇zf(z)
T (λx+ (1− λ)y − z)

λf(x) + (1− λ)f(y) ≥ f(λx+ (1− λ)y) (A.17)

Note que esta é a ondição que f deve satisfazer para ser onsiderada uma função

onvexa. Portanto, se f satisfaz a ondição em (A.7) é su�iente onluir que f

é uma função onvexa.

Teorema 14 (Condição de Segunda Ordem). Seja f : Rn → R uma função

duplamente difereniável, i.e. que a matriz Hessiana ou segunda derivada

1 ∇2f

existe em ada ponto do domínio de f . Então f é onvexa se, e somente se a

matriz Hessiana de f é positiva semide�nida, ou seja, ∀x ∈ dom f ,

∇2f(x) � 0 (A.18)

Demonstração. A demonstração a seguir foi retirada da página 35 do livro de so-

luções da obra (BOYD; VANDENBERGHE, 2004). Assuma que n = 1. Suponha

1

Para o aso n = 1.
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que f é onvexa. Sendo assim, sejam x, y ∈ dom f om y > x. Do teorema 13

segue:

f ′(x)(y − x) ≤ f(y)− f(x) ≤ f ′(y)(y − x) (A.19)

o que implia que:

f ′(x)(y − x) ≤ f ′(y)(y − x)

f ′(x)(y − x)− f ′(y)(y − x) ≤ 0

f ′(y)(y − x)− f ′(x)(y − x) ≥ 0

f ′(y)− f ′(x)

(y − x) ≥ 0 (A.20)

tomando o limite da desigualdade aima quando y → x resulta em f ′′(x) ≥ 0.

Logo, provou-se que se uma função é onvexa então a segunda derivada é positiva

em qualquer ponto do domínio. Considere agora que f ′′(z) ≥ 0 para todo z ∈

dom f . Sejam dois pontos arbitrários x, y ∈ dom f om x < y, a seguinte

desigualdade é verdadeira:

0 ≤
y∫

x

f ′′(z)(y − z)dz (A.21)

desenvolvendo o termo a direita da inequação tem-se:

0 ≤ (f ′(z)(y − z))|z=y
z=x +

y∫

x

f ′(z)dz

0 ≤ −f ′(x)(y − x) + f(y)− f(x)

f(y) ≥ f(x) + f ′(x)(y − x) (A.22)

o que mostra que a função f é onvexa. A generalização para n > 1 é possível

observando-se que uma função é onvexa se, e somente se ela é onvexa em todas

as linhas, i.e. a função g(t) = f(x0 + tv) é onvexa em t para todo x0 ∈ dom f

e todo v. Desta forma, f é onvexa se, e somente se

g′′(t) = vT∇2f(x0 + tv)v ≥ 0 (A.23)
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para todo x0 ∈ dom f , v ∈ Rn
e t que satisfaça x0 + tv ∈ dom f . Ou seja, é

neessário e su�iente que ∇2f(x) � 0 para todo x ∈ dom f .

Corolário 2. Seja f : Rn → R uma função duplamente difereniável. A função

f é �nava se, e somente se:

∇2f(x) � 0 (A.24)

para todo x ∈ dom f .

Demonstração. A prova segue a idéia da prova do teorema 14.

Assim omo onjuntos, existem operações om funções que preservam a on-

vexidade da função. Abaixo estão listadas exemplos de operações que preservam

a onvexidade (BOYD; VANDENBERGHE, 2004, Seção 3.2 nas Páginas 79-90):

1. Soma ponderada não negativa de funções onvexas. Sejam fi, i =

1, . . . , m funções onvexas e αi ≥ 0, i = 1, . . . , m, então

m∑

i=1

αifi é uma

função onvexa.

2. Composição om função a�m. Suponha f : Rn → R, A ∈ Rn×m
e

b ∈ Rn
. Seja g : Rm → R tal que g(x) = f(Ax + b) om dom g =

{x |Ax+b ∈ dom f}. Então g é onvexa se, e somente se f é uma função

onvexa.

3. Máximo elemento-a-elemento. Sejam f1 e f2 funções onvexas. Então a

função f de�nida omo f(x) = max{f1(x), f2(x)} om dom f = dom f1 ∩

dom f2 também é uma função onvexa.

4. Composição om outra função. Sejam f1 : Rm → R, f2 : Rn → Rm

e f = f1 ◦ f2 : Rn → R tal que f(x) = f1(f2(x)) e dom f = {x ∈

dom f2 | f2(x) ∈ dom f1}. As seguintes regras de omposição são verdadei-

ras:
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• f é onvexa se f1 é onvexa, f1 é não deresente em ada argumento

da função e f2 é onvexa;

• f é onvexa se f1 é onvexa, f1 é não resente em ada argumento da

função e f2 é �nava;

• f é �nava se f1 é �nava, f1 é não deresente em ada argumento

da função e f2 é �nava;

• f é �nava se f1 é �nava, f1 é não resente em ada argumento da

função e f2 é onvexa;

5. A função perspetiva. Seja f : Rn → R. A função perspetiva de

f é de�nida omo g : Rn+1 → R tal que g(x, t) = tf(x/t) e dom g =

{(x, t) |x/t ∈ dom f, t > 0}. Desta forma, se f é uma função onvexa, g

também é uma função onvexa.

Uma importante propriedade de funções onvexas está relaionada a mínimos

loais e globais. Antes de proeder om o teorema sobre a otimalidade global de

funções onvexas, apresentar-se-á as de�nições matemátias de mínimo loal e

mínimo global (OLIVEIRA, 2005).

De�nição 26 (Mínimo Loal). Seja f : C ⊆ Rn → R. Um ponto x ∈ C

é denominado mínimo loal de f em C se existe uma esfera S(x, ǫ) = {y ∈

Rn | ||y− x|| < ǫ}, tal que

f(x) ≤ f(y), ∀y ∈ C ∩ S(x, ǫ) (A.25)

De�nição 27 (Mínimo Global). Seja f : C ⊆ Rn → R. Um ponto x ∈ C é

denominado mínimo global de f em C se para todo y ∈ C e y 6= x:

f(x) ≤ f(y) (A.26)

Outra forma de de�nir um mínimo global é através da de�nição de mínimo loal:
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seja x é um mínimo loal, x é um mínimo global se C ∩ S(x, ǫ) = C.

Mínimos loais de funções onvexas são mínimos globais onforme demons-

trado pelo teorema a seguir (MUROTA, 2003, Teorema 1.1 na Página 10).

Teorema 15 (Otimalidade Global). Seja f : Rn → R uma função onvexa. Se

x é um mínimo loal de f em dom f , então x é também um mínimo global de f

no dom f , i.e.

f(x) ≤ f(y), ∀y ∈ dom f (A.27)

Demonstração. Seja x um ótimo loal da função onvexa f anteriormente enun-

iada. Então f(z) ≥ f(x) para qualquer z na vizinhança de x. Para qualquer y,

z = λx + (1 − λ)y está na vizinhança de x para λ ∈ (0, 1) e λ su�ientemente

próximo de 1. Da de�nição de função onvexa segue:

λf(x) + (1− λ)f(y) ≥ f(λx+ (1− λ)y) ≥ f(x)

λf(x) + (1− λ)f(y) ≥ f(z) ≥ f(x) (A.28)

O que implia que f(y) ≥ f(x) ∀y ∈ dom f .

A.3 Funções Quase Convexas

A quase onvexidade é onsiderada uma forma generalizada de onvexidade.

A de�nição de função quase onvexa é apresentada a seguir (BOYD; VANDEN-

BERGHE, 2004, Seção 3.4.1 na Página 95).

De�nição 28 (Função Quase Convexa). Uma função f : Rn → R é denominada

quase onvexa se seu domínio e todos os onjuntos de nível inferior

Sα = {x ∈ dom f | f(x) ≤ α} (A.29)

para α ∈ R, forem onvexos.
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Assim omo para funções onvexas, se f é uma função quase onvexa então

−f é quase �nava, i.e. seu domínio e todos os onjuntos de nível superior

Sα = {x ∈ dom f | f(x) ≥ α} são onvexos.

Uma forma mais prátia de veri�ar a quase onvexidade é através da de-

sigualdade de Jensen para funções quase onvexas. Desta forma, uma função

f : Rn → R é onvexa se, e somente se o domínio de f é onvexo e para todo

x,y ∈ dom f e λ ∈ [0, 1] (BOYD; VANDENBERGHE, 2004, Equação 3.19,

Página 98) resulta:

f(λx(1− λ)y) ≤ max{f(x), f(y)} (A.30)

Em outras palavras, uma função é quase onvexa quando para qualquer in-

tervalo do domínio os valores da função em tal intervalo não exedem o máximo

valor dos extremos do intervalo. A �gura 53 ilustra a desigualdade em (A.30)

para uma função ujo domínio é R.
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Exemplo de função quase convexa em R
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Figura 53: Interpretação geométria da desigualdade de Jensen para funções

quase onvexas.

Adiionalmente, funções quase onvexas no R podem ser araterizadas atra-

vés de outras propriedades. Seja f : R→ R uma função ontínua; A função f é

quase onvexa se, e somente se uma das seguintes ondições é satisfeita (BOYD;

VANDENBERGHE, 2004, Página 99):

• f é não deresente;

• f é não resente;

• Existe um ponto x ∈ dom f de tal forma que ∀y ≤ x e y ∈ dom f , a função

é não resente e ∀z ≥ x e z ∈ dom f a função é não deresente.

O ponto x ∈ dom f supraitado é denominado mínimo global da função f .

Observando-se a �gura 53 é possível notar tal ponto em x = 1 uma vez que para

x ≤ 1 a função é não resente e para x ≥ 1 é não deresente.
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Note que toda função onvexa tem todos os subonjuntos de nível inferior

onvexos portanto toda função onvexa é quase onvexa, todavia o ontrário não

se aplia. A título de exemplo a �gura 54 apresenta em (a) uma função quase

onvexa que não é onvexa e em (b) uma função quase onvexa que é onvexa.
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 a) Exemplo de função quase convexa em R
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 b) Exemplo de função convexa e quase convexa
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Figura 54: Exemplo de função quase onvexa que não é onvexa (a) e função

quase onvexa que é onvexa (b).


